Solution de la série No2

Exercice N°1 :

Comparer entre la pulsation propre d’un systéme mécanique k+m et un systéme électrique LC
On donne : k=100 N/m, m=250g, L=0.1 H, C=100 pF.

Solution :
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Solution:

T=E, R pe
2 2

Ep =U=U,+U,
U, =0 Car:Un=mgheth=0

dU, =-Fdl =-Fdl cos(F, («).dI ()
du, =-F.dl cos(180°)
cos(180°) =—1
dU, =+F dl =kxdx /F, =kx,dl =dx
X g+X Xo+X X 2 Xo+X K Xy ix
U, =[du, = ! kxdx =k ! xdx =k[7} =E[x2]0

0
k
U, :E[(x0+x)2—0}
k k k k
U, :E(xoﬁtx)2 :E(xz+2xx0+x§)=5x2+kxxo+zx§

U =k5x2+kxx0+k5x§+cte/k§x§ =cte

Alors : U =;x2+kxx0+cte

Equilibre

ouU
oy = 5 x 2X + kx,
ox 2

ouU
ouU
E3™

=0

:x:0:>g><2(x:0)+kx0

=0=kx,=0=x,=0

U =Ex2+cte
2



L=T-U :lmxz—ikx2+cte
2 2

L’¢équation de mouvement est de la forme :
dfay (),
dt\ ox OX

1 ., 1 .,
AvecL=T-U :me —Ekx +cte

a—lf:i(lmxzj=1mi(xz):im(2x)=mX:i(a—lszi(mX)zmi(x):m>'<'
oX Ox\2 2 0OX 2 dt\ox ) dt dt

%=2(—lkxz]:—1ki(x2):—lk(ZX):—kx
ox ox\ 2 OX 2

Alors mx +kx =0
k
X+—x=0 , k k
m S0 =—>0,=,|—
.2 m m
X+agx =0

k=100 N/m, m=250 g=0.250 kg.

a, (Mécanique) = w, = \/E: /% =20rad.s™
m Vo.

2/Circuit électrique LC

Lixa ZVi =0=V +V. =0

r———
o

1 ’ 1
+w’0=0/w’=—=w,=,[—
g+ ayq @ LC 2 LC

w, (électrique) =, = \/Llc = \/01><1010><1012 =3.16x10" rad.s™

L=0.1 H, C=100 pF=100 101?F.

, (électrique) >>>> ay, (mécanique)

Les circuits electriques possédent un spectre de fréquences assez large en comparaison avec

celui des spectres électriques.



Exercice N°2 :

Un systeme vibratoire (k+m) (disposé horizontalement), constitué¢ d’une masse m=0.01
kg et d’un ressort k=36Nm™*. A I’instant t=0 on observe que la masse est 2 50 mm 4 droite de sa
position d’équilibre et se déplace toujours vers la droite avec une vitesse de 1.7ms™. Calculer

la fréquence, I’amplitude, la phase initiale et I’énergie du systéme. Un second systéme identique

au premier est mis en vibration avec la méme amplitude mais avec une avance de phase de %

calculer le déplacement et la vitesse a t=0. A quel instant va-t-il passer ensuite par la position
d’équilibre ?

Solution :

L’équation du mouvement d’un systéme vibratoire k+m (disposé horizontalement) est

X'+£x:0
m

X+ afx=0

X(t) = Acos(awpt +¢)

:_:> Wy = \/7 /36 =60rad.s™

Calcul fréquence f

o =27f = f =% =50 955 Herz
2r 2w

Calcul Aet @

X(t) = Acos(awgt +9) X(t) = Acos(at +¢)

v(t)= (1) _ x(t) :%[Acos(a)ot +9)] - {X(t) =—Aay sin(ayt +9)

dt

Dans les conditions initiales

{x(t =0)= Acos(@, x0+¢) _ {x(t =0)=Acos(¢p)
X(t=0)=—Aag,sin(0,x0+¢) | X(t=0)=—Aw,sin(¢p)

Application Numérique

)=Acos(¢)=50mm=50.10"m (1)

x(t= =—Aaysin(p)=1.7m/s (2)
x(t=0)=Acos(¢)=50mm=>50.10°m (1)
X(t=0)=—Aw,sin(p)=1.7m/s (2)
(2) —Aagysin(p) 1.7
M = =—w,t

1) Acos(p) 50.10°° @ tan(p)

A -1.7 1 -17 1

t = = ——7 rad
an(g)= 55105 = n(0) = 5570 o, 5010°60 5"



-3
Draprés (1) : ACOS(¢) = Acosﬂ—%j:50.10‘3 —A=210" _057m

=x;

Calcul de I’énergie maximale du systéme

E =T+U

E;(Max)=U (T =0)

Puisque 1’énergie est maximale quand 1’allongement du ressort est maximum et dans cette

instant le ressort change de direction c’est-a-dire v=0 cela implique que 1’énergie cinétique

devient nulle.

E; (Max)=U :%kxz
x=0.057m, k =36
E; (Max) :%36(0.057)2 =0.06 J

Calcul de la position et la vitesse du deuxiéme systéeme a t=0 :

Pour le deuxiéme systéme : Il a la méme amplitude que le premier systéme c¢’est-a-dire A ne

change pas mais avec une avance de phase de % c’est-a-dire @ devient ¢+%

Alors

x(t)= Acos(a)ot +(¢)+%D
X(t) = -Aa, sin(a)ot +(¢+%n

Dans les conditions initiales

X(t=0)= Acos(a)o x(t= O)+((p+%j) x(t=0)= Acos((wr%jj
X(t=0)= —Awosin[wo x(t= 0)*(‘”*%}] K(t=0) Z_Aw"sm((ng)

Application Numérique

x(t=0)=Acos (((;H%D = Acos(—%+%} = Acos(%) =0.057 cos [%) =0.0288m

x(t=0)= —Awosin((w%)] - —Awosin(—%Jr%j =—An, sin(%) =—o.o57x60xsin(%J =—29m/s

Donc le deuxieme systéme a t=0 est a 28.8 mm de la position d’équilibre et se déplace avec une
vitesse de 3 m/s.

A quel instant va-t-il passer ensuite par la position d’équilibre ?



x(t)= ACOS(a)Ot+(p+%] = Acos(a)ot +%j =0=> cos(a)ot+%j =0

cos(a)zoza:%

De méme

cos(coot+£j=O:>a)0t+£:Z
3 3 2

ot ="-T T, 71 oo1s
3 6 6 o 6

Exercice N°3 :

Simplifier le systeme de la figure 1 en remplacant les ressorts par un ressort equivalent

k, (k, =k, = k, =k et k, = 2k) - En déduire la nature du mouvement et sa pulsation propre «,

qu’on demande de calculer sachant que k =150 N/m, m=1Kkg.

P S S
k1 k
ka
ks 0
| (51 o
=(t]
Solution :
k, est en paralléle avec k, alors Kitequivatont) = Ko + Ky = 2K
Ky cquivarers) €5t €N SériE avec k,
1 B 1 N 1 1 1 3

k2(equivalent) kl(equivalent) k3 2k k2K
K 2k

2(equivalent) — ?
kz(equivalent) est en paralléle avec k,

2k 8k

k3(equivalent) = k2(equivalent) + k4 = ? +2k = ?

3(equivalent) = I((equivallent) = ke

. K

X+—x=0

m
X+ aix=0

wgzﬁzwoz\/k—ie:,/%:mrad.s‘l
m m 3m



Exercice N°4 :

Une tige de longueur I et de masse négligeable articulée au point O portant a son extrémite libre
une masse ponctuelle m. A une distance a de O de la tige on attache verticalement un ressort de
raideur k, I’autre extrémité étant fixée a un bati fixe au point A. A I’équilibre statique la tige

prend une position horizontale(g -0).

1- Dire si a cette position le ressort est-il allongé ou non ? en déduire la condition d’équilibre.

2- Etablir I’équation différentielle des faibles oscillations et en déduire leur période.

2

Solution :

U=U, +U_

L’énergie potentielle de la tige égale a zéro car la masse de la tige est négligée.
du, =-Fdl'=-Fdi cos(F, (1),dI'(¥))

dU, =-F,dl cos(180°)

c0s(180°) =-1

dU, =+Fdl =kxdx /F, =kx,dl =dx

0, ~fao, = oo Taoc [ e

U, :g[(xo +x)° —0}

k 2 Kk k k
U, =§(X°+X) :E(xz+2xx0+x§):5x2+kxxo+5x§

U, =Ex2+kxx0+5x§+cte/5x§ =cte
2 2 2
Alors

U, =gx2+kxx0+cte

Avec



. X .
Ssingd=—= x=asing
a

U, =gx2 +kxx, +cte :g(asin ) +k(asin@)x, +cte
dU_=-F dl =—F_dI cos(lfm (i),dr(i))

dU,, =-F,dl cos(0°)

cos(0°)=+1

dU,, =-F.dl =-mgdl /F, =mg

m__

h h

U, =[du, = [-mgdl =-mg [ di =k[I]; =-mg[h-0]
0 0

U, =-mgh

siné?zln:hzlsinH:Um =-mglsinég

Alors

U=U,+U_ =g(asin 9)2 +k(asin@)x, —mglsin 6 +cte
U :ga2 (sin 67 ) +kax, (sin 6) —mgl (sin 0) +cte

U :ga2 (sin 67 )+ (kax, —mgl)(sin 0) +cte

2

A faible amplitude sin@ = O et coso zl_%

U :ga2(¢92)+(kax0 —mgl)(6)+cte

Equilibre

Nl g
00 |,

ou k
%zaxa2x29+(kaxo—mgl)
ouU

261,
mgl

ouU
— =0=(kax,—mgl)=0= x, =+——
X |, (kax, —mgl) ° ka

:49:0:>gxaz><2(6=O)+(kax0—mgl):(kaxo—mgl)

C’est-a-dire que le ressort est allongé de x, = +n;_gl
a

Alors



Alors, le Lagrangien du systéme s’écrit :

L=E -E =T—U=1mP¢—5a%9ﬁ+ae
2 2

p

d (oL oL
L’équation d t pour des petit illations, est: —-| —= |=| — |=
équation de mouvement pour des petites oscillations, est : — [agj [aej

fz—mlzxzézmlzézi(a—kamlzé
06 2 dt\ 06

%:_Eaz x 260 = —ka’0
00 2

ml%0 +ka’0 =0
2

i+ 90
ml

0+wi6=0

, ka? ka®> a [k
@, =—2:a)0= > T4z
ml ml I\ m

Exercice N°5 :

Un tube en U et de section S, contient un liquide de masse volumique p et de longueur [ dans
le tube.

1- Etablir I’équation différentielle des vibrations libres de faibles amplitudes.
2- Déduire leur pulsation propre.

ii
EN
1

Solution :
1. L’énergie cinétique
T=E =1m?=lwmx
2 2
M : La masse de liquide
pzM:M = pV = pSl
\%
M
I
| : Longueur de liquide.
T =L mse
2

2. L’énergie potentielle



dU_=-F dl =—F_dI cos(lfm (V) ,dr(T))
dU, =—-F,dl cos(180°)

cos(180°)=-1

du,, =+F.dl =+mgdl /F, =mg

m : La masse du tube 2x

pzvﬂ:m:pvm:pSZX

m

F.,=mg = pS2xg = 2pgSx

U, = dem = :[+mgdl = +:[ 2,09Sxdx = +:[ 2,09Sxdx = +2pgS_|: xdx =+2pgS [)ﬂ

0

XZ
umzngs{zy—o}

U, = pgSx’ +cte
L=T-U

1
L=§M>'<2 — pgSx* +cte
thmsa):fﬁczsp
L=T-U
L:%sz—pngercte/%:Sp

L:%MX2—$XZ+Cte

L’équation de mouvement est de la forme :

32){2)-o
dt\ ox OX

%:EMZX:MX:E(%jZMX

oxX 2 dt\ ox

%:_ﬂzxz_%x

OX | |

Alors

MX+2Ygx=O
2

X+—gX=0 , 20 29
I :>a)0=—:>a)0: _—

X+ x=0



Exercice N°6 :

Trouver le systeme simple équivalent du systéeme représenté sur la fig.2, puis calculer la

pulsation propre. On admet que le déplacement de la masse est uniquement v

A o

-~
sy k:
a ]
-
-

m
£y
-

L

-
-

Equilibre

Y F=0

F+F,+mg=0

Suivant le mouvement du systeme on trouve
F+F,=mg
F=kx, F, =kX,

OA AF,—~AOAF,+00'Amg =0

one A8 —|A<[8fsin(48)

A0 [08]<| i O, )|« | xin (& ) + 66 mg]in(06'mg) -0
Ona

o8] -2Ac] -b.F - [F -~

Alors



aFlsin(O—A{, lfl)—bFzsin(@, Ifz)+00’xmg xsin(cﬁ,mg) =0
sin(@, m(j):sin180°:0

aFlsin(O‘A;, Ifl)—bFzsin(@, Ifz) =0

O pose sin(OA, &) -z sn(AG.F) -

aF, sin(¢, ) —bF,sin(«a,)=0

o, =p+ 2 o, ="~
1¢2122¢

On sait que

sin(A+B):sinAcosB +cosAsinB
sin(e ) =sin| @+ |=sin@cos —+cosgpsin—
( 2} 2 2
cosZ:O,sinzzl
2
. . T
Sln(al)ZSIn((p+Ej=COS(p
sin(A—B)zsinAcosB—cosAsinB
sin(a, ) =sin Z o |=sinZcosp—cosZsing
2 2 2
cosz=0,sin£:1
2 2
. . T
sm(az):sm(z—goj:cosqo

Alors aF, sin(a, ) —bF, sin(a,) =0
Devient

aF, cos(¢)—bF, cos(¢)=0
aF, =bF,



Alors ak, X, =bk, X, ...... ........ (2)

Equ”ibre k(equivalent)x =mg
D’aprés (1) : k(equivalent)X =mg = k1X1 + k2X2
k(equivalent)x = klxl + kz X, 3)

Triangle: AAA;

""
'
........................................... S— S
-y
X1 X X2
A1 a 0
o)
b A2
sing=2X"%_%~% 4)
a a+b

En replagant (2) et (4) dans (3) on trouve
(a+ b)2

(equivalent) — a? b2

— 4+
kl k2

(equivalent)
m
X+ afx=0

X+ x=0

equivalent
f = AN s g =
m




