Chapitre 5 : Systemes linéaires a plusieurs

degreés de liberte



5.1 Degrés de libertés
Les variables indépendantes nécessaires a la description d’un systéme en mouvement

sont appelées degrés de liberté. S’il y a N variables indépendantes g;, on écrit N

équations de Lagrange :
d—[a—Fj—(a—Lj=—a—9+F1(t)
dtiod, ) (da,) ody
) (L)
dt{ad, ) \éa,) aq,
T EA R
dt{ady ) (aay ady

5.1.1 Types de couplage

5.1.1.a Couplage par élasticité

Le couplage entre les deux systémes est a travers un ressort (capacite).
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Figure 5.1 : Différents systemes mécanique et électrique couplés par élasticité



5.1.1.b Couplage inertiel
Le couplage entre les deux systemes est a travers une masse (bobine).
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Figure 5.2 : Systemes mécaniques et électriques couplés par inertie
5.1.1.c Couplage visqueux

Le couplage entre les deux systemes est a travers un amortisseur (résistance).
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Figure 5.3 : Couplage visqueux des différents systemes mécaniques et électriques

5.2 Systemes libres a deux degrés de libertés
5.2.1 Equation du mouvement
Soit le systéme libre ci-contre. Les deux variables indépendantes sont x1 et x2. k est appelé

élément de couplage.

Le couplage
my ' m;
k 1 | l @
= kK o T
xi(t) X (1)

Figure 5.4 : Mouvement oscillatoire d’un systéme couplé a deux degrés de liberté



Pour I’énergie cinétique on a s’écrit comme suit :

2
E =T = Z m, X 2 mx +;mx
i=1

Pour I’énergie potentielle on a :
13 1 1 1
% +§k2x22 +§k (x,=x,)’

2

D’ou le Lagrangien s’écrit : L =T —U :%mlx'f+%m2x'22—%kle—%k2x22—zk (X, —X,)

1 . 1 . 1 1 1
L zzmle+§m2x22—5kle—Ekzxj—ik (xf+x§—2xlx2)

1 . 1 . 1 1 1
L=§mle+5m2x§—5kl X7 — 2k X —Ekx _Ek 2——k( —2X,X,)
L=%m1x'12+%m2x'22—%k1 z 1k X —%kxf—akxfjukxlxz

Les deux équations de Lagrange s’écrivent : (Pour D=0, F=0: systeme non amorti et non

forcé)
Le systeme différentiel couplé devient alors :

dfoL) (oL d (oL - [ oL
—| — =0 —| — |=mX,| — |=-kx, —kx,+kx,
dt ax ax dt { ox, OX,
L =0 g 8_L =m,X,, P =—k,X, —kx, +kx,
dt 8x 8x dt { oX, OX,
. (ky+k) k
. X, + X, ——X, =
mX, +(k, +k )x, —kx, =0 m, m,
=
m,X, +(k +k,)x,—kx;=0 | = (k+k,)
X, +—X,——X, =
m2 2

5.2.2 Modes propres (normaux)

En mode normale (ou propre) la solution de l’équation précédente est la forme d’une
superposition des deux modes propres, comme sulit :

x1= A1 c0S (wt+p1).

X2=A2 COS (wt+¢>).

A1, Az, @, Dépendant des conditions initiales. Pour trouver w, utilisons la représentation

complexe :



{xl =A, cos(at +¢) > X, =Ag! ) = Agi

X, =A,cos(at +p,) > X, =A%) = Agi

{ilzﬂlej” X, = johgi™ >%.1:(ja))2A~le”"t = —w’Ap’”
P =
XzzAzeJmt )(~2:ja),0~\zej“’t X~2:(jco)2/&zej”t :—a)z,&zej‘“
k,+k . k,+k) ~ -
).('1+—( l+ )Xl_LXZZO _a)zAlert_'-( 1+ )Ale]wt_LAzejwtzo
ml ml - ml 1
kK +k - k - N
x2+( 2)xz—Lxlzo —a)ZAze‘“"+( 2)Aze”’t —LAle"“:O
m2 m2 2 m2
~ ~ - k,+k)) <
o’Agl” +(k1+k)Ale““ —LAze‘“’t =0 —a)2+( 1+k) Agl* - LS Ag'* =0
m, m, m, m,
=
k +k -
~w’Ae’™ +( 2)Aze‘“" _ K Ag'* =0 {—a)2+(k +ky) Agl _(LjAle““ =0
m2 2 m2 m2
k,+k)| ~ ~ k,+k)) ~ -
(—wu( 1Y )}Al—(LjAfo [ L )JAl [LJAZ:O
ml ml ml ml
k +k K ok (k +k;)
+ - - - -
(—a)2+( Z)JAZ—(—jAfo —[—jAl+(—a)2+ 2 jAZ =0
m2 m2 m2 m2

(—a)2 +a)A~l—bA:2 =0
—CA~1+(—a)2+d)A2=O

k +k, b—L
m om

Pour que I’équation soit vraie sans que A, et A~2 soient tous les deux nuls, il faut que son
déterminant caractéristique soit nul :
(-o'+a) b
Alw)=
— (—a)2 +d)

A(w)=0'-0'd -o'a+ad —bc =0’ —(d +a)e’ +(ad —bc)=0

:(—w2 +a)(—a)2 +d )—(—C)(—b)z 0

Ceci nous donne [’équation caractéristique -

o' —(d +a)eo’ +(ad —=bc)=0

Les deux solutions reelles et positives w1 et w> de cette équation sont appelées pulsations
propres ou normales. La plus petite est appelée la fondamentale, 1’autre est appelée

[’harmonique.

Premier mode propre : Pour w=w1, le systeme implique que :



X30) = Ay COS (a0t +0)

La vibration est dite en phase car la solution s’écrit dans ce cas
X 50y = Ay COS(03t +9)

Deuxiéme mode propre : Pour w=w>, le systeme implique que :

A(2) -0 +d

i) = <0. La vibration est dite en opposition de phase car la solution s’écrit dans ce
c
2

cas :
Xy0) =Py COS(@0 + )
X 5(2) = ~Ayz) COS(@ + )
Dans le cas général, le systéme vibre dans une superposition de ces deux modes propres.
5.3 Systeme forces a deux degrés de libertés

5.3.1 Equations de mouvement

Soit le systéme ci- contre.
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Figure 5.5 : Mouvement oscillatoire d’un systéme couplé a deux degrés de liberté

Pour I’énergie cinétique on a s’écrit comme suit :

2
E =T =Zlmix'i2 =%m1x'f+%m2x’22
i=1

i=
Pour I’énergie potentielle on a :

2
E. =U :%k (xl—x2)2+%2kixi2 :%kle+%k2x22+%ko(xl—x2)2

p
i=1

1 1 1,

D’ou le Lagrangien s’écrit : L =T —U =Emlx'12+§m2x'22——klx1 Ly xz l

k2X2 _Eko(xl_xz)

2

1
2 2



1 . 1 . 1 1 1
L :Emle+5m2x§—Ekle—akzxzz—iko(xf+x22—2x1x2)

L =%mlx‘l2 +%m2x'22 —%kle —%kzxz2 —%koxl2 —%koxz2 —%ko(—lexz)

L :%mlx'f +%m2)('22 _%klxlz _%kzxzz _%koxl2 _%kOX: +KoXiX,

Les deux équations de Lagrange s’écrivent : (Pour D = %%X z +%a2x' Zet F,coswt )

d (oL oL ) ob d (oL . | oL oD .
—— |- +—=+F —| — |=mX,,| — |=-Kk X, =KX, +KX,,—=aX;
dt | oxX, ox, ) OX, dt | ox, oX, oX,
=>=
d (oL oL | ob d (oL . [ oL oD ;
—| — |- +—=0 —| — [=mX,,| — |=-k, X, =KX, +KkX,,— =aX,
dt { oX, oX, ) OX, dt | oX, oX, oX,
k,+k

. . X'1+Mxl—ﬁxz+ﬁ)(1=ic03a)t
{mlxl+(k1+k0)xl+alx1—koxz:Focoswt m, m Z om, om,
m,X, + (ko +k, )X, +a,X, =KX, =0 X'2+(k°+k2)x2 ﬁxl+ﬁx2=0

m2 m2 m2

5.3.2 Résonance et antirésonance
(Avec D=0 et F#0: systéme forcé mais non amorti.) La solution permanente est :

X, =A, cos(at +¢,)
X, =A,cos(at +@,)

A1, Az, @2 dépendent de la pulsation d’excitation w et de Fo. Pour trouver A, Az, utilisons la
représentation complexe
Lorsque D=0:
X, =A, cos(at +¢) X, =A™ = Al
{xz =A, cos(at +¢,)—> X, =Ae!*) = Kegi
F(t)=F,cosat > F(t)=Fge'*
{ el X, = joAgl® _ X,=(jo) Ag™ = —w’Agl™

N A ot . . ~ ) oo } > ~ . ~ .
AL X, =joAe'™ X,=(jo) Ag'" =—a’Ae’™



jat
X, + X, ——2x,=—"Le
ml ml ml
(ko +k) -
+ k
X, +~——x ——0x =0
m2 m2
o k) - Kk
—a)ZAle"‘"+( LAl - 20
1 ml

Cas ou : mi=mp=m et ko=k1=k,=k.

En posant o? = k , ’équation devient
m




m m
(—a)2+2a)2)A~ —’A Ko (1)
0 1 0" '2 m

~fA, + (0" + 20 )A, =0........(2)

2) = +(-? +20¢ | A, = +a&?A
0 2 0"

1§

- a)g
S (3)

On remplace (3) par (1)

1200 )A O i B
(—0® +205 ) A, coo( w2+2m§)Al_m
4
; - _F
(—coz +2(0§)A1 — (_wzafz%z)Al :HO
@, - F
F“”**W}*ﬁ

(—a)2+2w§)(—a)2 +2a)02)—a){,1 i _F
(—coz +2a)§) b

(—a)?'+2w§)2—a)(‘,1 i _F
(—a)2+2w§) b

} F ? (_a)z +2a; ) _F }

_0 -_0
m (_a’z + 26"5) ((—coz +2wf )2 —a)g) m ((—a)2 +2w} )2 -,

A1=Ar=w lorsque

vV = w, = w,, (appelée premiére pulsation de résonance.)
v ooz \/5600 = ag, w=\3wo=wr2 (appelée deuxiéme pulsation de résonance.)

v' A1=0 lorsque @ = ﬁwo = w, (appelée pulsation d'antirésonance.)
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5.3.3 Impédance d’entrée et de transfert
(Avec D#0 et F£0 : Systéme amorti et force)
F

En électricité, I’impédance est définie par Z =—=. Par analogie, on définit I’impédance

[

- . _F e . _F .
mécanique par Z~=5- Z. =—est appelée impédance d’entrée. Z; =— est appelée
v’ 1Z] v,

impédance de transfert. Pour les trouver on utilise encore la représentation complexe :
F(t)=Fcosat > F(t)=Fg'“

{xl =A, cos(awt +¢ ) —> X, =Ag!* ) = Kegi

X, =A,cos(at +@,) —>X, =Ae ") =R i

171=ja))(~1:>x~1=_—1
jow
. I 1
V,=jwoxX, =X, =-
jo
Alors
X, =Jov,
X, =]Jov,

~ - . j om K Ko e Ky E
{m1>z'l+(kl+ko)x~1+al><l—kox~2=F _ Ve jo )Y jo?
M,X, + (Ko +K5 )X, +@pX; =KX, =0 (ja)m2+{<—2+k—°+a2j‘72—f<—017120

En posantj-c,,rr1l+_‘<_1+05l =7, jwm2+_k_1+a2 =7, '_‘0 — 7,0n obtient
jo jo j
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» L’impédance d’entrée est Z¢

o

» L’impédance de transfert est Z =7,+7,+

my < Ly, mo «—— Lo,
Qa1 R]! Qg ¢ .RQ,

ko = 1/Cy, ki «——1/Cy, kg «—— 1/C5,

A l'aide de I'analogie de Maxwell,

on conclut que:
Z, < impédance(L,) + condensateur(C;) + résistance(R;).
Z, = impédance(Ly) + condensateur(Cy) + résistance(Rs).

Z, = condensateur(Cy).

= wWh—
L ¢ & L
13 o -~
=

PO A . ’ . . . . I,
Dot le circuit électrique équivalent suivant: \Tj




