Chapitre 3 : Systeme linéaire libres amortis a

un degre de liberte.



3.1 Force d’amortissement.
Un systéme soumis a un frottement est dit amorti. Le frottement le plus simple est le
frottement visqueux. Les frottements visqueux sont de la forme
f=-av
Est une Constante positive appelé coefficient de frottement et v est la vitesse du corps en

mouvement. En mécanique, I’amortissement est schématisé par :
a

H:J_

La vitesse v est dans ce cas la vitesse relative des deux bras de 1’amortissement.
3.2 Equation de Lagrange des systéemes amortis

S’il existe un frottement f =—aq , I’équation de Lagrange devient :

d(aL) (oL .
| S | =
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En introduisant la fonction de dissipation D = %aq'z , NOUS pouvons écrire :

.__dD : 1 1 1 1
f =-—ad=—— (En translation D =Zgav?=Zax2. En électricitt D = =Ri? ==Rqg?).
aqg 2 2 2 2
L’¢équation de Lagrange des systémes amortis s’écrit alors (ou g=x, y, z, q, 6...)
dfeL) foL)__a
dt \ oq aq aq
3.3 Equation du mouvement des systemes amortis
L’équation du mouvement des systémes linéaires amortis par f = —aq est de la forme

e On définit ’oscillation amorti comme suit :
G(t)+254(t)+aiq(t)=0
Ou O estun coefficient positif et est appelé facteur d’amortissement. wo est la pulsation propre.
Z)_; =Q est appelé facteur de qualite.
3.4 Résolution de I’équation du mouvement
q(t)+25d(t)+awiq(t)=0
La resolution de cette équation se fait par le changement de variable

q ('[)ZAert =0 ('[)zAt‘ert :>C']'(t ) =Ar%" | I’équation devient alors :



G(t)+250 (t)+amq(t)=0
Ar%e" +25Are" + wlAe" =0

Ae”(r2+25r +a)02):0
r’+26r+aw; =0

On calcule le discriminent A ’et on obtient alors :
A=(28) —4af
A=465% -4
A =4(§2 —a)g)
JA = Ja(62 - ) =2,)(62 - %

Il existe trois types de solutions :

e Casou le systéme est fortement amorti : A>0=J5>w, et Q< 0.5
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La solution de I’équation différentielle s’écrit comme suit :

—20 £2,/6% - o5
q(t)=Ae™ +Ae™ avecr,, = > P _ 516 NS

0)=mel T nel T g g gl

q(0)

Ou A; et A2 sont coefficients a déterminer par les conditions initiales

$0=®

a(t=0)

On dit que le systéme a un mouvement apériodique.
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Figure 3.1 : Mouvement amorti apériodique



e Cas oU ’amortissement est critique : A=0=0 =0, et Q=05

q(1)

q(0) \

La solution de 1’équation est de la forme :
q(t)=(At+A,)e"
_T%0 _
=, =
q(t)=(At+A,)e™

n=r,=r -0

Ou A: et Az sont coefficients a déterminer par les conditions initiales :
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Figure 3.2 : Mouvement amorti critique



e Cas ol ’amortissement est faible : A<0= 06 <@, etQ>0.5

Deux solutions complexes pour 1’équation caractéristique

(=5 ol 0"
[,=—0+j\a&f -5
Le mouvement résultant est q (t) =Age ™™ + A~ soit :

q(t)=Ae cos(awt +¢)

T 227 _ 2% st appelé pseudo période.
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Figure 3.3 : Mouvement oscillatoire amorti

3.5 Décrément logarithmique
Pour évaluer la diminution exponentielle de I’amplitude du mouvement pseudo-périodique,

nous utilisons le logarithme. Le rapport



D=Ln q(t)

q(t+T

t . - N
Ou encore D = 1 Ln & est appelé le décrément logarithmique. En
n

q(t+nT

—ot

utilisant 1’équation( (t ) =Ae™ COS(a)t +(0) ,ontrouve 0 =Ln m =>D=6T
€

v" Il faut signaler que le systéme subit une perte d’énergie totale due au travail des
forces de frottement.
dE, (t)=-ap(t)’ dt =—dW, = AE, +AW, =0
3.5.1 Exemples

a) Soit le systéeme masse-ressort ci-contre. Trouver 1’équation du mouvement d’abord avec le

Lagrangien puis avec PFD.

Solution
* A I’aide du Lagrangien :

Le Lagrangien est :

L=T-U zlmX’Z—EkXZ.
2 2
PPN P
2 2

L’équation de Lagrange s’écrit alors :

dfaLy (oLy_ ab
dt \ oX OX 15)4

1 ., 1 ,
Avec L =T -U :me —Ekx +cte

i:i(lmx'zjzlmi_(x'z):im(Zx')=mx':—(ij:d—(mx):md—(x):mx
oX oX\2 2 oX 2 dt \ ox dt dt

D:lavzzlax'z:a—D_:i_(lax'zJ L a()('2):105(2)('):05)('
2 2 oX oX\2



Alors

.k a
. i X+—X+—X=0
mx +kx =—ax = m m

X +aix +25X =0

%:%:%z%gawzﬁzazﬁ;

Alaide duPFD: Y F=md=mg +T +R +f =m &= —kxi —mgj +Rj —axXi =mxi.
Par projection sur x'Ox: —kx —axX =mx = mxX +kx +ax =0:>X'+£x +%x =0
m m

b) Soit le systéme disque-ressort ci- contre. 6 <« 1. Trouver I’équation du mouvement si
M=1kg, k=2 N/m, R=10cm, r=5cm, a=8Ns/m.

A T’aide du Lagrangien :

T':EC=T[DBmm]=%J92
1

J==MR?
2
T:=3(5MR2j92
22

du, =-Fdi' =-F.dl cos(F, (1),dI (V)

dU, =-F,dl cos(180°)

cos(180°) =-1

dU, =+F.dl =kxdx /F, =kx,dl =dx

Uk=IdUk=XTnadx=kxTme:=k{£?}o =5{X2T“X
0 0 2 2

0
0



k 2
U=U, :E[(X°+X) —O}
U =kE(xo+x)2=k5(x2+2xx0+x§)=k5x2+kxxo+k5x§

U :kEx2+kxx0+kEx§+cte/kEx§:cte
Alors

k2
U =U, =—x°+kxx,+cte

2

Avec

sinQ:%:x =Rsind

U =U, =kzx2+kxx0+cte =kE(Rsin0)2+k (Rsin@)x, +cte

A faible amplitude sin@ = @

U :%R2(92)+(kao)(9)+cte

Equilibre
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:9:0:>kExR2x2(9=0)—(ka0)=—(kao)

6=0

=0=—(kRx,)=0=x,=0

x =0

Alors
k 22
U :ER 0° +cte .

D :locv2 :10:)('2
2 2

X =r0=D =%a(r9)2



a)(a) o
dt \ 09 00 00

Avec L =T -U =U =%GMRZJQZ—%R292+cte
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