Chapitre 1
Statique des Fluides

1. Introduction :
a) Forces pressantes :

Les fluides exercent des forces de contact qui sont des forces pressantes ou
forces de pression. Ces forces s’exercent aussi bien sur les bords du récipient
qu’a I’intérieur méme du fluide

b) Pression en un point du fluide :

Si on isole dans un fluide un volume V fictif délimité par une surface S fermée,
les particules extérieures a V exercent sur une surface élémentaire dS (centrée

sur le point M) de S la force pressante dF normale pour un fluide au repos a dS

dF = —pds = —pds#

-2
[p] = ==—=ML™'T"2; Unité (S.I): Pa

Remarque : dans le cas d’un fluide en mouvement, cette force pressante n’est
plus forcément normale a dS.
La force de pression agit vers I’intérieur du volume délimité par 1I’¢1ément de
surface

c) Autres unites utilisées :

Le bar : Avec : 1 bar = 10° Pa

L’atmosphére (atm) : Avec : (1 atm = 1.013 10° Pa = 1.013 bar)

Le millimétre de mercure (mm Hg) : Avec : (760 mm de Hg = 1 atm)
Le métre de colonne d’eau (m CE) . Avec : (10m de CE =1 bar)




2. Equation fondamentale de ’hydrostatique :
On considére un élément de volume de fluide de forme parallélépipede de

volume dV = dx .dy.dz, dans un repére cartésien :

Le Bilan des forces qui s’appliquent sur cet élément de volume fluide sont:

[P+ ’ia]my

az

Les forces de volume : le poids : dP=dmg = dvg

Les forces de surface : forces de pression : dF = dFx i + dFy j +dFz K

dFz = [p(z) —p(z+ dz)]dxdy

Par un développement limité au premier ordre : P(z +dz ) = p(z) + Z—: dz

Dow: dF, =-2"dxdydz

Par analogie sur les deux autres axes :

oP aP
—a dx.dy.dz=—a .dV

oP
—@dv




op — —_— _—
p +£k YdV = dF = —grad p dV

Onadonc: dP =dm g = pdV jetdF = —VpdV
En vertu du principe fondamental de la dynamique :
dP+ dF = pdVy =pdVG— VpdV = pdVy =pg —Vp=py

Dans ce cas le fluide est au repos : ¥y = 0
Notre équation devient :

pg = Vp

La projection de cette équation vectorielle sur notre repere cartésien nous

donne : Z—Z = — p g (équation différentielle de I’hydrostatique).

C’est [’équation a résoudre pour connaitre la pression en tout point d 'un fluide
au repos.

3. Application aux fluides incompressibles :

Un fluide est dit incompressible si 1’on peut considérer que sa masse volumique
en tout point reste constante.

p: est une constante

En appliquant I’équation différentielle de I’hydrostatique :

dp : .
-, = — P g = cste cequinous donne :

p(z) = fj—’;dzz —[pgdz= —pg [dz= —pgz + Cste
Soit : p(z) + pgz = Cste

On pourra écrire : p;(z1) + pgz; = py(z,) + pgz, = Cste
pr—p2=p9 (22— 7)

Considérons une colonne de fluide d’une hauteur ( zg —za=h)

PA=P ; Ps=Po=Pam (pression atmosphérique)

En appliquant la relation ci-dessus, il vient: p — py = pgh =

P = Pam + Pgh
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Remarques:

1) Eqalité de pression d 'un liguide sur un méme plan horizontal :

air
A B /

Liquide

PaA = Pg = Pam dONC Zo = Zg la surface libre d’un liquide est horizontale

2) L’interface entre deux liguides non miscible est horizontale :

Pa=Pstpigh
Pa=Pstp20h




Comme p; # p, on doit avoir h=0

3) Principe des vases communicants :

e Si le fluide est homogene ( p est le méme partout) alors les niveaux en A

et B sont les mémes.
A U

e Pour un fluide non homogene formé de deux liquides non miscibles de
densités différentes p; et p, ( p2 > p1), les niveaux en A et C sont
différents.

H.E.sch tube e T deu x Hquides

En effet, sur le méme plan horizontal du liquide (p) les pressions sont les
mémes : py = pc = Po (pression atmosphérique).

Ona: pg= ps+ p1ghy
= p1ghy = pgh;
pe = Pct+ p29h;
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Et comme p,>p; = h,<hy, le niveau du liquide dense est plus bas.

4) Pression absolue et pression effective :

Liquide
au repos

Pa =P et pg = Pam (Pression atmospherique)
P = pam + pgh est la pression absolue

p = pgh est la pression effective
(pression mesurée par rapport a la pression atmosphérique)

4. Application aux fluides compressibles : Gaz
p n’est pas une constante
Soit un gaz parfait pV = nRT
_ nRT
P="y

m nM H
- = = avec M : masse molaire du gaz :

n p PRT M . .
SU= g PPE PP = P la masse volumique est fonction de la

pression ( compressibilité )

Ona:p =

En partant de la loi fondamentale de I’hydrostatique

ar_ _ dp _ Mo dp M
- = —p(PIg=>—= rr P9 == — 9 dz

fd?p= _lezw_r gdz = Lnp = —:’—T gz + C (Cste)

, M
p(z) = C exp( ~RT gz)

. ' M ' M
Sien z=2o p=py = py = C exp(—— g29) = C = poexp(z g 2 )

> p(2) = po expif]— = g (z— 2]




5. Poussée d’Archimede : Effort exercée sur un objet totalement immergé :

La force exercee par le fluide sur un objet immergé de volume V délimité par
une surface S fermée s’exprime par :

F = ¢ —piidS

En appliquant la formule d’Ostrogradski qui permet de passer d’une intégrale de
surface fermée a une intégrale de volume telle que :

#—pﬁ dSz—ﬂfV)pdV
S v

On trouvera donc : F=- J’ﬂv VpdVv

Or, I’équation fondamentale de la statique des fluides nous permet d’écrire :
=g =[] pav =] poov

En supposant g constant sur tout le volume :

F =g, v -

C’est une force opposée au poids du fluide déplacé ; ce qui définit justement la
poussee d’Archimede.

1) Poussée d’Archimeéde : Théoréme

Tout corps plongé dans un fluide est soumis de la part de ce fluide a une action
appelée poussée d’ Archimede :

Cette force est :

Appliquée au centre de poussée : centre de gravité de la partie immergée
du corps.
Verticale.
Dirigée vers le haut
D’intensite F = p . Vipmerg 6- 9
p:masse volumique du fluide (kg/m?)
g:intensité de la pesanteur
Vimmerg ¢ * volume immergeé du corps en (m?)
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2) Applications :

a) Exemple d'un solide entiérement immergeé :

Trois solides de densités différentes peuvent subir une poussée d'Archimede

inférieure, égale ou supérieure a leur poids.

Immergeons entiérement un solide de volume V, de masse m et de masse
volumique p dans un fluide de masse volumique p uniforme, puis relachons-le
a partir du repos. Au départ, la vitesse étant nulle, deux forces seulement
agissent sur le solide : son poids Fp (vers le bas) et la poussée d'Archiméde F,
(vers le haut).

C R CF = Fr
Ona: Fp=pVg; E,=psVg =>FA o

Le rapport des masses volumiques est equivalent a celui des densités.

Si la densité du solide est supérieure a celle du fluide, alors Fp > Fa et le
solide coule.

Si la densité du solide est égale a celle du fluide, alors Fr = F4 et le solide
demeure immobile ; il est en équilibre neutre ou indifférent.

Si la densité du solide est inférieure a celle du fluide, alors Fp < Fa et le
solide remonte vers la surface.



http://fr.wikipedia.org/wiki/Masse_volumique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Masse_volumique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Masse_volumique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Densit%C3%A9
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Principio_di_Archimede_spinta_e_peso.png

b) Exemple d'un solide flottant a la surface d'un liquide :

La poussée d'Archiméde equilibre le poids du solide.
En réalité, le point d'application de la poussée d'Archimede devrait se trouver au
centre du volume immergé, donc plus bas que le centre de gravité du solide.

Considérons un solide de volume V et de masse volumique ps flottant a la
surface d'un liquide de masse volumique p; . Si le solide flotte, c'est que son
poids est équilibré par la poussée d'Archiméde: F, = Fp

La poussée d'Archimede étant égale (en grandeur) au poids du volume de liquide
déplacé (équivalent au volume V; immergé), on peut écrire :

pLVig=psVyg

Le volume immergé vaut donc :

_Ps
PL

V, v

Puisque: V; <V = ps < py
6. Applications :

a) Principe de Pascal :

au repos

Pa=ppt+pgh

Sip, varie de Ap , alors pg doit également varier de Ap.



http://fr.wikipedia.org/wiki/Centre_de_gravit%C3%A9
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Principio_di_Archimede_galleggiamento.png

Un liquide étant considéré comme incompressible, toute variation de pression
en un point de ce liquide est transmise a tous les points

Application : vérins et presses hydrauliques : crics.....

Soient un grand piston de section S, et un petit piston de section S;

HB. sch. presse hydraulique., frein,

On exerce une force E’ sur le petit piston (S;), ’augmentation de pression est
Fy F

p1 = 5 , d’ou une surpression en (S) : p, = 5
1 2

\ 4 \ . F F S
D’aprés le théoréme de Pascal : py = pg = S—l = S—2 >F =F 5_2
1 2 1

b) Mesure de la pression:

«» Manometre :

Un manometre est un instrument destine a mesurer la différence de pression.
Entre un gaz contenu dans une enceinte fermé et la pression atmospherique.

Il s’agit donc d’un appareil de mesure relative

- Principe du plus simple des manometres :

F

L



http://fr.wikipedia.org/wiki/Pression

. Le gaz est contenu dans un volume limité. Il présente donc la méme
pression en tout point :

PA=P

« Par contre, le liquide posséde la méme pression le long d'un plan
horizontal :

Pa =P

. L'équation fondamentale de I'nydrostatique appliquée a un fluide
incompressible s'écrit dans notre cas :

Pa — Do = pgh = ps = po+ pgh
Remargues:

. Dans le cas ol pa < pg, le niveau du mercure en B serait au dessous du
niveau A.
Le liquide utilise étant freqguemment le mercure, I'emploi du millimétre de
mercure (mm Hg) comme unité usuelle de pression est assez répandu.
La relation entre pression et hauteur se simplifie :

= h Ap—h
P—Po= P > — =
0 J Py

- Sensibilité de I'appareil :

Elle est définie comme le rapport de la plus petite variation de niveau décelable
associée a la variation de pression correspondante :

Ah Ah 1
S=—ous=—-—-r= —
Ap pgAh  pg
La sensibilité est donc d'autant plus grande que la masse volumique du liquide
manomeétrique sera faible.

«* Les baromeétres

Définition :

Ce sont des appareils permettant la mesure absolue de la pression ; plus
particulierement la mesure de la pression atmosphérique.




Principe :
Il est fondé sur I'expérience de Torricelli qui consiste a retourner sur une cuve a
mercure un tube rempli de mercure. La longueur du tube doit dépasser 760 mm.

Il apparait alors au sommet du tube retourné un espace vide appelé "chambre
barométrique™.

*

K B sch Tomicelk

En A, on a la pression atmosphérique P.

P — Pc = Pug 9h = pa= po
Pour une pression atmospherique de 1013 mbar, on aura

Po 1.013 10°

h= 5™ Taei0mos ~ 0-760m =760 mm de mercure (Hg).

7. Forces de pression : Poussée sur une paroi verticale plane :

a) Calcul de la poussée F exercée par le liguide seul sans tenir compte de la
pression atmosphérique :

H  Liquide
(p)




ﬁzpﬁz png avec dS =dy dz
Et S = L .H (surface de contact paroi — liquide)

DoncdF = pgz dydz

y%
F = ffpgzdydz=pgf j
y= z

F = %ngH2= %p.g.S.H

b) Centre de poussee :

I1 s’agit du point d’application C de la poussée résultante F, qui se trouve par
symétrie sur I’axe Oz.

(0] (& 0
liquide
»)

\

B —
\

» dF
>
A
Ll

\
—

A

>

X
.
—

| J

Z Z

Soit A un axe fictif autour duquel la paroi pouvait tourner si elle n’était soumise
qu’aux forces de poussée
On rappelle que le moment d’une force par rapport a un axe A est :

r(F’m):r(jﬁ)/A)

r (F/A) = moment d’une force par rapport a un axe A
= F . (distance entre A et la droite d’action de F )

- 1
r(F/A)= 0C.F=o0C. EngH2

D’une autre maniére on a :

r(fa?)/A)=0W’Aﬁ=z.dF

Donc I' (F /A) = [[ z. pgzdydz—pgf Ld fZH2 dz
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— 1
r(F/a) = §ngH3
En comparant les deux équations, on en deduit :

OC—2 H
=3

La résultante des forces de pression exercées par un liquide sur une surface :
F=F;+F,

Fy composante horizontale de F. Son module |Fj |est égal & la force
qu’exercerait le liquide sur la projection verticale de la surface et s’applique au
centre de poussée de la surface projetee.

F—V’ composante verticale de F . Son module |I3V |est égal au poids du liquide au

dessus de la surface.

F = /F§+F§




Exercices d’application:

Exercice n° 1:

Le liquide 1 est moins dense que le liquide 2: p, =998 kg.m™ ; et p, =1022 kg.m

1) La pression p au-dessus des liquide est la méme. Etablir une relation entre h; et h; .

2) On augmente la pression au-dessus du liquide 1 de p = 10Pa. Sachant que la surface des
grands récipients est S =100cm? et celle du tube en U les reliant s = 1cm?.

Exprimez les nouvelles hauteurs des liquides h'; , et h', : en fonction de hy , h,, du
déplacement des surfaces libres et de celui de la surface de séparation des deux hquides.
Calculez ce dernier.

3) Si on peut apprécier un déplacement de la surface de séparation de 1 mm. quelle est la
sensibilité de ce manometre ?

Solution :
1) Soient les deux points A et B situés sur le méme plan horizontal :
Pa = PB

Pa=Po+ p1gh
=>p9h=py9h po étant la pression atmosphérique

P =Po+ P29 hy
2)

AH étant la différence de hauteur dans le récipient
Ah étant la différence de hauteur dans le tube

Ona:h;=h + Ah— AH et hy,=h,+ Ah+ AH

La conservation du volume déplacé : AH .S = Ah.s = AH = As—h.s

Les deux équations précédentes deviennent :

, Ah
hy=hi+ Ah— —.s




, Ah
By = hy + Aht —.s

De la méme maniére :

Pa=po+ Ap+prgh
> pghi+Ap=p,gh, Ap étant la pression ajoutée

Pe=po+ P29 hy
Pot+ Ap+p1ghy=po+ p2gh;
En remplacant h, et h, par leurs valeurs respectives On trouvera :

Ap

N ) ma-3)

AN. Ah=2.26cm

3) Pour Ah=1mm = Ap = 0.44 Pa

Exercice n® 2 :

Le réservoir de la figure posséde deux piézométres A et B contenant deux liquides non
miscibles Trouver

- La hauteur de la surface liquide dans le piézométre A.

- La hauteur du la surface liquide dans te piézometre B.

- La pression totale dans le fond du réservoir

Solution :
1) Le liquide A s élévera dans le piézométre A a [a méme hauteur que le liquide A dans
le réservoir (h=2m)
2) Le liquide B s élévera dans le piézométre B a la hauteur de hg = 0.3 m, plus une
hauteur additionnelle h’g due a la pression pa exercée par le liquide A.

Calculons cette pression pa:

Pa = pag hy =12007 Pa  avec hy=17m

La hauteur h’g est donc : hl} = pp—Ag =0.519m
B

Enfin le liquide B s ’élevera dans le piézometre B a la hauteur :
hy = hg+ hg =03 m+0.519m = 0.819m

3) La pression totale au fond du réservoir est :
Pr = pa g ha + pp g hg = 18950 Pa
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Exercicen® 3 :

Lors d'un prélévement on introduit un tube cylindrique dans un récipient de maniére a ce que
la moitié de la longueur (L/2) soit remplie par le liquide a prélever (1). L'extrémité supérieure
du tube est alors fermée par un doigt et le tube est tiré (2), Une partie du liquide s’ écoule
hors du tube, On admet que [’air se comporte comme un gaz parfait (PV = Cste).

On appellera p la masse volumique du liquide, zR? = A la section droite du tube, et P la
pression atmosphérique, On néglige la variation de la pression atmosphérique avec L

1) Exprimer la pression P de I'air dans le tube en fonction de

a)dePy,Leth

b) de Py, peth.

2) Exprimer h en fonction de la longueur du tube L et d'une nouvelle variable H = Po. ou p
9

est la masse volumique du liquide et g I'accélération terrestre.

3) Calculer h pour p=png =13.6 g.cm™ et pour p =pea, =1g.cm™..

On prendra g = 10ms™ et Py = 10° pascals, L=20cm.




Solution :

1)

Supposons que [’air se comporte comme un gaz parfait :
pV =nRT = Cste

AL e L
a) po —=n RT (tube a l’intérieur du récipient)

L
> P=hgmn
b)pA(L—h)=nRT (tube a [’extérieur du récipient)

Tube a [’extérieur du récipient, appliquons [’équation de I’hydrostatique :

L
Po=pPgh+p =p=py—pgh =p—pPgh=po355;

2) Comme 5—(; = po = p g H, on remplace po par cette valeur dans [’équation

L
pgH —pgh=pgH ;=5

Finalement on obtient I’équation suivante :
2h?— 2(H+L)h+HL=0

(L+H)+VIZ+H?Z
2
3)Une des deux solutions est valable, on trouvera donc :

Pour le mercure : hy, = 8.7 cm

Pour l’eau : h,y,, = 10 cm

Les solutions de cette équation sont :h =

Exercice 4 :

La figure ci-dessous représente un cric hydraulique formé de deux pistons (1) et (2) de
section circulaire. Sous [’effet d’une action sur le levier, le piston (1) agit au point (A), par
une force de pression Fyun sur [’huile. L’ huile agit, au point (B) sur le piston (2) par une
force F h/p2-

On donne :

- les diamétres de chacun des pistons : D; = 10 mm; D, = 100 mm.

- lintensité de la force de pression en A : Fpyn= 150 N.

piston 1 pistan 2

1) Déterminer la pression P de [’huile au point A
2) Quelle est la pression Pg au point B ?
3) En déduire l'intensité de la force de pression F nyp2 ; Que peut-on conclure ?




Solution :

1) Pression Pa de [’huile au point A:

4Fpy 4150
= e AN p, = 2BO
Pa w.D 32 Pa= Too1?

2) En appliquant la relation fondamentale de I’hydrostatique (RFH) entre les points A et B:
Pa— Pp=pPYg (ZA - ZB) Or Zy = Zp donc Pa = P = 19105 Pa
3) Force de pressionen B :

Fy/py = Pg. ”f% AN: Fy/py = 19.105.”"112 = 14922.56 N

Conclusion:

On constate que la force Fyn = 150 N est relativement faible par rapport a

Fh/p2:14922,56 N.

Avec ce systéme nous avons atteint un rapport de réduction de force presque 100. Ce rapport
correspond au rapport des diamétres des cylindres. On utilise souvent le méme principe de
réduction d’effort dans plusieurs applications hydrauliques (exemple: presse hydraulique).

Exercice 5 :

On considére une plate-forme composée d’une plaque plane et de trois poutres cylindriques
en bois qui flottent a la surface de la mer.

Plaque

N Vis

On donne:

- les dimensions d’une poutre: diametre d= 0,5 m et longueur L= 4 m.
- la masse volumique du bois : p pois =700 Kg /m?®,

- la masse volumique de [’eau de mer: p mer = 1027 kg /m2,

- la masse de la plaque M, = 350 kg.

- laccélération de la pesanteur g=9,81 m.s™.
1) Calculer le poids total Py de la plate-forme.

2) Ecrire I’équation d’équilibre de la plate-forme.

3) En déduire la fraction F(%) du volume immergé des poutres.

4) Déterminer la masse M. maximale qu’on peut placer sur la plate-forme sans ['immerger
complétement.




Solution :

1) Poids total de la plate-forme :
DZ
PO = (Mp + 3Mb)g = (Mp + 3'pboi5'_L) .g

T
5 4
AN: (350 + 3.700.”";'5 .4) .9.81= 1961349 N

2) Equation d’équilibre : Po= Poussée d’Archiméde.

3) Parch= poids du volume d’eau déplacé

Py

PArch = 3-peau-Vimmerg &9 = PO = Vimmerg 6= 3
Peau -9

La fraction du volume immergé : F% = Limmerg € 100 = b .100

poutre 3.peau -9-Vpoutre
19613,49
m0.5
2 4

AN :

: .100 = 82,62 %
3.1027.9,81.

4) Poutre complétement immergée : F(%)=100 % c'est-a-dire V immerge=V poutre

PO +Mcg _
3'peau'g

) 1
poutre O obtient : Mc = E (3-peau -9- Vpoutre - PO)

70.52

AN: M, = "

(3.1027.9.81. 4 — 19613,49) = 420,47 Kg

1
9.81
Exercice 6 :

On considére un cylindre (1) en acier, de rayon R et de hauteur H. Ce cylindre est suspendu
par un fil (3) a l'intérieur d’un récipient contenant de [’huile (2).
1) Déterminer a I’équilibre [’expression de la tension T du fil en utilisant la Relation
Fondamentale de la Dynamique.
2) Retrouver la méme expression en appliquant le théoréme d’Archiméde.
3) Application numérique :
R=0,1 m et H=0,2 m ; g=9,81 m/s?; la masse volumique de I'huile pnyite = 824 kg/m?;
la masse volumique de [’acier pacier =7800 kg/ me.




Solution :
1) A [’équilibre : En appliquant la relation fondamentale de la dynamique.

T+ P+F,+ Fp+ ZﬁL=6

> ﬁL Forces de pression sur la surface latérale

La projection de cette équation vectorielle sur [’axe z nous donne
T—-mg—P,.S+ Pg.5=0

P, : Pression en A et Py : Pression en B
Avec Pg — Py = ppyie gH = T = mg _(PB - PA)S= Pacier S H 9 — Pruie 9 H S
=T = (pacier — PHuile )Sg H = (pacier - pHuile) T Rz g H.

2) A l’équilibre : en appliquant le théoréme d’Archimeéde :

P ——

T+ﬁ+FAR= 6

m etant la force ou la poussée d’Archimede
La projection de cette équation différentielle selon I’axe z nous donne :

T—mg+FAR= 0

Far = Pruite Vimm 9 = Prute TR*H g avec Vi, = mR*H

Ona: T=mg— Fyp
= T = Pacier V.9~ Priuite TR*H G =T = pacier TR*H g — pruite TR°H g
Donc T = (Pacier = PHuite) TR* g H

AN:T =4295N




