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                         TD  2    SYSTEMES A UN DEGRE DE LIBERTE 

 
Exercice 1 

On considère un système  masses–ressorts (m, k) tel que représenté figure1,. Le système écarté de sa position 

d’équilibre stable et relâché. On note x1 et x2  les déplacements des masses  relatives à la  position statique selon la 

direction x. soit  m1=9 t  m2=1t  k1=24  KN/m  k2=3 KN /m: 

         Questions : 

-  Ecrire les équations du mouvement libre des deux masses. 

- Ecrire l’équation matricielle du mouvement 

- Calculer les pulsations de chacun des deux modes propres. 

- Calculer les fréquences, périodes et vecteurs  propres du système . 

 
 

SOLUTION  

Equations du mouvement libre des deux masses  

En sommant les forces  qui s'exercent sur chaque masse , on obtient les equations suivantes: 

 

𝑚1𝑥̈1 =  −𝑘1 𝑥1 +  𝑘2 (𝑥2 − 𝑥1) 

𝑚2𝑥̈2 =  − 𝑘2 (𝑥2 − 𝑥1) 

Donc, les deux équations différentielles du second ordre couplées sont: 

𝑚1𝑥̈1 + ( 𝑘1 + 𝑘2)𝑥1 −  𝑘2𝑥2 = 0 

𝑚2𝑥̈2 +  𝑘2 𝑥2 − 𝑘2 𝑥1 = 0 

 

Equation matricielle du mouvement  

la matrice des masses  𝑀 = [
𝑚1 0
0 𝑚2

]       ,   la matrice des raideurs   𝐾 = [
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2
]  

donc, le système d'équations qui décrit le systéme à deux degrés de liberti peut s'écriri sous forme matricielle :  

𝑀𝑥̈ +   𝐾 𝑥 = 0 
Calcule les pulsations de chacun des deux modes propres.      (k-Mw2) .D=0 

La solution non trivial correspond au cas où la matrice    (k-Mw2)  est singulière (son déterminat est nul et elle n'a pas  

d'inverse). 

det  (k-Mw2)  =0     ,permet de determiner les polsations w2 

𝑑𝑒𝑡 = [
−𝜔2𝑚1+𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 −𝜔2𝑚2 + 𝑘2
] = 𝑚1𝑚2𝜔4 − (𝑚1𝑘2 + 𝑚2𝑘1 + 𝑚2𝑘2)𝜔2+ 𝑘1𝑘2 = 0    

m1=9t  m2=1t  k1=24t/m  k2=3t/m: 

𝜔4 − 6𝜔2 + 8 = 0 

On resoudere l'équation  précidente  on obtient les solutions suivantes : 

𝜔1
2 =2 rad/s2    ⇒    𝜔1  =1.41 rad/s2   ⇒   𝑇1 =

2𝜋

𝜔1
= 4.45 𝑠   , 𝑓1 = 0.22 𝐻𝑧       

𝜔2
2 =4 rad/s2    ⇒    𝜔2  =2 rad/s2   ⇒   𝑇1 =

2𝜋

𝜔2
= 3.14 𝑠   , 𝑓1 = 0.31 𝐻𝑧       

Premier vecteur x1  
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[
+𝑘1 + 𝑘2 − 𝜔1

2𝑚1 −𝑘2

−𝑘2 +𝑘2 − 𝜔1
2𝑚2

]  {
𝑥11

𝑥12
} = [

0
0

]  

[
27 − 9 ∗ 2 −3

−3 3 − 1 ∗ 2
] {

𝑥11

𝑥12
} = [

0
0

]                ⇒     𝑋1 = {
1/3

1
} 

Deuxiemme  vecteur x1  

[
+𝑘1 + 𝑘2 − 𝜔2

2𝑚1 −𝑘2

−𝑘2 +𝑘2 − 𝜔2
2𝑚2

]  {
𝑥11

𝑥12
} = [

0
0

]  

[
27 − 9 ∗ 4 −3

−3 3 − 1 ∗ 4
] {

𝑥11

𝑥12
} = [

0
0

]         ⇒    𝑋2 = {
−1/3

1
} 

 

 

 

2.Application  
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    m 1     x ¨ 1 =   −   k 1     x 1 +     k 2    (   x 2 −   x 1 )


    m 2     x ¨ 2 =   −     k 2    (   x 2 −   x 1 )


    m 2     x ¨ 2 =   −     k 2    (   x 2 −   x 1 )


    m 1     x ¨ 1 +  (     k 1 +   k 2 )   x 1 −     k 2   x 2 = 0


    m 2     x ¨ 2 +       k 2     x 2 −   k 2     x 1 = 0


    m 2     x ¨ 2 +       k 2     x 2 −   k 2     x 1 = 0


  M =  [      m 1  0   0    m 2 ]


  K =  [      k 1 +   k 2    − k 2     − k 2    k 2 ]


  M     x ¨  +     K   x = 0


  d e t =  [    −   𝜔 2   m 1   + k 1 +   k 2    − k 2     − k 2  −   𝜔 2   m 2 +   k 2 ] =   m 1   m 2   𝜔  4   −  (   m 1   k 2 +   m 2   k 1 +   m 2   k 2 )   𝜔 2  +    k 1   k 2 = 0


    𝜔  4   − 6   𝜔 2 + 8 = 0


    𝜔 1 2


     ⇒     


    𝜔 1 


     ⇒      T 1 =   2 𝜋    𝜔 1  = 4 . 45   s       ,   f 1 = 0 . 22   H z  


    𝜔 2 2


     ⇒     


    𝜔 2 


     ⇒      T 1 =   2 𝜋    𝜔 2  = 3 . 14   s       ,   f 1 = 0 . 31   H z  


   [      + k 1 +   k 2 −   𝜔 1 2   m 1    − k 2     − k 2  +   k 2 −   𝜔 1 2   m 2 ]    {      x 11     x 12 } =  [    0   0 ]  


   [    27 − 9 ∗ 2  − 3   − 3  3 − 1 ∗ 2 ]    {      x 11     x 12 } =  [    0   0 ]                                  ⇒          X 1 =  {    1 / 3   1 }


   [    27 − 9 ∗ 2  − 3   − 3  3 − 1 ∗ 2 ]    {      x 11     x 12 } =  [    0   0 ]                                  ⇒          X 1 =  {    1 / 3   1 }


   [      + k 1 +   k 2 −   𝜔 2 2   m 1    − k 2     − k 2  +   k 2 −   𝜔 2 2   m 2 ]    {      x 11     x 12 } =  [    0   0 ]  


   [    27 − 9 ∗ 4  − 3   − 3  3 − 1 ∗ 4 ]    {      x 11     x 12 } =  [    0   0 ]                    ⇒        X 2 =  {    − 1 / 3   1 }


   [    27 − 9 ∗ 4  − 3   − 3  3 − 1 ∗ 4 ]    {      x 11     x 12 } =  [    0   0 ]                    ⇒        X 2 =  {    − 1 / 3   1 }

