Chapitre 2

DEFORMEES DES POUTRES



2.1. Généralités

2.1.1. But de I’étude

Lorsque les structures recoivent des charges, elles se déforment. Il est nécessaire de limiter
leurs déplacements pour des raisons d’exploitation des constructions. En effet, un changement
de position trop important peut engendrer, entre autre, des contrepentes, des fissurations dans
certains éléments (cloisons), des vibrations sous les charges variables telles que levent. . .

Le présent chapitre a donc pour but de quantifier les déeformeées des structures.

2.1.2. Rappels mathématiques

Dans cette partie de cours, nous aurons besoins de maitriser les intégrales. Les fonctions
étudiées sont généralement assimilées a des polynémes. L’intégration d’une fonction
polynomiale du type x" est :

2.1.3. Définitions

a. Déformee

La déformée d’une structure correspond a I’allure de celle-ci lorsqu’elle recoit un chargement.
Elle est intimement liée aux actions qu’elle subit (si I’intensité, le type de chargement...
change, la déformée changera).

Remarque

Il est trés important de ne pas confondre ‘’déformée’’et ‘’déformations’’. En effet, la
déformation est un allongement parunité de longueur, alors qu’une déformée est la
combinaison entre une translation [m] et une rotation [rad].

b. Fleche

Lorsqu’une structure est soumise a un moment de flexion, on observe la translation des
sections droites perpendiculairement & la ligne moyenne de la poutre. Cette translation
s’appelle “’fleche’’.
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c. Rotation
Certaines sections subissent une rotation. Cette rotation est naturellement la méme que celle
de la ligne moyenne:

y @ : rotation de (S), rotation de la
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d. Rayon de courbure

Considérons deux sections (S+) et (S-) infiniment proches. Une fois la structure déformée, les
axes de ces sections se croisent a une distance p de la ligne moyenne. Cette distance s’appelle
“’rayon de courbure’’.
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2.2. Hypotheses

De nombreuses hypothéses doivent étre posees:

- les structures sont composées de poutres (c.f. théorie des poutres);

- les charges sont appliquées de maniér et res lente et progressive;

- les déplacements et rotations sont petits;

- la structure reste dans le domaine élastique;

- les appuis et liaisons internes sont parfaits;

- nous négligerons les effets dus a I’effort normal et & 1’effort tranchant;

- nous nous limiterons a 1’étude des poutres homogenes (un seul matériau).



2.3. Notations

Nous poserons:

- la longueur d’un trongon infiniment petit de la poutre dx;

- I’équation de la rotation en fonction de I’abscisse de la section w(x);

- I’équation de la fleche f(x);

- le rayon de courbure p(x);

- larigidité de la poutre Elgz (X) (si celle-ci est variable) et Elgz (si elle est constante);

2.4. Etude de la déformée

2.4.1. Relation entre la fleche et la rotation

Prenons un trongon dx infiniment petit de la poutre :

La variation de la fleche vaut df

La déformée de cet elément peut étre assimilée a un segment droit :
Nous démontrons donc que :

df

tan(o(x)) = - ~o(x)
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o(x)=f"(x)
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Remarque
La rotation o peut étre assimilée a sa tangente car elle est infiniment petite.

2.4.2. Relation entre la rotation et le rayon de courbure

Soient deux sections infiniment proches dont la variation d’abscisse vaut dx.
La variation de la rotation de la section en x a la section en x+dx vaut do.
On démontre donc que :

tan(dw) = ax ~ dw
Y2,

donc p = ax
do
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Remarque
La rotation dmopeut étre assimilée a sa tangente car elle est infiniment faible.

2.4.3. Relation entre le moment et le rayon de courbure

Soit un trongon dx infiniment petit de la poutre:

Considérons une fibre & ’ordonée y.

Sous laction du moment de flexion, cette fibre de longueur initiale dx s’allonge d’une valeur
de Adx.
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Remarque
Dans le schéma de droite, la valeur de Adx est négative.

Nous savons que :

Adx _

——=¢_ (c.f contraintes).
dx

Adx

Adv_, o, (») :_ixMz(x)y
dx E  E I,(x)

Dans le schéma de droite :

dc  dx+Ad
tan(da)):—l: T Ad
p p=y
p—y dx+Adx 1) +Ailx
p dx p dx
Donc:
Adx __y
dx p
Au final :
Adx ) M (>
)y ‘h)y

A p  El,(x)

2.4.4. Relation entre la fleche et le moment
En combinant les différentes relations démontrées :
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2.4.5. Conditions limites

En intégrant deux fois I’expression M. (x)
ET,, (x)

Afin de déterminer leurs valeurs, il est nécessaire de connaitre la fleche ou la rotation en

certains points particuliers.

Remarque :

Le nombre de constantes d’intégration est égal a 2 x le nombre de trongons.

, des constantes d’intégration apparaissent.

a) Conditions aux appuis : Nous savons que les appuis bloguent des mouvements :

Appui — liaison externe

encastrement arficulation appui simple
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Nous allons donc appliquer les équations au niveau des appuis et ainsi déterminer certaines
constantes d’intégration.

b) Conditions de continuité:

Le reste des constantes d’intégration peut étre résolu a I’aide des conditions de continuité.

En effet, lorsque I’équation du moment change, 2 nouvelles constantes d’intégration
apparaissent. On regardera ainsi s’il ya continuité de la fleche et de la rotation au droit de ce
changementd’équation:

a

Liaison interne
encastrement reldchement

A Y

— |

) = 0 - continuité de la rotation

relative

— 0 - continuité . Jrerarne = 0 - continuité de la fleche
_]F,,dm.1_,g = U - continuité de la fleche

Exemple:
Soit la poutre suivante a rigidité constante : lp

a) Nature (décomposition minimale)
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b) Inconnues de liaison
Y F=0=¥,
Z F=0=Y-P
¥ F:
ZMA..-: =0=-PL+M,

¥
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c) Sollicitation

N (x)=0
J(1)=-P
M, (x)=-P(L-x)=-PL+Px

d) Déformée
d.1) Allure de la déformée

d.2) Intégrations

M. (x)=-P(L-x)=-PL+Px

M (. —PL+Px |
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d.3) Conditions limites
e Conditions a I’appui A
Encastrementen x =0
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d.4) Constantes d’intégration

P

—X

2

f(0)=0—>EI_f(0) :0:503—%0%1%\3 =0
B

©(0)=0-El,0(0)=0=+=—x0"—PLx0+4—> 4=0

d.5) Equations

®(x)= 1 (sz —PLI)

El..\ 2
f(x)= ! [EA‘S——PL,\‘ZJ
: Ei_.\ 6 2

d.6) Fleche maximale

e Rotation nulle

) P R
@(x):E;GZ[f.\-pr\-j:o > Elgy0(x) = 0=2x" - PLy

P,\’[IJ’L } =0

2 ,

Solutions : x =0, x = 2L

Nous ne pouvons retenir que x = 0, ce qui donne

‘ EI\ 6 2

e Extrémité de trongon

S(o)= ! [503—20"’):0
El_\ 6 2

3
f=—1 [P}?—PLE]:— P

El_\ 6 2 3E],,

On en cocle que pour cette poutre
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2.5. Théorie du potentiel interne (methodes énergetiques)

2.5.1. Hypotheses

Lorsque des forces sont appliquées a une structure, elles effectuent un travail pour :
- déformer lastructure,

- produire de I'énergie cinétique,

- vaincre les résistances de frottement (dissipation en chaleur).



Nous nous placerons dans des conditions telles que I'énergie cinétique et celle dissipée en
chaleur soient nulles. Il faut pour cela supposer :

1°- que le sforces sont appliquées "statiquement"”, c'est-a-dire sans produire d'accélération,

2°- que les frottements aux liaisons sont négligeables,

3°- que les frottements internes sont aussi négligeables, c'est-a-dire que le systéme est
parfaitement élastique.

Nous supposerons en outre :

4° -que les déplacements sont petits et sans effet sur les forces extérieures,

5°-que le passage de I'état initial a I'état final de déformation est réversible (nous pourrons
ainsi appliquer la loi de Hooke).

6°-qu'il ne se produit aucune variation de température.

Soit une structure constituée d'une nsemble de poutres. Pour amener cette structure, par
application d'un systeme de forces extérieures, d'un état initial naturel a un état final
caractérisé par untenseur contrainte et un tenseur dé formation, il faut dépenser untravail W.
Si le passage de I'état initial a I'état final se fait de facon réversible, le travail ne dépend que de
I'état final (principe de thermodynamique). Ce travail est par définition le potentiel interne de
lastructure. C'est I'énergie potentielle emmagasinée par la structure pendant la déformation.

2.5.2. Rappels

a. Travail d'une force constante

W =F * déplacement projeté sur sa direction. Unité : Nm (comme un moment)
b. Travail d'une force qui varie de O a F pour un déplacement I:

Force

/'/‘ g ! :i' A r
0% A déplacement

l

Calculons le travail pour un accroissement dF a partir d'une valeur intermédiaire F;: le
déplacement est dx et le travail dW = F;dX, il se mesure par l'aire hachurée.
Calculons le travail total de O a F : W =% FI : mesure de l'aire du triangle OAB.




état initial

état final

Déformation élastique
de la poutre

Théoréme de Travail des forces
I‘énergie cinétique > extérieues Weyt

Travail des forces
intérieues Wint

Energie de déformation : Wy = -W; =Wyt

2.5.3. Expression du potentiel interne en fonction de sollicitations internes
On peut donc calculer le potentiel interne d'une poutre en déterminant les déplacements par
les équations de Bresse. On peut procéder plus simplement dans le cas d'une poutre droite.

a. Effort normal N(x)

w=1/,Nna¢

dxt A(dx)

Considérons un trongon dx : E N

T
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dw =1/, N Ad(x)
Ad(x) = N 9%/pc (laloi de Hooke)

dw = 1/2 N2 dx/ES

2
et pour la poutre entiere : Wy = 1/2 f(; N—Nde
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b. Moment de flexion M(x) A

/ A
/14 do =M/Elds
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On a de méme pour un troncon dx :
aw =1/, M dw

dw/dx = M/EI

dw =1/, M? dx/EI

et pour la poutre entiere

MZ

c. Effort tranchant T(x)
dw =1/,T A dx

avec: A =T/GS,

aw =1/,12dx/GS,

et pour la poutre entiére

2
wy =1/, [ L dx Cdx
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d. Moment de Torsion Mt
L'énergie emmagasinée dans le trongon dx se calcule comme le travail effectué par Mt lors du

déplacement d g, :

dx

)i M?
AW == M,dp, =
2 2GI,

et pour I'ensemble de la poutre

1y M
Wy = /Zfl o dx

q: coefficient de torsion est une constante dépendant de la forme et des dimensions de la

section (g~40Il 2/A4). Ce facteur vaut 1 pour la section circulaire et est supérieur a 1 pour les

p
autres cas.



d. Cas général
Si toutes ces actions sont appliquées ensemble on obtient :

¢ N* M?* T* M?
+

= ij( : + -+ — —).dx
29 ES EI GS, Gli,

N, M et T sont en genéral des fonctions de Xx.

Remarque
Dans le cas d'une poutre en flexion simple on néglige en général les déformations dues a T, on
adonc :

t M?
w=1/ 2 Jo g dx
2.5.4. Théoreme de Castigliano
a. Premiére forme du théoréme
Théoréme : Dans un systéme élastique a appuis indéformables, la dérivée de I'énergie de
déformation par rapport a I'une des forces agissant sur le systéme est égale a la projection sur
la direction de cette force du déplacement élastique de son point d'application.

A B C
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0 \‘ K — 6_Fl = 6i
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b. Deuxiéme forme du théoréme
Théoréme

La dérivée de I'énergie de déformation, exprimée en fonction des déplacements des points sur
les quels agissent des forces extérieures, par rapport a un de ces déplacements, est égale a la
force correspondante, calculée suivant la direction du déplacement.
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c. Applications
c.1. Calcul de fleche sous charge concentree

Remarque - -
pour calculer v= %" avec -1 J M
oP 2
Il est en genéral plus facile de calculer o _ jM ‘SM_ﬁ
SP oP EI
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Compte tenu de la symétrie, calculons :

W= j M~ o et v, =2 j M "ﬁu ax
) ET ) SP EI

avec El constant, M =Px/2 et SM/SP = x/2 onobtient:

P
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c.2. Calcul de fleche sous charge répartie
On peut aussi calculer le déplacement d'un point ou n'agit aucune force en appliquant une

force fictive @. On calcule I'énergie potentielle avec cette force, puis sa dérivée partielle et

onf aittendre @ vers 0. Cette méthode est pratique pour calculer les fleches sous charges
réparties:

D
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Ve = on et = j M dx en utilisant la symétrie
oQ o ET

M(x) = Ryx —qx%/2 et R,=0/2+ql?/2

M x 2 Yy oM :
30 = 2 et vC—Elfo M&Ddx on obtient :
5ql*
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2.5.5. Théoréeme de Ménabréa
a. Théoreme

La dérivée partielle de I’énergiec de déformation par rapport a chacune des inconnues
surabondantes est nulle, a condition que les points d’application des forces ne bougent pas

(Ui=0) ou que les sections ne tournent pas (6; = 0).

ow
d — 0
OR;
Structure hyperstatique W, = f(Ri)
d’inconnues surabondantes R; :l':
oWy
=0
OR;
Il'y a autant d'équations que d'inconnues hyperstatiques.
Hyperstatique Isostatique associé Inconnue | conditionciné- | Ménabréa
hyperstatique matique
ElA C@ C 0= 0 AL
i' Raad aC
A "‘ F uy= 0 AL
&= £l aF
N N N + _ - aw
“ > uA = Uy -aﬁ =0
b. Application
Poutre encastrée-appuyée
Calculons Rpavec Ménabréa : % =)
oR, y \RA : N\NRB
M(x) = Ryx_qx%/2, %:x 4 \/MB
3R, I
SWwo1 ¢ SM | A 1 B
=— | M —dx=0 -
OR, EI- OR,
On obtient :
3ql
R,=1




