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Chapitre 3 : Vibration des structures a une dimension

3.1 Généralité

@ Vibrations transverses des cordes

@ Vibrations longitudinales des poutres
@ Vibrations de torsion des arbres

@ Vibrations de flexion des poutres
Les systemes simples sont étudiés pour les raisons suivantes :

@ lIs modélisent simplement le comportement de nombreuses structures
@ lIs permettent de comprendre les structures plus complexes

@ lls sont les constituants élémentaires des structures en éléments finis

3.2 Equations du mouvement

Limites de |I'étude

Géometrie : Matériau :
@ Poutre rectilignes, e Homogene,
@ Longueur finie L e Linéaire isotrope
@ Section constante § < L e Non dissipatif

Deux types d'équation différentielle du mouvement

@ Vibrations longitudinales
@ Vibrations de Torsion

@ Vibrations des Cordes e Vibrations de flexion

1 méme équation d’ordre 2 : Equation d'ardre 4

I'Equation de d’Alembert 9'f(x,t) 1 &f(x,t) = g(x,t)

ax* ¢t ot? ’

& f(x, t) B l@zf(x, t) B

LT
dx2 ¢ Ot g(x 1)
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3.3 Vibrations longitudinales
Dimensions — Parameétres - Hypothéses

| uixt)
| |
X dx

[

Hypotheéses
Poutre droite : Longueur L(>> e, /), Section constante S
Matériau isotrope : p, E, v, non dissipatif
Distribution de forces f(x, t)
—»Petites perturbations (gravité non prise en compte)
e Grandeur étudiée : déplacement longitudinal local u(x, t)
Méthodes pour écrire et résoudre les équations du mouvement :
@ Méthode locale avec le Principe fondamental de la dynamiq
(PFD) : adaptée aux structures simples.
e Méthode énergétique ou variationnelle :
Théoreme de Hamilton + variations énergétiques
Inclue les conditions aux limites
Adaptée aux structures complexes.

Equation du mouvement — Equilibre local

On écrit I'équilibre dynamique d'une section de longueur dx :

u @ Masse : pSdx
pSdx——
ot @ Déplacement : u(x,t)
dF
F < o(x t}] F+ a_xdx @ Accélération : %‘;
e Force a gauche : —F
J L e Force a droite : F + %dx
dx e Force extérieure f(x,t)
On a donc ,
dcu JoF
dx— = —F+ F+ —d f(x,t)d
T +F 4 g dxt fx t)dx
5)2 & F
psax 2 = e+ I et F(x, t)x
ot? Ox
0u bl
& pSgk— = —di+ f(x.t
p ’dffjrti' f}x’d% (x, t)ds
d?u dF
S psS5— = — +f(x,t
P> or ax T xt)
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Pu
;:dem
F <« —» F+ 9dx
u(x.t)
—I de
S('Jzu _ OF 4 fxt

PooE = ax T
Traction/Compression pure :
du
F=05=EeS5=ES5—
dx

d?u 0 du

.058? = ()—X(ES(,)—X) + f(x,t)
Comme E et S constants
Pu Pu 1
— = F— 4+ =f(x,t
roe = Ega T30
Onnoter:2=%¢>c= %
Finalement :
{92“ 26‘2.'_1' 1
— - — = —f(x.t
oz~ ox2 — 55 01

Célérité des ondes longitudinales

@ [c]=m/s

@ c = célérité du son ou vitesse des ondes longitudinales.

@ Ordres de grandeur :

E  [2100 ,
Cacier = \/; = 8TU3 =0.5.10" = 500{]me

Autres valeurs

Matériau | c (m/s) | Matériau c (m/s)

PVC mou 80 Glace 3200

Sable sec 10-300 Hétre 3300
Béton 3100 Aluminium 5035 Rappel : vitesse du son
Plomb 1200 Verre 5300

PVC dur 1700 Acier 5600-5900
Granit 6200 Péridotite * 7700
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3.4 Vibrations longitudinales libre
Solution libre

Solution de I'équation libre lorsque f(t,x) = 0 (aucune distribution de force avec systéme hors équilibre)

uix,t)

X
|

=

X dx

|--—

Equation du mouvement libre :

szu 2!{)2[1
— —c"— =0 1
ot? Ox? (1)
3 2 types de solutions :

@ propagatives

@ stationnaires

Solution stationnaire—
Hypotheése de variables séparées :

u(x, t) = 6(£)X(x)

Solution stationnaire générale en modes libres

Pu L u

CC— =
at? x?

avec u(x,t) = ¢(t)X(x)

o g(r) - czyﬁ(x) —a

d'oll une équation sur le temps :
(1) — ag(t) =0 (3)
et une équation de déformation :

X" (x) - :—2)((}:) =0 (4

alors

oy 2
(1) 22x - 252X

at2 oz =0

& HOX(x) - (X" (x) = 0

& g(r) = czxyn(x) =cte =a (2)

Deux équations a résoudre :
@ |'une sur t,

@ |'autre sur x.

@ Solution stationnaire pour (3)
—a = —w?(<0)

La solution s’écrit :

¢O(t) = Acoswt + Bsinwt

e Dans (4) on note y = £

X"(x)++*X(x) =0

La solution s'écrit :

X(x) = Ccosyx + Dsinvyx

Forme générale de la solution stationnaire en modes libres

BKH 2019-2020




Université de Mohamed Boudiaf a M’Sila Cours Dynamique des structures
1°"¢ Année Master Maintenance industrielle

] |

2 2
. p Fu 0%

== i C 3
L dt? dx2

=0

Mouvement vibratoire longitudinal libre :

u(x,t) = (Acoswt + Bsinwt)(C cosyx + Dsin~yx)

@ Mouvement harmonique de pulsation w
e Conditions initiales (C.I.) du mouvement — (A, B)
@ L'amplitude du mouvement des sections dépend de la position dans

la poutre, mais Il faut identifier les pulsations w possibles

@ Conditions aux limites (C.L.) du systeme — w et 7.

Les C.L. déterminent les modes propres (ou naturels) de la poutre

Solutions stationnaires particuliéres

- Conditions aux limites
2 cas simples de conditions aux limites peuvent &tre considérés :

@ aucun effort a l'extrémité

@ Bord libre :

L

F=0ﬁES(?—u=U
x

@ mouvement indéterminé (u =7)

)
Bord Libre < — — 0,Vt
x

@ Encastrement :
@ Section extréme bloquée : u =0

o Effort indéterminé (F =7)

\T

[Encastrement S u= O,Vt‘
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Modes propres

3 combinaisons possibles des conditions aux limites :

@ Poutre encastrée - encastrée

x=0

@ Poutre encastrée - libre
X

§= X =I L

@ Poutre libre - libre
x=0

x=L
|

Cas de la poutre Encastrée - libre

Xx=0 Xx=L
A
% ]

u(x,t) = (Acoswt + Bsinwt)(C cosyx + Dsinyx) = ¢(t)X(x)

@ Libreenx =1L
@ Encastrementenx =0

E ?—U(L,r)=U:V4i}X’(L)=0

u(0,t) = 0,¥t < X(0) =0 Ox
& cosyL=0& L= (2n+ 1)3
< C=0 2

Valeurs possibles de ~ :

ﬁ‘X(x): D sin~yx

s

2L

Tn = (2.’? + 1)
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x=0 x=L
A
% |
@ Déformées possibles : o =-Pulsations propres w,, :
wc
Xa(x) = sin~y, wy, = (2n+1)—
(x) = sinv,x ( )ZL

Ce sont les modes propres

T |E
Xa(x) = sin ({2n + 1]%) ©|wn=(2n+ l)ﬂ\/;

Fréquences propres (Hz) :

avec nécessairement :

V= Wy = Y
) c <7 fn=2”+1 E
4L P

@ Expression du mode de vibration longitudinale a w, :

un(x, t) = (Al cosw,t + BJ sinw,t)sin ((2.'1 + l)g)
, X
& Up(x, t) = U, cos(wpt + ¢,) sin ((2!? + ”E)

@ Réponse libre compléte = Combi. lin. des solutions possibles :

u(x, t) = i un(x,t) = i U, cos(wnt + @) sin ((Zn + 1)%)
n=0 n=0

e Conditions initiales (u(x,0), i(x,0)) — (U, n) ou (A}, B})

Modes longitudinaux de la poutre encastrée - libre
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Ug(X)
= % X0 = sin (57)
% - A o A 1 0 X)) = sIn 2L

uy(x)
2L3

g{““ e N e X1(x) = sin (3”)

brx

LR xma ()

Résultat pour les 3 combinaisons de C.L.

C.L Poutre L-L Poutre E-L Poutre E-E
Modes propres cos nT* sin(2n 4+ 1) 3¢ sin n 7
Pulsations propres - % LQHT'TE \/% T %
facfer(l— = llTI) fl = 2500H= ﬁj = 1260H= ﬂ = 2500Hz
Cas de la poutre encastrée aux deux bouts
Uy(X)
?.ﬂ( = TX
! T T Xg(x)=5ian

2m
\_/ X]_(X) = sin :;:x

/-—-\ /—-—-—\ Us(x)  3rx
;{.._...._.. P /R — ‘% Xo(x) = sin
7 N~

Modes longitudinaux de la poutre libre-libre

R
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0__\\ L w®
[ — = - - ! X

= C05 —

el
T x
~—_ Xs(x) = cos ——

“\\ ‘//_\ - 3mx
eSS =T
S~ S

3.5 Vibrations de torsion dans les arbres
Equation du mouvement — Parametres

I B(xt)

Hypothéses
o Poutre droite : Longueur L(>> e, /), Section constante S
e Matériau isotrope : p, E, v, G(module de torsion), non dissipatif
e —Petites perturbations + gravité non prise en compte

e Grandeur étudiée : déplacement angulaire local d(x, t)

Equation du mouvement — Equilibre local
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[ Bx0)

On écrit I'équilibre dynamique d'une section d'épaisseur dx :
%0

pledx 53 Moment d’inertie : pl,dx
Déplacement : 6(x, t)
M M + ”de .
x Accélération : %
J L Moment a gauche : — M
dx

Moment & droite : M + 2M qx

@
x
On a donc 2 »
C s
p.*xdxa? =M+ M + o dx
920 M
ol 20 = e+ M gy
at? Ox
920 oM
ool df—— = ——
P = o
o, 00 _OM
P82 = ox

Equation du mouvement — Equation des ondes de torsion
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a4

p.‘,dxmz
J, @ (1

dx

, 920 _ oM
Pxae2 = ax

Torsion pure :

M = GlI, @
dx

Ordre de grandeur :

%0 9 a0

Lh— = —(Glk—

Phgr = ax(Ch )
Comme G et I, constants :
%0
Ox?2

0
Pz =

On note ¢ =

Finalement :

e 5
a2 ©

2.1011

le6 | E
Cder =\ T\ 201 0)p \/2 L + D8] 2cBilpt ~ 2o
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3.6 Vibration en flexion

Equation locale du mouvement pour une poutre

a) Paramétres

vixt)

fi, 1)

I U T T O B N A

Y

- |—

dx

Poutre droite :

@ Section constante S =

e Longueur L(> e, /),

@ Moment quadratique de section [, =

largeur % hauteur = | x e,

Ie?
12

@ Matériau isotrope : p, E, v, non dissipatif

Variables :

@ Distribution de forces transverses f(x, t)

e Petites perturbations + gravité non prise en compte

@ Grandeur etudiée :

b) Hypotheses

@ Hypothese d'Euler-Bernoulli

négligée.

e Conséquence

BKH 2019-2020

déplacement transverse local (fleche) v(x, t)

- L'inertie de rotation des section est

. les sections droites restent | a la ligne neutre.

rjh‘ f—‘-

-
-
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c) Equilibre local

vt} fix.t)

LL#*##*##############IX

X dx

| |

On écrit I'equilibre dynamique d'une section d'épaisseur dx :

v
vxd T o Accélération : %
| e Effort tranchant a gauche : T
M ( T ) M+ G e Effort tranchant a droite :
| Lr,ﬁjd, = (T + Gxdx)
dx @ Mt fléchissant a gauche : — M

@ Mt flechissant a droite : M + %dx

@ Masse : pSdx e Force extérieure f(x,t)

@ Déplacement (Fleche) : v(x, t)

Bilans des moments

a2 :
Lo 0=—M+M+ %dx— Tdx
v(x,1)
aM
M(T | )m% “0=5c T
ST d'apres la théorie des poutres :
a6 dv
—- e (X
M=El— =El—;
x dx?

Bilans des résultantes
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d'ol )
Py aT ) v
;:-de— =T = T — ——dx+ f(x, t)dx =5 (E W)
N et El étant constant :
i T
%;}5‘: ; =—{_ + f(x, t) v Fv
ot x pS—- + El— G f(x.t)
{

Equation des ondes transverses dans une poutre

wit) fimg)
##4###4#&4##4###4##44“(
X L ax '
— L -
v a*v

5‘4v+ 1 &v 1 f(x r]
ax* 292 ElI'YT

On note : , :
c n'est pas une vitesse !

=l m3
C_Vp_S [c] = —
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Vibrations libres d’'une poutre lorsque f (x,t) =0

vix,t)
1l| X

-
I [

|
|
X L! dx

-3 L =
|
v N 1 d?v B (1) i .
ot T 292 Equation en temps
Solution stationnaire : (2) = O(I’) + U_:Eé(t) —0 (3)
v(x, t) = o(t)X(x) Equation sur la déformation
. (2) & X"(x) =7*X(x) =0 (4)
(1) = X" +$X =0
avec
M 4 w?
X ar ") = —
2 7 2 !
sc—(x)=—(t)= —w (2 2
=50 ) c
Expression générale des vibrations libres d’une poutre
wix.t)
4 X
X L & v(x,t) = o(t)X(x)
L

o Sur le temps : ¢(t) + w?d(t) = 0 < | ¢(t) = Acoswt + Bsinwt
@ Sur I'espace : X""(x) — v*X(x) = 0 & X(x) = Xpe"

o Equation caractéristique : r' — 7" =0< r’ = £+°

e 4 racines possibles : r = —.  +7,  —ivy, +iy

e La solution générale est C.L. des solutions possibles

X(x) = Ce™ 4+ De™ ™ + Ge"™* + He "™

& | X(x) = G cosyx + Cosinyx + G coshyx + Cysinh yx

On peut aussi écrire :
= X(X) = Dl{cos ~x + cosh ’j,-x} + Dz{cgs ~x — cosh "_r'X)

+Ds(sin ~yx + sinh yx) + Das(sinyx — sinh yx)
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@ Dépendance temporelle :
o(t) = Acoswt + Bsinwt

@ Dépendance spatiale
X(x) = G cosyx + Casinyx + C3 coshyx + Gy sinh yx
Comment identifier les constantes inconnues ?

e Conditions aux limites — (G, G, G5, Gy) et (X, w,)

@ Conditions initiales — (A, B)
Finalement le mouvement libre peut s'écrire comme une combinaison

linéaire des modes propres. ((Dé)composition modale).

v(x, t) = ZX,,(AH coswyt + Bpsinwpt)
n

Conditions aux limites pour une poutre

Pour déterminer les constantes de la fonction de forme du mode propre,
on peut considérer 3 cas simples avec chacun 2 parametres connus :

i : 1
e Bord libre o Appui simple : F
Effort tranchant nul au bord r
Fleche nulle au bord
Py

Moment de flexion nul au bord Moment de flexion nul au bord

A%y

M=o0eB2Y —0 M=0s El>— =0
B ax2 dx?
Déplacements indéterminés Indéterminés : 6 et T
v:?et%:? %:?et%:?
£ o3 &)2
Bord Libre = g =0 et % =0,Vt Appui simple < v =0 et d_;; =0,vt
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@ Encastrement : g

Fleche nulle au bord

Recapitulatif
v =20
CI_ Bord Libre Appui simple Encastrement
)
Rotation nulle au bord s ] g:;
v
ox g — X' ? ? 0
Efforts indeterminés M — X" 0 0 ?
T =7et M=7 T — X' 0 ? ?
Encastrement = v = 0 et ﬁ =0,vt
Ox

Excercice

Donner les déférentes combinaisons possibles des conditions aux limites pour une poutre

y i

4 &
A R
A N
f:l
4
b

?

7

A

A
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Modes propres de la poutre simplement appuyée

x|= 0
A

Déplacement X(x) et moment fléchissant X" (x) nulsenx =0etx =L

-
1l
-

b

X(x) = Di(cos~yx + coshyx) + Da(cosyx — cosh yx)

+ Ds(sin vyx + sinh yx) + Da(sin vx — sinh yx)

X" (x) = 7*(D1(— cos yx + cosh yx) + Da(— cos yx — cosh yx)
+Ds(— sin yx + sinh yx) + Ds(— sin yx — sinh yx))

X(0)=0=D,=0 X(Ly=0 et X'(L)=0
X"(0)=0= D=0 = D3 = Dy et|sinyL =0
d’ou les valeurs possibles de ~ et des modes et pulsations propres :
nm . nTXx _ 2 nm\2 [El
T =T & | Xp(x) = sin - Wp = 7;pC € Wy = (T) \/!E
nmx nm\2 [El
XH{X) — SIn T Wn (T) VE
/_\ X Jl-lri—x
= | — sin —
_ - — Xi(x) =sin i
/——\-,\ T T
[ =< = % . 27x
A - ~—__ A 2(x) = sin i

3mrx

A \_/ S A X3(x) = sin
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