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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Ex. 1 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l'indique la
figure ci-aprés. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (Q) pour cette structure, ou Q désigne la charge appliquée.

Critére de rupture : |Tj| < L;i=1,2,3

L - chargement limite (limite de
résistance du matériau en traction)

- Compatibilité cinématique

. 8281 _ 858

21 41
8g—6 §,—6 1 : 1 . :
o L= 5 §,=50B6-6) > §,=5(38-4) @)
§g—6 53-8 1 : 1/ :
* Q31 "= 341 - = o= 1(61 +38) = o= 1(51 +383) (3)

- Combinaison (I): &, = f(&,; &3)
(1) = 81 = 25.2 - 83 (4)
. 1 . .
&M@ = 6g=5(6,+83)
v" Puissance des efforts extérieurs :
— . - = 1 . .

Pext =Q-q=0Q b :EQ(52+53)
v" Puissance des efforts intérieurs :

Pine = 2iTi8; = T18y + Ty0; + T35 = T1(282 - 83) + Ty, + T305

v' Principe des puissances virtuelles :
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Pext < Pine V 61,6,,85 C.A.
> ~Q(8, +85) < Tu(28, — 85) + T2, + T35
Posons : %(82+83)=1 >  §,=2-205;
= Q<T1(4-383)+Ty(2—-63)+T355

v" Domaine des chargements potentiellement supportables :
Sachantque: |T;| < L;i= 1,23
= Q=<L(|4-383|+|2-83+|65]) Vv 83C.A,

Par minimisation de @, on obtient les cas suivants :

Casl: 83=5 = -L(0+2+3)<@=<+L(0+2+3)

> —2L<Q<+2L

Cas2: 6;=2 = —-LR2+04+2)<Q<+L2+0+2)
> —4L<Q < +4L

Cas3: 6;,=0 = —L(4+24+40)<Q<+L(4+2+0)
=

—6L < Q < +6L
D’ou finalement: —-2L < Q < +2L
- Combinaison (II): &, = f(&;; &3)
v" Puissance des efforts extérieurs :
— . R 1 . .
Pext =Q-q=0Q -6 :ZQ(51+353)
v' Puissance des efforts intérieurs :
. . . . . 1 . . .
Pint = LiTi0; = T161 + T,6;, + T363 = T10; + §T2(51 + 53) + T563
v Principe des puissances virtuelles :
Soext < goint v Slr 82’83 C.A.
1 . . . 1 . . .
= ZQ(Sl + 363) S T151 + ET2(51 + 53) + T363
1 . . . 1 .
Posons: 1(81 + 363) =1 = §;= 5(4 — 61)
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

v" Domaine des chargements supportables :
Sachantque: |T}| < L;i= 1,23
> Q<L(|6y]+5]2+8)+35[4-61) véica
—_ 1 3 1 3 1 1 . .

Par minimisation de @, on obtient les cas suivants :

i1 =0 = 0(0+3+Ys0su(04ie)

> -2L<Q<+2L

Cas2: 6,=—-2 = —-LR2+04+42)<Q<+L2+0+2)
=> —4L<Q < +4L

Cas3: 6,=4 = —L(A+24+0)<Q<+L(A4+2+0)
> —6L<Q<+6L

D’ou finalement: —2L < Q < +2L
- Combinaison (II) : &3 = f(&;; &,)
() = 85=28,-08;
v' Puissance des efforts extérieurs :
Pext =Q°q = QSQ :%Q(?’Sz —81)
v" Puissance des efforts intérieurs :
Pint = ZiTiSi = T181 + T282 + T383 = T181 + Tzsz + T3(282 - 51)
v' Principe des puissances virtuelles :
Pext < Pine V 61,6,,85 C.A.
= %(3(382 —8,) S T8, + T8, + T5(28, — 6,)
Posons : %(382 - 81) =1 = 6 =-2+36,
= Q<T1(36,—2)+Ty6,+T5(2-6,)
v" Domaine des chargements potentiellement supportables :
Sachantque: |Tj| < L;i= 12,3
= Q<L(|36,-2|+8;|+|2-8,]) Vv &,C.A
Par minimisation de @, on obtient les cas suivants :

e 6=f 5 042+ 0z (0424)

= —-2L<Q<+2L
Cas2: 6,=0 = —-LR2+04+2)<Q<+L(2+0+2)
= —4L<Q<+4L
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Cas3: 6,=2 = —L(A4+24+0)<Q<+L(A4+2+0)
= —6L<Q<+6L

D’ou finalement: —2L < Q < +2L
- Synthese:
Combinaison de (I), (II) et (III) :
= —-2L<Q<+2L

= Le domaine des chargements potentiellement supportables K(Q) est défini dans le

segment (%) représenté par la figure suivante :

K@)
———————#%wmﬁaw%ﬁ%Wﬁ%w%ﬁ%WﬁQW%ﬁ%%————————>
-2 0 +2 Q/L

Remarque: Comme la barre est suspendue par des tirants flexibles, les efforts ne
peuvent donc étre que des tractions :

> 0<Q<+2L

= Le domaine des chargements potentiellement supportables K(Q) est

défini dans le segment (%) représenté par la figure suivante :

K(Q)
k@@g@@@@@@g@@%—————————>
0 +2 Q/L

- Nota:

e L’approche statique par l'intérieur et I'approche cinématique par 'extérieur conduisent
aux mémes résultats.
e En pratique, seule une combinaison (I), (II) ou (III) suffit.
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Ex. 2 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l'indique la
figure ci-aprés. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (P, Q) pour cette structure, ou P et Q désignent les charges appliquées.

Critére de rupture : |Tj| < L;i=1,2,3

L - chargement limite (limite de
résistance du matériau en traction)

- Compatibilité cinématique

§p—6 5,6 50—6 8536 1 : 1rs g
Pll= 2211= 311=3411 = 6":5(61"_52) = 6”:5(51-'_62) )

> S=36+6) = S=5(85+8) @
= 61=262_53 = 81=282_83 (3)

- Combinaison (I): &, = f(&,; &3)

D&@E) = 8 =5(35,-8)
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

v" Puissance des efforts extérieurs :
@extza'ﬁ=13'gp+é'50 =%P(382_53)+%Q(52+S3)
v' Puissance des efforts intérieurs :
Oine = LiTi8; = T18; + Tp8; + T383 = Ty(28; — 63) + To8, + T365
v' Principe des puissances virtuelles :
Pext < Pine V 61,8,,85 C.A.
> 1P(38, - 85) +20(6, + 63) < Ty(26, - 8) + Tod, + T
Posons: %(82+83)=1 =>  5,=2—053
= P(3-283)+Q<Ty(4—-383)+T,(2—63)+T363
v" Domaine des chargements potentiellement supportables :
Sachant que: |Tj| < L;i= 12,3
= P(3-283)+Q<L(|4-383+|2- 55| +]d3]) v 83 C.A.
Par minimisation de (P, Q), on obtient les cas suivants :

Casl: 83=5 = —L(0+2+3)<3P+Q<+L(0+2+73)

> —6L<P+3Q<+6L

Cas2: 63=2 = —LR+0+2)<-P+Q<+L2+0+2)
> —4L<P-Q<+4L

Cas3: 63=0 = —L@4+2+0)<3P+Q<+L(4+2+0)

= —6L<3P+Q<+6L

D’ou finalement :
—6L<P+3Q<+6L
—4L<P-Q<+4L
—6L <3P+ Q< +6L
- Combinaison (II): &, = f(&;; &3)
. 1 . .
(3) > &=2(8+8) (5
. 1 . .
(D&G) =  8p=7(36;+85)
. 1 . .
() &@B) = b =7(61+38)
v' Puissance des efforts extérieurs :

@extza'ﬁ=p'5P+Q'gQziP(3S1+83)+%Q(81+383)
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

v" Puissance des efforts intérieurs :
Pine = i Ti6; = T18; + Tp6, + T36; = Ty, + %T2(81 +83) + T30;
v Principe des puissances virtuelles :
Pext < Pine V 61,8,,83 C.A.
> 1P(38,+85) +20(8 +385) < Tuy + 2156, + 85) + 365
Posons: i(Sl + 383) =1 = 6= §(4 — 81)
>  IP(1+28))+Q STy +3T2(2+681) +3T3(4 - &,)
v" Domaine des chargements potentiellement supportables :
Sachantque: |T;| < L;i= 1,23
= IP(1+28)+Q<L(|5| 452+ 8| +3]4-84]) v éica

Par minimisation de (P, Q), on obtient les cas suivants :

d 2 4 1 2 4
Casi: §;=0 = -L(0+2+%)<ip+o=+L(0+2+%)
—6L<P+3Q<+6L

—L(2404+2)<-P+Q<+L(2+0+2)

=
=
> —4L<P-Q<+4L
=
=

—L(44+24+0)<3P+Q<+L(4+2+0)
—6L <3P+ Q< +6L
D’ou finalement :

—6L<P+3Q<+6L
—4L<P-Q<+4L
—6L<3P+Q<+6L

- Combinaison (III) : &3 = f(8;; &2)
(3) > 6;=28,-6; (5
2 &((5) = 8o =3(38,-8)

v' Puissance des efforts extérieurs :

soext=6-ﬁ=13'5p+(7'5q :%P(51+82)+%Q(382—81)
v' Puissance des efforts intérieurs :

Pint = ZiTiSi = T151 + T282 + T383 = T181 + TZSZ + T3(282 - 51)
v" Principe des puissances virtuelles :

Pext < Pint v 81; 82, 83 C.A.
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

> P81+ 8,) +50Q(38, — 8,) S Ty + Ty, + T5(28, — 6,)

Posons: %(81+6'2)=1 = 6,=2-6,

= P+Q(26;,-1)<Ty(2-6,)+Ty8, +T3(36,—2)

v" Domaine des chargements potentiellement supportables :

Sachantque: |Ty| < L;i= 1,23

= P+Q(28;-1) <L(|2- 8| +|5;| +(382—-2]|) v §, C.A.

Par minimisation de (P, Q), on obtient les cas suivants :

Casl: 6,=2 = —LO0O+2+4)<P+30<+L(0+2+4)
—6L<P+3Q < +6L

=
Cas2: 6,=0 = —L24+0+2)<P-Q<+L(2+0+2)
= —4L<P-Q<+4L

Cas3: 8,=2 = -L(3+3+0)<P+30<+L(5+2+0)

= —6L<3P+Q<+6L
D’ou finalement :

—6L<P+3Q<+6L
{—4LSP—QS+4L
—6L<3P+Q<+6L

- Synthese:

Combinaison de (I), (II) et (III) :

—6L <3P+ Q< +6L
= {—6LSP+BQ < +6L
—4L<P-Q < +4L
= Le domaine des chargements potentiellement supportables K (P; Q) est défini dans le

P . . . .
plan (Z ; %) représenté par la figure suivante.
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Domaine K des chargements potentiellement supportables
5

Q/L

?\

P/L

-5
3P+Q=+6L 3P+Q=-6L —P-Q=+4L
—P-Q=-4L —P+3Q=+6L —P+3Q=-6L
- Cas particuliers :
1. P=Q = —6L<4P <+6L
3 3
= —;L=sP=<+7L

=  Le domaine K(Q) se réduit a un segment :

K(P)
3 0 3 P/L
2 ,3 /

2
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

2. P+x0&Q=0 > —6L<3P<+3L
> —2L<P<+2L

= Le domaine K(P) se réduit a un segment :

K(P)
-2 0 +2 P/L

3. P=0&Q+#0 > —6L<3Q<+3L
> -—2L<Q<+2L

=  Le domaine K(Q) se réduit a un segment :

K(Q)
-2 0 +2 Q/L

- Nota:

e L’approche statique par l'intérieur et 'approche cinématique par l'extérieur conduisent
aux mémes résultats.
e En pratique, seule une combinaison (I), (II) ou (III) suffit.
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Ex. 3 Considérons une poutre encastrée d'un cété et simplement appuyée de I'autre comme I'indique
la figure ci-aprés. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (Q) pour cette poutre, ou Q désigne la charge appliquée.

A
Critére de rupture : [M| < m,,
0 Q s m,, - moment limite (limite de
’ I I résistance du matériau en flexion)
) y
1 I 1

EO VQ “ﬁB
l l
MOR .\
C ea MA=RBXZ B

Yo

20

- Puissance des efforts extérieurs
pext=a'ﬁ=QX5Q=QXlX0

- Puissance des efforts intérieurs
Pint = 2iM;0; = M, x 0 + M, x 26

- Principe des puissances virtuelles
Pext < Pint Y 9 C.A.
> QXIXO<M,x60+M,x26
> Q<7(My+2M)y)
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

- Domaine des chargements potentiellement supportables
1 1
Sachant que: [My| <m, & [Mp| <m, = —T(mp + Zmp) <Q< +7(mp + Zmp)

3 3
= —ymp=Q=+7m,

=  Le domaine des chargements potentiellement supportables K(Q) est défini dans le
segment (Ql/mp) représenté par la figure suivante :

K(©Q)
-3 0 +3 Ql/mp

- Nota:

e L’approche statique par l'intérieur et 'approche cinématique par l'extérieur conduisent
aux mémes résultats.
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Ex. 4 (Interro. du 28/11/2022) Déterminer les bornes inférieure Q,,;, et supérieure Q,,,, du

chargement potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, ou Q désigne la charge
appliquée. Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime Q,;;
correspondante.

4.1

4.2

Critere de rupture : [N| < L

L - chargement limite

Borne inférieure (Qin) :
e Approche de calcul: Approche statique par l'intérieur
e YF=0 = N+R,—30=0 > Q=:WN+R) (1
e XMy =0=> NX2l-2Q%x1-Qx3l=0=> Q=2N/5 (2)
Sachantque: [N| <L

(2) = Q=2ILl/5
D’ou:

=  Borneinférieure: Q,in = 2L/5

Borne supérieure (Qqx) :

e Approche de calcul: Approche cinématique par I'extérieur

A

e Mécanisme de ruine : Mécanisme de rotation

6p O O
0 ~tan(f) =7 =77 =~
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

e Compatibilité cinématique: &4 = 65/2 = 6¢/3
= 8,=065/2=6:/3=6x1

¢ Pt =0XG=20%X68,+0Q0x6,=20%x0x14+Qx0x31=5Q0x%x6xI
® Pine=Xic13(N; x8;) =NX8=NX8Ox2l=2Nx0XxI

= 50x0xI<2Nx0xl
Sachantque: [N| <L

= Q<2|L|/5
D’ou :

=  Borne supérieure : Quax = 2L/5

4.3 Commentaire: Les deux bornes coincident avec la solution exacte.

=  Charge ultime: Quit = Qmin = Qumax = 2L/5
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

Ex.5 (EFSdu 10/01/2023) Déterminer les bornes inférieure Q,,;, et supérieure Q,, 4, du chargement
potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, ou Q désigne la charge appliquée.
Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime Q,,;; correspondante.

Critére de rupture: [Ny| <L et |[N.| <3L

L - chargement limite

5.1 Borne inférieure (Qin) :
e Approche de calcul: Approche statique par l'intérieur
e YF=0 = N+N;—Q-30=0 > Q=W +No) (D
« IMpu=0= Nex2l—-Qx1-3Qx3l=0 = Q=:N )
Sachantque: [Ny| < L et |N;| < 3L
1) = Q<;(LI+3ILD =1Ll
(2) = Q<x3IL|=3|LI/5
=  Borneinférieure: Q,in = 3L/5

5.2 Borne supérieure (Qnax) :

e Approche de calcul: Approche cinématique par I'extérieur

TNA 1@ TNC isa
A B C D
5

e Meécanisme de ruine : Mécanisme de rotation

0
6¢ 8p

8p=84 _ 8¢c=b6p _ Sp—dc
T L T

_ 8c=b64 _ 6p—8p _ 8p—b4 7 7 1 1

21 21 31

0 ~ tan(0) =
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Calcul a la rupture et analyse limite

Chap. 3 — Approche cinématique par 1’extérieur

e Compatibilité cinématique :

S S=28,-14,

> Sy =78 +5)

> 8y =2(36-4,) |
Posons : 8, = 0 (Principe des Puissances Virtuelles) = 65 = %

. ext:()xé;:QxSBHQxSD=Qx%+3Qx%‘C=5QxSC
® Pie =Ny X84+ Ng X8 =Nyx0+Ngx = Ng X6
¢ Pt <Py V 64 et 6o CA. (cinématiquement admissible)
> 50%x6,<N;X8 = ngzvc
Sachantque: [Nc| <3L = Q@ <-x3|L|=3|L|/5
=  Borne supérieure: Qax = 3L/5
5.3 Commentaire: Les deux bornes coincident avec la solution exacte

=  Chargeultime: Q. = Qumin = Qmax = 3L/5
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