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Ex. 1 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l’indique la 

figure ci-après. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement 

supportables 𝐾(𝑄̅) pour cette structure, où 𝑄̅ désigne la charge appliquée. 

 

 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Rép. 1 

- Mécanisme de ruine : Mécanisme de rotation 

 

 
- Compatibilité cinématique 

• 
𝛿2−𝛿1

2𝑙
=

𝛿3−𝛿1

4𝑙
  ⇒  𝛿2 =

1

2
(𝛿1 + 𝛿3)  ⇒  𝛿̇2 =

1

2
(𝛿̇1 + 𝛿̇3)   (1) 

• 
𝛿𝑄−𝛿1

3𝑙
=

𝛿2−𝛿1

2𝑙
  ⇒  𝛿𝑄 =

1

2
(3𝛿2 − 𝛿1) ⇒  𝛿̇𝑄 =

1

2
(3𝛿̇2 − 𝛿̇1)  (2) 

• 
𝛿𝑄−𝛿1

3𝑙
=

𝛿3−𝛿1

4𝑙
  ⇒  𝛿𝑄 =

1

4
(𝛿1 + 3𝛿3) ⇒  𝛿̇𝑄 =

1

4
(𝛿̇1 + 3𝛿̇3)   (3) 

- Combinaison (I) :  𝜹̇𝟏 = 𝒇(𝜹̇𝟐 ;  𝜹̇𝟑) 

    (1)   ⇒  𝛿̇1 = 2𝛿̇2 − 𝛿̇3   (4) 

    (2) & (4) ⇒  𝛿̇𝑄 =
1

2
(𝛿̇2 + 𝛿̇3)   

✓ Puissance des efforts extérieurs : 

       ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑄̅ ∙ 𝛿̅̇
𝑄 =

1

2
𝑄(𝛿̇2 + 𝛿̇3) 

✓ Puissance des efforts intérieurs : 

   ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑻𝒊𝜹̇𝒊𝒊 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 = 𝑇1(2𝛿̇2 − 𝛿̇3) + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3  

✓ Principe des puissances virtuelles : 

2𝑙 
𝐐̅ A B C 

𝐓̅𝟐 𝐓̅𝟑 𝐓̅𝟏 

𝑙 𝑙 

D 

2𝑙 
𝐐̅ A B C 

T̅2 T̅3 T̅1 

𝑙 𝑙 

D 

θ 

δ1 
δ2 δQ δ3 

Critère de rupture : |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3  

L – chargement limite (limite de 

résistance du matériau en traction) 
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  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝛿̇1, 𝛿̇2, 𝛿̇3 𝐶. 𝐴. 

  ⇒  
1

2
𝑄(𝛿̇2 + 𝛿̇3) ≤ 𝑇1(2𝛿̇2 − 𝛿̇3) + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3  

  Posons :   
1

2
(𝛿̇2 + 𝛿̇3) = 1  ⇒  𝛿̇2 = 2 − 𝛿̇3 

  ⇒  𝑸 ≤ 𝑻𝟏(𝟒 − 𝟑𝜹̇𝟑) + 𝑻𝟐(𝟐 − 𝜹̇𝟑) + 𝑻𝟑𝜹̇𝟑 

✓ Domaine des chargements potentiellement supportables : 

       Sachant que :  |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3     

       ⇒  𝑸 ≤ 𝑳(|𝟒 − 𝟑𝜹̇𝟑| + |𝟐 − 𝜹̇𝟑| + |𝜹̇𝟑|)  ∀  𝜹̇𝟑 𝑪. 𝑨. 

       Par minimisation de Q, on obtient les cas suivants : 

       Cas 1 : 𝛿̇3 =
4

3
  ⇒  −𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
)  

              ⇒  −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

       Cas 2 : 𝛿̇3 = 2  ⇒  −𝐿(2 + 0 + 2) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿(2 + 0 + 2)  

              ⇒  −𝟒𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟒𝑳 

       Cas 3 : 𝛿̇3 = 0  ⇒  −𝐿(4 + 2 + 0) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿(4 + 2 + 0)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       D’où finalement : −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

- Combinaison (II) : 𝜹̇𝟐 = 𝒇(𝜹̇𝟏 ;  𝜹̇𝟑) 

✓ Puissance des efforts extérieurs : 

       ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑄̅ ∙ 𝛿̅̇
𝑄 =

1

4
𝑄(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) 

✓ Puissance des efforts intérieurs : 

   ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑻𝒊𝜹̇𝒊𝒊 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 = 𝑇1𝛿̇1 +
1

2
𝑇2(𝛿̇1 + 𝛿̇3) + 𝑇3𝛿̇3  

✓ Principe des puissances virtuelles : 

  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝛿̇1, 𝛿̇2, 𝛿̇3 𝐶. 𝐴. 

  ⇒  
1

4
𝑄(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) ≤ 𝑇1𝛿̇1 +

1

2
𝑇2(𝛿̇1 + 𝛿̇3) + 𝑇3𝛿̇3   

  Posons :   
1

4
(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) = 1 ⇒  𝛿̇3 =

1

3
(4 − 𝛿̇1) 

  ⇒  𝑸 ≤ 𝑻𝟏𝜹̇𝟏 +
𝟏

𝟑
𝑻𝟐(𝟐 + 𝜹̇𝟏) +

𝟏

𝟑
𝑻𝟑(𝟒 − 𝜹̇𝟏) 
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✓ Domaine des chargements supportables : 

       Sachant que :  |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3     

       ⇒  𝑸 ≤ 𝑳 (|𝜹̇𝟏| +
𝟏

𝟑
|𝟐 + 𝜹̇𝟏| +

𝟏

𝟑
|𝟒 − 𝜹̇𝟏|)  ∀  𝜹̇𝟏 𝑪. 𝑨. 

       Par minimisation de Q, on obtient les cas suivants : 

       Cas 1 : 𝛿̇1 = 0  ⇒  −𝐿 (0 +
2

3
+

4

3
) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
)  

              ⇒  −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

       Cas 2 : 𝛿̇1 = −2  ⇒  −𝐿(2 + 0 + 2) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿(2 + 0 + 2)  

              ⇒  −𝟒𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟒𝑳 

       Cas 3 : 𝛿̇1 = 4  ⇒  −𝐿(4 + 2 + 0) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿(4 + 2 + 0)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       D’où finalement : −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

- Combinaison (III) : 𝜹̇𝟑 = 𝒇(𝜹̇𝟏 ;  𝜹̇𝟐) 

(1) ⇒  𝛿̇3 = 2𝛿̇2 − 𝛿̇1  

✓ Puissance des efforts extérieurs : 

       ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑄̅ ∙ 𝛿̅̇
𝑄 =

1

2
𝑄(3𝛿̇2 − 𝛿̇1) 

✓ Puissance des efforts intérieurs : 

   ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑻𝒊𝜹̇𝒊𝒊 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3(2𝛿̇2 − 𝛿̇1)  

✓ Principe des puissances virtuelles : 

  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝛿̇1, 𝛿̇2, 𝛿̇3 𝐶. 𝐴. 

  ⇒  
1

2
𝑄(3𝛿̇2 − 𝛿̇1) ≤ 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3(2𝛿̇2 − 𝛿̇1)  

  Posons :   
1

2
(3𝛿̇2 − 𝛿̇1) = 1 ⇒  𝛿̇1 = −2 + 3𝛿̇2 

  ⇒  𝑸 ≤ 𝑻𝟏(𝟑𝜹̇𝟐 − 𝟐) + 𝑻𝟐𝜹̇𝟐 + 𝑻𝟑(𝟐 − 𝜹̇𝟐) 

✓ Domaine des chargements potentiellement supportables : 

       Sachant que :  |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3     

       ⇒  𝑸 ≤ 𝑳(|𝟑𝜹̇𝟐 − 𝟐| + |𝜹̇𝟐| + |𝟐 − 𝜹̇𝟐|)  ∀  𝜹̇𝟐 𝑪. 𝑨. 

       Par minimisation de Q, on obtient les cas suivants : 

       Cas 1 : 𝛿̇2 =
2

3
  ⇒  −𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
)  

              ⇒  −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

       Cas 2 : 𝛿̇2 = 0  ⇒  −𝐿(2 + 0 + 2) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿(2 + 0 + 2)  

              ⇒  −𝟒𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟒𝑳 
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       Cas 3 : 𝛿̇2 = 2  ⇒  −𝐿(4 + 2 + 0) ≤ 𝑄 ≤ +𝐿(4 + 2 + 0)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       D’où finalement : −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

- Synthèse : 

Combinaison de (I), (II) et (III) : 

⇒ −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳   

⇒ Le domaine des chargements potentiellement supportables 𝐾(𝑄̅) est défini dans le 

segment (
𝑄

𝐿
) représenté par la figure suivante : 

 

 

 

Remarque : Comme la barre est suspendue par des tirants flexibles, les efforts ne 

peuvent donc être que des tractions : 

⇒  𝟎 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

⇒ Le domaine des chargements potentiellement supportables 𝐾(𝑄̅) est 

défini dans le segment (
𝑄

𝐿
) représenté par la figure suivante : 

 

 

 

- Nota : 

• L’approche statique par l’intérieur et l’approche cinématique par l’extérieur conduisent 

aux mêmes résultats. 

• En pratique, seule une combinaison (I), (II) ou (III) suffit. 

 

  

𝑂 +2 𝑄/𝐿 

𝑲(𝑸̅) 

𝑂 +2 𝑄/𝐿 

𝑲(𝑸̅) 

−2 
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Ex. 2 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l’indique la 

figure ci-après. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement 

supportables 𝐾(𝑃̅, 𝑄̅) pour cette structure, où 𝑃̅ et 𝑄̅ désignent les charges appliquées. 

 

 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Rép. 2 

- Mécanisme de ruine : Mécanisme de rotation 

 

 
 

- Compatibilité cinématique 

• 
𝛿𝑃−𝛿1

𝑙
=

𝛿2−𝛿1

2𝑙
=

𝛿𝑄−𝛿1

3𝑙
=

𝛿3−𝛿1

4𝑙
  ⇒  𝛿𝑃 =

1

2
(𝛿1 + 𝛿2)  ⇒  𝛿̇𝑃 =

1

2
(𝛿̇1 + 𝛿̇2)    (1) 

⇒  𝛿𝑄 =
1

2
(𝛿2 + 𝛿3)  ⇒  𝛿̇𝑄 =

1

2
(𝛿̇2 + 𝛿̇3)    (2) 

⇒  𝛿1 = 2𝛿2 − 𝛿3   ⇒  𝛿̇1 = 2𝛿̇2 − 𝛿̇3      (3) 

⇒  𝛿2 =
1

2
(𝛿1 + 𝛿3)  ⇒  𝛿̇2 =

1

2
(𝛿̇1 + 𝛿̇3)    (4) 

- Combinaison (I) :  𝜹̇𝟏 = 𝒇(𝜹̇𝟐 ;  𝜹̇𝟑) 

(1) & (3) ⇒  𝛿̇𝑃 =
1

2
(3𝛿̇2 − 𝛿̇3) 

  

𝑙 
𝐐̅ A B C 

𝐓̅𝟐 𝐓̅𝟑 𝐓̅𝟏 

𝑙 𝑙 

E 

𝑙 

𝐏̅ 

D 

𝑙 

𝐐̅ A B C 

T̅2 T̅3 T̅1 

𝑙 𝑙 

D 

θ 

δ1 
δ2 δQ δ3 

𝑙 

δP 

𝐏̅ 

Critère de rupture : |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3  

L – chargement limite (limite de 

résistance du matériau en traction) 
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✓ Puissance des efforts extérieurs : 

       ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑃̅ ∙ 𝛿̅̇
𝑃 + 𝑄̅ ∙ 𝛿̅̇

𝑄 =
1

2
𝑃(3𝛿̇2 − 𝛿̇3) +

1

2
𝑄(𝛿̇2 + 𝛿̇3) 

✓ Puissance des efforts intérieurs : 

   ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑻𝒊𝜹̇𝒊𝒊 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 = 𝑇1(2𝛿̇2 − 𝛿̇3) + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3  

✓ Principe des puissances virtuelles : 

  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝛿̇1, 𝛿̇2, 𝛿̇3 𝐶. 𝐴. 

  ⇒  
1

2
𝑃(3𝛿̇2 − 𝛿̇3) +

1

2
𝑄(𝛿̇2 + 𝛿̇3) ≤ 𝑇1(2𝛿̇2 − 𝛿̇3) + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 

  Posons :   
1

2
(𝛿̇2 + 𝛿̇3) = 1  ⇒  𝛿̇2 = 2 − 𝛿̇3 

  ⇒  𝑷(𝟑 − 𝟐𝜹̇𝟑) + 𝑸 ≤ 𝑻𝟏(𝟒 − 𝟑𝜹̇𝟑) + 𝑻𝟐(𝟐 − 𝜹̇𝟑) + 𝑻𝟑𝜹̇𝟑 

✓ Domaine des chargements potentiellement supportables : 

       Sachant que :  |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3     

       ⇒  𝑷(𝟑 − 𝟐𝜹̇𝟑) + 𝑸 ≤ 𝑳(|𝟒 − 𝟑𝜹̇𝟑| + |𝟐 − 𝜹̇𝟑| + |𝜹̇𝟑|)  ∀  𝜹̇𝟑 𝑪. 𝑨. 

       Par minimisation de (𝑃, 𝑄), on obtient les cas suivants : 

       Cas 1 : 𝛿̇3 =
4

3
  ⇒  −𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
) ≤

1

3
𝑃 + 𝑄 ≤ +𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       Cas 2 : 𝛿̇3 = 2  ⇒  −𝐿(2 + 0 + 2) ≤ −𝑃 + 𝑄 ≤ +𝐿(2 + 0 + 2)  

              ⇒  −𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳 

       Cas 3 : 𝛿̇3 = 0  ⇒  −𝐿(4 + 2 + 0) ≤ 3𝑃 + 𝑄 ≤ +𝐿(4 + 2 + 0)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       D’où finalement : 

         {
−𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳
−𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳

−𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳
 

- Combinaison (II) : 𝜹̇𝟐 = 𝒇(𝜹̇𝟏 ;  𝜹̇𝟑) 

    (3)   ⇒  𝛿̇2 =
1

2
(𝛿̇1 + 𝛿̇3)  (5) 

(1) & (5) ⇒  𝛿̇𝑃 =
1

4
(3𝛿̇1 + 𝛿̇3) 

(2) & (3) ⇒  𝛿̇𝑄 =
1

4
(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) 

✓ Puissance des efforts extérieurs : 

       ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑃̅ ∙ 𝛿̅̇
𝑃 + 𝑄̅ ∙ 𝛿̅̇

𝑄 =
1

4
𝑃(3𝛿̇1 + 𝛿̇3) +

1

4
𝑄(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) 
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✓ Puissance des efforts intérieurs : 

   ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑻𝒊𝜹̇𝒊𝒊 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 = 𝑇1𝛿̇1 +
1

2
𝑇2(𝛿̇1 + 𝛿̇3) + 𝑇3𝛿̇3  

✓ Principe des puissances virtuelles : 

  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝛿̇1, 𝛿̇2, 𝛿̇3 𝐶. 𝐴. 

  ⇒  
1

4
𝑃(3𝛿̇1 + 𝛿̇3) +

1

4
𝑄(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) ≤ 𝑇1𝛿̇1 +

1

2
𝑇2(𝛿̇1 + 𝛿̇3) + 𝑇3𝛿̇3 

  Posons :   
1

4
(𝛿̇1 + 3𝛿̇3) = 1 ⇒  𝛿̇3 =

1

3
(4 − 𝛿̇1) 

  ⇒  
𝟏

𝟑
𝑷(𝟏 + 𝟐𝜹̇𝟏) + 𝑸 ≤ 𝑻𝟏𝜹̇𝟏 +

𝟏

𝟑
𝑻𝟐(𝟐 + 𝜹̇𝟏) +

𝟏

𝟑
𝑻𝟑(𝟒 − 𝜹̇𝟏) 

✓ Domaine des chargements potentiellement supportables : 

       Sachant que :  |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3     

       ⇒  
𝟏

𝟑
𝑷(𝟏 + 𝟐𝜹̇𝟏) + 𝑸 ≤ 𝑳 (|𝜹̇𝟏| +

𝟏

𝟑
|𝟐 + 𝜹̇𝟏| +

𝟏

𝟑
|𝟒 − 𝜹̇𝟏|)  ∀  𝜹̇𝟏 𝑪. 𝑨. 

       Par minimisation de (𝑃, 𝑄), on obtient les cas suivants : 

       Cas 1 : 𝛿̇1 = 0  ⇒  −𝐿 (0 +
2

3
+

4

3
) ≤

1

3
𝑃 + 𝑄 ≤ +𝐿 (0 +

2

3
+

4

3
)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       Cas 2 : 𝛿̇1 = −2  ⇒  −𝐿(2 + 0 + 2) ≤ −𝑃 + 𝑄 ≤ +𝐿(2 + 0 + 2)  

              ⇒  −𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳 

       Cas 3 : 𝛿̇1 = 4  ⇒  −𝐿(4 + 2 + 0) ≤ 3𝑃 + 𝑄 ≤ +𝐿(4 + 2 + 0)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       D’où finalement : 

         {
−𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳
−𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳

−𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳
 

- Combinaison (III) :  𝜹̇𝟑 = 𝒇(𝜹̇𝟏 ;  𝜹̇𝟐) 

    (3)   ⇒  𝛿̇3 = 2𝛿̇2 − 𝛿̇1  (5) 

(2) & (5) ⇒  𝛿̇𝑄 =
1

2
(3𝛿̇2 − 𝛿̇1) 

✓ Puissance des efforts extérieurs : 

       ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑃̅ ∙ 𝛿̅̇
𝑃 + 𝑄̅ ∙ 𝛿̅̇

𝑄 =
1

2
𝑃(𝛿̇1 + 𝛿̇2) +

1

2
𝑄(3𝛿̇2 − 𝛿̇1) 

✓ Puissance des efforts intérieurs : 

   ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑻𝒊𝜹̇𝒊𝒊 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3𝛿̇3 = 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3(2𝛿̇2 − 𝛿̇1)  

✓ Principe des puissances virtuelles : 

  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝛿̇1, 𝛿̇2, 𝛿̇3 𝐶. 𝐴. 
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  ⇒  
1

2
𝑃(𝛿̇1 + 𝛿̇2) +

1

2
𝑄(3𝛿̇2 − 𝛿̇1) ≤ 𝑇1𝛿̇1 + 𝑇2𝛿̇2 + 𝑇3(2𝛿̇2 − 𝛿̇1) 

  Posons :   
1

2
(𝛿̇1 + 𝛿̇2) = 1  ⇒  𝛿̇1 = 2 − 𝛿̇2 

  ⇒  𝑷 + 𝑸(𝟐𝜹̇𝟐 − 𝟏) ≤ 𝑻𝟏(𝟐 − 𝜹̇𝟐) + 𝑻𝟐𝜹̇𝟐 + 𝑻𝟑(𝟑𝜹̇𝟐 − 𝟐) 

✓ Domaine des chargements potentiellement supportables : 

       Sachant que :  |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3     

       ⇒  𝑷 + 𝑸(𝟐𝜹̇𝟐 − 𝟏) ≤ 𝑳(|𝟐 − 𝜹̇𝟐| + |𝜹̇𝟐| + |𝟑𝜹̇𝟐 − 𝟐|)  ∀  𝜹̇𝟐 𝑪. 𝑨. 

       Par minimisation de (𝑃, 𝑄), on obtient les cas suivants : 

       Cas 1 : 𝛿̇2 = 2  ⇒  −𝐿(0 + 2 + 4) ≤ 𝑃 + 3𝑄 ≤ +𝐿(0 + 2 + 4)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       Cas 2 : 𝛿̇2 = 0  ⇒  −𝐿(2 + 0 + 2) ≤ 𝑃 − 𝑄 ≤ +𝐿(2 + 0 + 2)   

              ⇒  −𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳 

       Cas 3 : 𝛿̇2 =
2

3
  ⇒  −𝐿 (

4

3
+

2

3
+ 0) ≤ 𝑃 +

1

3
𝑄 ≤ +𝐿 (

4

3
+

2

3
+ 0)  

              ⇒  −𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳 

       D’où finalement : 

         {
−𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳
−𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳

−𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳
 

- Synthèse : 

Combinaison de (I), (II) et (III) : 

⇒ {
−𝟔𝑳 ≤ 𝟑𝑷 + 𝑸 ≤ +𝟔𝑳
−𝟔𝑳 ≤ 𝑷 + 𝟑𝑸 ≤ +𝟔𝑳
−𝟒𝑳 ≤ 𝑷 − 𝑸 ≤ +𝟒𝑳

   

⇒ Le domaine des chargements potentiellement supportables 𝐾(𝑃̅; 𝑄̅) est défini dans le 

plan (
𝑃

𝐿
;

𝑄

𝐿
) représenté par la figure suivante. 
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- Cas particuliers : 

1. 𝑷 = 𝑸  ⇒  −6𝐿 ≤ 4𝑃 ≤ +6𝐿 

      ⇒  −
𝟑

𝟐
𝑳 ≤ 𝑷 ≤ +

𝟑

𝟐
𝑳 

⇒  Le domaine 𝐾(𝑄̅) se réduit à un segment : 

 

 

 

 

 

 

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Q
/L

P/L

Domaine K des chargements potentiellement supportables

3P+Q=+6L 3P+Q=‒6L P‒Q=+4L

P‒Q=‒4L P+3Q=+6L P+3Q=‒6L

𝑂 
+

3

2
 

𝑃/𝐿 

𝑲(𝑷̅) 

−
3

2
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2. 𝑷 ≠ 𝟎  &  𝑸 = 𝟎 ⇒  −6𝐿 ≤ 3𝑃 ≤ +3𝐿 

         ⇒  −𝟐𝑳 ≤ 𝑷 ≤ +𝟐𝑳 

⇒  Le domaine 𝐾(𝑃̅) se réduit à un segment : 

 

 

 

 

3. 𝑷 = 𝟎  &  𝑸 ≠ 𝟎 ⇒  −6𝐿 ≤ 3𝑄 ≤ +3𝐿 

         ⇒  −𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳 

⇒  Le domaine 𝐾(𝑄̅) se réduit à un segment : 

 

 

 

- Nota : 

• L’approche statique par l’intérieur et l’approche cinématique par l’extérieur conduisent 

aux mêmes résultats. 

• En pratique, seule une combinaison (I), (II) ou (III) suffit.  

𝑂 +2 𝑃/𝐿 

𝑲(𝑷̅) 

−2 

𝑂 +2 𝑄/𝐿 

 

𝑲(𝑸̅) 

−2 
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Ex. 3 Considérons une poutre encastrée d’un côté et simplement appuyée de l’autre comme l’indique 

la figure ci-après. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement 

supportables 𝐾(𝑄̅) pour cette poutre, où 𝑄̅ désigne la charge appliquée. 

 
 
 
 
 
 
 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Rép. 3 

- Mécanisme de ruine : Mécanisme de poutres 

 
 

 

 

 

 

 

• 𝛿̇𝑄 = 𝑙 × 𝜃̇ 

 

- Puissance des efforts extérieurs 

  ℘𝒆𝒙𝒕 = 𝑸̅ ∙ 𝒒̇̅ = 𝑄 × 𝛿̇𝑄 = 𝑄 × 𝑙 × 𝜃̇ 

 

- Puissance des efforts intérieurs 

  ℘𝒊𝒏𝒕 = ∑ 𝑴𝒊𝜽̇𝒊𝒊 = 𝑀𝑜 × 𝜃̇ + 𝑀𝐴 × 2𝜃̇ 

 

- Principe des puissances virtuelles 

  ℘𝒆𝒙𝒕 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ∀  𝜃̇ 𝐶. 𝐴. 

  ⇒  𝑄 × 𝑙 × 𝜃̇ ≤ 𝑀𝑜 × 𝜃̇ + 𝑀𝐴 × 2𝜃̇ 

  ⇒  𝑸 ≤
𝟏

𝒍
(𝑴𝒐 + 𝟐𝑴𝑨) 

  

𝑹̅𝑶 

A 

𝐑̅𝑩 
𝑙 𝑙 

𝐐̅ 

𝐌̅𝐎 

O 

A 
𝑀𝑂 

B 𝑀𝐴 = 𝑅𝐵 × 𝑙 

⊖ 

⊕ 

Critère de rupture : |𝑀| ≤ m𝑝  

m𝑝 – moment limite (limite de 

résistance du matériau en flexion) 

𝜃 

2𝜃 

𝛿𝑄 = 𝑙 × 𝜃 

O 

A 

B 
𝑙 𝑙 

𝐐̅ 
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- Domaine des chargements potentiellement supportables 

    Sachant que : |𝑀𝐴| ≤ 𝑚𝑝  & |𝑀𝑂| ≤ 𝑚𝑝  ⇒  −
1

𝑙
(𝑚𝑝 + 2𝑚𝑝) ≤ 𝑄 ≤ +

1

𝑙
(𝑚𝑝 + 2𝑚𝑝) 

                   ⇒  −
𝟑

𝒍
𝒎𝒑 ≤ 𝑸 ≤ +

𝟑

𝒍
𝒎𝒑 

⇒ Le domaine des chargements potentiellement supportables 𝐾(𝑄̅) est défini dans le 

segment (𝑄𝑙 𝑚𝑝⁄ ) représenté par la figure suivante : 

 

 

 

 

 

- Nota : 

• L’approche statique par l’intérieur et l’approche cinématique par l’extérieur conduisent 

aux mêmes résultats. 

 

  

O +3 𝑄𝑙/𝑚𝑝 

𝑲(𝑸̅) 

−3 
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Ex. 4 (Interro. du 28/11/2022) Déterminer les bornes inférieure  𝑄𝑚𝑖𝑛 et supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥 du 

chargement potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, où 𝑄 désigne la charge 

appliquée. Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime 𝑄𝑢𝑙𝑡 

correspondante. 

 
 
 
 
 
 

 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Rep. 4 

 

 

 

 

 

 

 

4.1 Borne inférieure (𝑸𝒎𝒊𝒏) : 

• Approche de calcul : Approche statique par l’intérieur           

• ∑ 𝐹 = 0  ⇒  𝑁 + 𝑅𝑜 − 3𝑄 = 0     ⇒  𝑄 =
1

3
(𝑁 + 𝑅𝑜)  (1)   

• ∑ 𝑀/0 = 0 ⇒  𝑁 × 2𝑙 − 2𝑄 × 𝑙 − 𝑄 × 3𝑙 = 0 ⇒  𝑄 = 2𝑁/5       (2)   

Sachant que : |𝑁| ≤ 𝐿 

 (2) ⇒  𝑄 ≤ 2|𝐿|/5 

D’où : 

   ⇒  Borne inférieure :  𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝟐𝑳/𝟓               

4.2 Borne supérieure (𝑸𝒎𝒂𝒙) : 

• Approche de calcul : Approche cinématique par l’extérieur         

• Mécanisme de ruine : Mécanisme de rotation              

 

 

 

 

 

 

O 𝐵 

C 

𝑸 

𝑙 𝑙 

𝑵 

𝟐𝑸 

𝑙 

A 

Critère de rupture : |𝑁| ≤ L 

 

L – chargement limite 

O C 

B 
𝑸 

𝑙 

𝑵 

𝟐𝑸 

𝑙 

A 

𝑙 

+ 

+ 𝑹𝒐 

O 

𝑙 

𝑵 𝟐𝑸 

𝑙 
𝑹𝒐 

𝑙 

A C B 

𝑸 

𝛿𝐵 𝛿𝐶  
𝜃 𝜃 ≈ tan(𝜃) =

𝛿𝐴

𝑙
=

𝛿𝐵

2𝑙
=

𝛿𝐶

3𝑙
 

𝛿𝐴 
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• Compatibilité cinématique :  𝛿𝐴 = 𝛿𝐵/2 = 𝛿𝐶/3  

            ⇒  𝛿̇𝐴 = 𝛿̇𝐵/2 = 𝛿̇𝐶/3 = 𝜃̇ × 𝑙         

• 𝒫𝑒𝑥𝑡 = 𝑄̅ × 𝑞̇̅ = 2𝑄 × 𝛿̇𝐴 + 𝑄 × 𝛿̇𝐶 = 2𝑄 × 𝜃̇ × 𝑙 + 𝑄 × 𝜃̇ × 3𝑙 = 5𝑄 × 𝜃̇ × 𝑙    

• 𝒫𝑖𝑛𝑡 = ∑ (𝑁𝑖 × 𝛿̇𝑖)𝑖=1,3 = 𝑁 × 𝛿̇𝐵 = 𝑁 × 𝜃̇ × 2𝑙 = 2𝑁 × 𝜃̇ × 𝑙         

    ⇒  5𝑄 × 𝜃̇ × 𝑙 ≤ 2𝑁 × 𝜃̇ × 𝑙  

Sachant que : |𝑁| ≤ 𝐿 

    ⇒  𝑄 ≤ 2|𝐿|/5 
  D’où : 

  ⇒  Borne supérieure :  𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝑳/𝟓               

4.3 Commentaire : Les deux bornes coïncident avec la solution exacte.     

  ⇒  Charge ultime :   𝑸𝒖𝒍𝒕 = 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝑳/𝟓       
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Ex. 5 (EFS du 10/01/2023) Déterminer les bornes inférieure 𝑄𝑚𝑖𝑛 et supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥 du chargement 

potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, où 𝑄 désigne la charge appliquée. 

Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime 𝑄𝑢𝑙𝑡 correspondante. 

 

 
 
 
 
 
 

      
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Rep. 5 

 

 

 

 

 

5.1 Borne inférieure (𝑸𝒎𝒊𝒏) : 

• Approche de calcul : Approche statique par l’intérieur            

• ∑ 𝐹 = 0  ⇒  𝑁𝐴 + 𝑁𝐶 − 𝑄 − 3𝑄 = 0    ⇒  𝑄 =
1

4
(𝑁𝐴 + 𝑁𝐶)  (1)   

• ∑ 𝑀/𝐴 = 0 ⇒  𝑁𝐶 × 2𝑙 − 𝑄 × 𝑙 − 3𝑄 × 3𝑙 = 0  ⇒  𝑄 =
1

5
𝑁𝐶        (2)   

Sachant que : |𝑁𝐴| ≤ 𝐿  et  |𝑁𝐶| ≤ 3𝐿 

 (1) ⇒  𝑄 ≤
1

4
(|𝐿| + 3|𝐿|) = |𝐿| 

 (2) ⇒  𝑄 ≤
1

5
× 3|𝐿| = 3|𝐿|/5 

⇒  Borne inférieure : 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝟑𝑳/𝟓                   

5.2 Borne supérieure (𝑸𝒎𝒂𝒙) : 

• Approche de calcul : Approche cinématique par l’extérieur          

• Mécanisme de ruine : Mécanisme de rotation               

 

 

 
 

 
 

A 𝐶 

D 

𝟑𝑸 

𝑙 𝑙 

𝑵𝑪 

𝑸 

𝑙 

B 

𝑵𝑨 ℎ Critère de rupture : |𝑁𝐴| ≤ 𝐿   et   |𝑁𝐶| ≤ 3𝐿  

 

L – chargement limite 

𝑵𝑪 

A 

D 

C 
𝟑𝑸 

𝑙 
𝑸 

𝑙 

B 

𝑙 

+ 

+ 

𝑵𝑨 

A 

𝑙 

𝑵𝑪 𝑸 

𝑙 

𝑵𝑨 

𝑙 

B D C 

𝟑𝑸 

𝛿𝐶  𝛿𝐷 

𝜃 

𝜃 ≈ 𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
𝛿𝐵−𝛿𝐴

𝑙
=

𝛿𝐶−𝛿𝐵

𝑙
=

𝛿𝐷−𝛿𝐶

𝑙
  

  =
𝛿𝐶−𝛿𝐴

2𝑙
=

𝛿𝐷−𝛿𝐵

2𝑙
=

𝛿𝐷−𝛿𝐴

3𝑙
  

𝛿𝐵 𝛿𝐴 



Calcul à la rupture et analyse limite                                                                      Chap. 3 – Approche cinématique par l’extérieur 

M. KHEMISSA  17 

• Compatibilité cinématique :  

 ⇒  𝛿̇𝐴 =
3

2
𝛿̇𝐵 −

1

2
𝛿̇𝐷  

⇒  𝛿̇𝐵 =
1

2
(𝛿̇𝐴 + 𝛿̇𝐶)                       

 ⇒  𝛿̇𝐷 =
1

2
(3𝛿̇𝐶 − 𝛿̇𝐴)  

  Posons : 𝛿̇𝐴 = 0 (Principe des Puissances Virtuelles)  ⇒  𝛿̇𝐵 =
𝛿̇𝐶

2
  et   𝛿̇𝐷 =

3𝛿̇𝐶

2
  

• 𝒫𝑒𝑥𝑡 = 𝑄̅ × 𝑞̇̅ = 𝑄 × 𝛿̇𝐵 + 3𝑄 × 𝛿̇𝐷 = 𝑄 ×
𝛿̇𝐶

2
+ 3𝑄 ×

3𝛿̇𝐶

2
= 5𝑄 × 𝛿̇𝐶         

• 𝒫𝑖𝑛𝑡 = 𝑁𝐴 × 𝛿̇𝐴 + 𝑁𝐶 × 𝛿̇𝐶 = 𝑁𝐴 × 0 + 𝑁𝐶 × 𝛿̇𝐶 = 𝑁𝐶 × 𝛿̇𝐶            

• 𝒫𝑒𝑥𝑡 ≤ 𝒫𝑖𝑛𝑡 ∀  𝛿̇𝐴  et   𝛿̇𝐶   C.A.  (cinématiquement admissible) 

  ⇒  5𝑄 × 𝛿̇𝐶 ≤ 𝑁𝐶 × 𝛿̇𝐶   ⇒  𝑄 ≤
1

5
𝑁𝐶  

  Sachant que : |𝑁𝐶| ≤ 3𝐿  ⇒  𝑄 ≤
1

5
× 3|𝐿| = 3|𝐿|/5 

⇒  Borne supérieure :    𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟑𝑳/𝟓                  

5.3 Commentaire : Les deux bornes coïncident avec la solution exacte        

   ⇒  Charge ultime :  𝑸𝒖𝒍𝒕 = 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟑𝑳/𝟓              
 

 

 


