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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 2 — Approche statique par I’intérieur

Ex. 1 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l'indique la
figure ci-aprés. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (Q) pour cette structure, ou Q désigne la charge appliquée.

Critére de rupture : |Tj| < L;i=1,2,3

L - chargement limite (limite de
résistance du matériau en traction)

A. Equations d’équilibre

e YF=0 = T1+T,+T3=Q )
e YMu=0 = T,x214+T3x4l=Qx3l

= 2T, +4T; = 3Q (ii)
o YMp=0 = -T;x21+T3x2l=QxlI

> 2T, +2T3=0Q (iii)
* YXM)=0 = -T;x4l-T,x2l=-QxlI

= 4T+ 2T, =Q (iv)
 XMp=0 = -T;x3l-T,xI+T3x1=0

= 3T1+T,—T3=0 ()]
Remarque :

L’équation (v) s’identifie avec les équations (iii) et (iv) :

2T, +2T; =Q (iii)

4T, + 2T, = Q (iv)
= 6T, +2T,—2T;=0 (iv)-(iii) = 3T1+T,—T;3=0 V)
D’oul le systéeme d’équations a résoudre :

T{+T,+T3=0Q (D)
2T, +4T; =3Q  (2)
= —2T{+2T3 =Q 3)
4T, + 2T, = Q 4)
Tyl <L;i=1,2,3 (5)
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 2 — Approche statique par I’intérieur

B. Combinaison (I): T4 = f(T3) et T, = f(T3)
(2) = 2T, +4T;=3Q = 2T,=3Q0—-4T;, = T, =;Q_273

(3) = -2+2T;=Q = 2,=—Q+2T; => T;=-3Q+T,
¢ INISL > -LSTy<+L = -L<—3Q+T3<+L
1 1
> 2Q-L<T3<;Q+L (@)
e ILISL = —L<T,<+L = -L<2Q-2T3<+L

3 1 3 1
= Q-;L<T3<3Q+;L (b)

e <L = —-L<T3<+L ©
Combinaison de (a), (b) et (c) :
1
lo-L<+L 0 < +4L
« @et( > 12 5 {_4—L< > —4L<Q<+4L (A)
—L<-Q+L =0
3Q Ll < +L Q 2
;0—5L< < +2L
« Met() = {*° 2 5 {_2—L< > -2L<Q<+2L (B)
—L<-Q+L =0
1 3 1
lo-L<3g+2iL _
e (@et(d) = {2 a0 2T {Qéjfgi = —6L<Q<+6L (C)

3 1 1
SQ—sL<5Q+L
Combinaison de (A), (B) et (C):
> —2L<Q<+2L ()
C. Combinaison (IN: T, = f(T1) et T3 = f(T¢)
(3) = -2+2T;=Q = 203=Q+2T, = T3=;Q+T;
1

4 = 4T +2T,=Q = 2,=Q-4T, = T;=;Q-2T,

e ILISL = —L<T,<+L = -L<;Q-2T;<+L
1 1 1 1
¢ ILISL = —L<Ty<+L = -L<-Q+T <+L
> —2Q-L<T;<;Q+L (b

e isL = —-L<T{<+L ©
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Combinaison de (a), (b) et (¢) :

1 1
lo-ir<+L 0 < +6L
e (et(0) = {* 7 ‘el > —6L<Q<+6L (A)
—LﬁzQ-i-EL { =0
1
~20-L<+L 0<4L
o (b)et 2 - —4L<Q<+4L (B
SECIEE T - {458 - Q ®)
“Q--L<-Q+L _
C @ett) = | B i (5. =-zses+a ©

1 1 1
—;Q0-L=.0+:L
Combinaison de (A), (B) et (C):

= —2L<Q<+2L ()

D. Combinaison (IlI): T, = f(T,) et T3 = f(T;)

(2) = 2T, +4T;=3Q = 4T3=3Q-2T, = TSZEQ_%TZ
(4) = 4T, +2T,=Q = 4T,=Q-2T, = T1=iQ—§Tz

e IMISL = —LSTy<+L = -L<-Q-:T,<+L

> 2Q-2L<T,;<;Q+2L (a)
e ILISL = —L<STy<+L > -L<2Q-:T,<+L

> 2Q-2L=T,<iQ+2L ()

o IT,ISL = -L<T,<+L (©
Combinaison de (a), (b) et (c) :

1
-Q—2L < +L Q < +6L
e (A)et(c) = 2 = - > —-6L<Q<+6L (A
~L<5Q+2L —6L=0Q ®
(b) et (¢) ;02 st Q=<2L 2L<Q<+2L (B)
. et(c) = = = —-2L<Q=<
~L<2Q+2L —2L =@

1 3
EQ—ZLSEQ-FZL s {—4LSQ

> -4L<Q<+4L (C)
SQ-2L<5Q+2L Q < +4L

e (a)et(b) =

Combinaison de (A), (B) et (C):
> =2L<Q<+2L (1)
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E. Synthese
Combinaison de (1), (II) et (III) :
> —-2L<Q<+2L

= Le domaine des chargements potentiellement supportables K(Q) est défini dans le

segment (%) représenté par la figure suivante :

1))
————————{az@z@@@zz@@@z*@@@@@@@%ﬁ@gﬁ%—————————>
-2 0 +2 Q/L

Remarque: Comme labarre est suspendue par des tirants flexibles, les efforts ne peuvent
donc étre que des tractions :

> 0<Q<+2L

= Le domaine des chargements potentiellement supportables K (Q) est

défini dans le segment (%) représenté par la figure suivante :

K(Q)
WM%
0 +2 Q/L

F. Nota

e En pratique, seule la combinaison (I), (II) ou (III) suffit.
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 2 — Approche statique par I’intérieur

Ex. 2 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l'indique la
figure ci-aprés. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (P, Q) pour cette structure, ou P et Q désignent les charges appliquées.

Critére de rupture : |Tj| < L;i=1,2,3

L - chargement limite (limite de
résistance du matériau en traction)

A. Equations d’équilibre

o YF= = T1+T,+T3=P+Q )]
e YMu=0 = T,x214+T3x4l=Pxl+Qx3l

= 2T, +4T; =P +3Q (ii)
e YXMp=0 = -T;x2+T3x2l=-PxXI1+QXxlI

> —2T{+2T3=-P+Q (iii)
o YIM/)c=0 = Tyx4l+T,x2l=PX3l+QXI

= 4T+ 2T, =3P +Q (iv)
o YM;p=0 = -TyxXI+T,x1+T3x3l=Qx2l

= -—T{+T,+3T3=2Q )
o YMp=0 = -T;x3l=T,xl—=Tyxl=-Px2l

= -3T{—-T,+T3=-2P (vi)
Remarque :

Les équations (v) et (vi) s’identifient avec I'équation (i) :
—T,+ T, + 3T; = 2Q V)
—3T, — T, + T3 = —2P (vi)
= 2T, + 2T, + 4T; = 2P + 20 W)-vi) = T +T,+T:=P+0Q (i)
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D’ou le systeme d’équations a résoudre :

2T, +4T; = P + 3Q (2)

= —2T,+2T3=—-P+Q (3)
4T, + 2T, =3P +Q 4)
ITi| <L;i=1,2,3 (5)

B. Combinaison (I): T, = f(T3) et T, = f(T3)
(2) = 2T, +4Ts=P+3Q = 2T,=P+3Q—4T,

> T,=;P+5Q—2T;

TI<L = -L<STy<+L = —L<;P—sQ+T3<+L

> —2P+;Q-L<T3<—P+5Q+L (a)
TISL = -LST,<+L = -L< P+2Q-2T3<+L

> P+2Q-5L<T;<;P+:Q+5L (b)
IT;/ <L = —L<T3<+L (©
Combinaison de (a), (b) et (c) :

——P+ Q L<+L
e (a)et(c) =
—L<——P+ Q+L

P+Q<+4L

sL<-Pt0O —4L<P-Q<+4L (A)

=P 42 Q——L<+L
~L<IP+2Q+5L

&
-
{
{_H fos
E
- |

e (b)et(c) =

> —-6L<P+3Q<+6L (B)

—~P+-Q-L< P+2Q+;L
SP+2Q—sL<—-P+-Q+L

e (Q)et(b) =

—2p-2Q<+iL
: = —6L<3P+Q<+6L (C)
—5L<——P——Q
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Combinaison de (A), (B) et (C):

—4L<P-Q<4L
> {-6L<P+3Q<6L 0
—6L<3P+Q <6L

C. Combinaison (I): T, = f(T,) et T3 = f(T4)

> T3=—3P+;Q+T;

4) = AT, +2T, =3P +Q = 2T, =3P+ Q—A4T,
> T,=>P+:Q-2T,
2 2
TISL = -L<T,<+L = -L<IP+2Q-2T;<+L

1

3 1 3 1 1
= ZP+ZQ_ELST1SZP+ZQ+EL

TlSL = -L<STy<+L > -L<—P+5Q0+Ty<+L

1 1 1 1
= EP—EQ—LST1SEP—5Q+L
IT;] <L = —-L<T3<+L
Combinaison de (a), (b) et (c) :

2p 4= Q—§L<+L

1

e (@et(c) =
-L<= P+4Q+ L

<
3P+ 0 = +6L —6L<3P+Q<+6L (A)

e (bet(c) =
—L<- P——Q+L

{
- {2
{ ~lo-L<+1
-

L<P_g > —4L<P-Q<+4L (B)

“P+1Q—5L<P-2Q+L

1

EP__Q L< —P+ZQ+EL

{—P+ 2o+l

W

e (a)et(b) =

> —6L<P+3Q<+6L (O
—2L<7P+2Q

(@

(b)
(©)
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 2 — Approche statique par I’intérieur

Combinaison de (A), (B) et (C):

—6L<3P+Q<+6L
> {—-4L<P-Q<+4L n
—6L<P+3Q<+6L

D. Combinaison (IID): T, = f(T,) et T3 = f(T3)
1 3 1
= T3_ZP+ZQ_ET2
(4) = AT, +2T,=3P+Q = 4T, =3P+Q-2T,
3

1 1
= Tl:ZP-I_ZQ_ETz

TI<L = -LSTy<+L > -L<2P+:Q-3T,<+L

> P+:Q-2L<T,<:P+;Q+2L (a)

TI<L = -LSTy<+L > -L<;P+2Q—3T,<+L
1 3 1 3
= SP+;Q-2L<T,=<;P+;Q+2L (b)
IT;] <L = —-L<T3<+L (0
Combinaison de (a), (b) et (c) :
—P+ Q—2L<+L
e (@et(c) =
—L<3 P+ Q+2L

<
{3P+Q +oL > —6L<3P+Q<+6L (A)

—P+ Q—2L<+L

e (bet(c) =
—L<- P+ Q+2L

P +30Q < +6L
{ 6L< P +30 —6L<P+3Q<+6L (B)
SP+2Q-2L< P+2Q+2L
* @etb) = ZP+30-20<3P+2Q+2L
2 Q 2 Q
P Q < +4L
= _AL<P—Q > —-4L<P-Q=<+4L (O

Combinaison de (A), (B) et (C) :

—6L<3P+Q<+6L
= {—6L <P+3Q<+6L (1)
—4L<P-Q<+4L
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E. Synthese
Combinaison de (I), (II) et (III) :

—6L<3P+Q<+6L
= {-6L<P+3Q< +6L
—4L<P-Q<+4L

=  Le domaine des chargements potentiellement supportables K (P; Q) est défini dans le

p . . . .
plan (Z ; %) représenté par la figure suivante :

Domaine K des chargements potentiellement supportables
5

Q/L

?\

P/L

-5

3P+Q=-+6L 3P+Q=-6L —P-Q=+4L
—P-Q=-4L —P+3Q=+6L —P+3Q=-6L
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Calcul a la rupture et analyse limite Chap. 2 — Approche statique par I’intérieur

F. Nota

e En pratique, seule la combinaison (1), (II) ou (III) suffit.

G. Cas particuliers

1.LP=Q = —6L<4P <+6L
3 3
> -CL<P<+L

= Le domaine K(Q) se réduit a un segment :

K(P)
3 0 3 P/L
3 3 /
2 2

2.P+0& Q=0 = -6L<3P<+6L
= —2L <P < +2L
= Le domaine K(P) se réduit a un segment :
K(P)
—2 0 +2 P/L
3.P=0&Q+0 = —-6L<3Q<+6L
= —-2L<Q < +2L

= Le domaine K(Q) se réduit a un segment :

K@)
-2 0 +2 Q/L
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Ex. 3 Considérons une poutre encastrée d'un cété et simplement appuyée de I'autre comme I'indique
la figure ci-aprés. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (Q) pour cette poutre, ou Q désigne la charge appliquée.

A Critére de rupture : |[M| < m,,
o Q m,, - moment limite (limite de résistance
B dumatériau en flexion)
I L 2 L L
1 q /

- Q
Ry 1§B
| [ % l
1 | i
MOR A
O @MA:RBXI B
« $F=0 = Ry+R=0Q @
° Z_/OZG > R X2l—QX1l+My,=0 = ZRB_Q_l_%MO:O (2)

@ = 22p=Q-7Mo = Rg=3;Q-3Mo

Sachantque: M, = Rp X1 = RB=%MA

. 1 1 1 2 1
D’ou alors : ?MA=EQ_2_IM0 = Q=7MA+7MO
) 2 1 2 1
Sachantque: |[My| <m, & [Mp| <m, = —Tmy —Tmy < Q< +om, +omy,
3m.<0<4+2
= _sz—Q—+lm1’
Le domaine des chargements potentiellement supportables K (Q) est défini dans le segment
l s s . .
(fl—) représenté par la figure suivante :
D
K@©Q)
-3 0 +3 Ql/mp
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Ex. 4 (Interro. du 28/11/2022) Déterminer les bornes inférieure Q,in du
chargement potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, ou Q désigne la charge
appliquée.

Critere de rupture : [N| < L

L - chargement limite

4.1 Borne inférieure (Q,,in) :
e Approche de calcul : Approche statique par l'intérieur
e YF=0 = N+R,—-3Q0=0 > Q=;N+R) (1)
e XM;y=0= Nx20-2Qx.—-Qx3l=0= Q=2N/5 2)
Sachantque: [N| <L
(2 = Q<=2ILl/5
D’ou:

=  Borne inférieure: Quin = 2L/5
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Ex.5 (EFSdu10/01/2023) Déterminer les bornes inférieure Q,,in, du chargement
potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, ou Q désigne la charge appliquée.

Critére de rupture: [Ny| <L et |[N.| <3L

L - chargement limite

5.1 Borne inférieure (Q,nin) :

e Approche de calcul : Approche statique par l'intérieur
e YF=0 = Ny+N;—Q-3Q=0 > Q=-WN+No) (D)
« IMpu=0= Nex20-Qx1-3Qx3l=0 = Q=:N 2)
Sachantque: [Ny| <L et |Ng| < 3L

1 = Q=;ULI+3ILD =1Ll

2) = Qs§x3u|=3uus

=  Borneinférieure: Q,,i, = 3L/5
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