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Ex. 1 Soit, en un point M d’un matériau, le tenseur des contraintes 𝜎̿ défini dans le repère 
orthonormé (x̅1, x̅2, x̅3) : 
 

 𝜎̿ = [𝜎𝑖𝑗] = [
1 0 𝑘√3
0 1 + 𝑘 0

𝑘√3 0 1 + 2𝑘

] , où 𝑘 ≥ 0 désigne le paramètre de chargement. 

 
Déterminer le domaine de résistance G(x̅) du matériau obéissant aux critères de rupture suivants : 
a/ von Mises, 
b/ Tresca, 
Commenter ensuite les résultats trouvés. 
 
 
Ex. 2 Déterminer les bornes inférieure 𝑄𝑚𝑖𝑛 et supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥 du chargement potentiellement 
supportable de la structure ci-dessous, où 𝑄 désigne la charge appliquée. Commenter ensuite les 
résultats trouvés, puis déduire la charge ultime 𝑄𝑢𝑙𝑡 correspondante. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
N.B. : Seules les notes de cours sont autorisées. 
 

Bonne chance 
Prof. Mohamed Khemissa 
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Critère de rupture : |𝑁| ≤ 𝐿 
 
𝐿 – chargement limite 



Calcul à la rupture et analyse limite (16/05/2022) 

Corrigé 

 

Exercice 1 

1.1 Contraintes principales : 𝝈𝟏 ≥ 𝝈𝟐 ≥ 𝝈𝟑  

   𝜎12 = 𝜎23 = 0  ⇒  L’axe 𝑥̅2 est principal      ⇒  𝜎𝐼 = 1 + 𝑘 

   𝜎𝐼𝐼,𝐼𝐼𝐼 =
1+1+2𝑘

2
± √(

1−1−2𝑘

2
)

2

+ (𝑘√3)
2

= 1 + 𝑘 ± 2𝑘  ⇒  𝜎𝐼𝐼 = 1 + 3𝑘  

                        ⇒  𝜎𝐼𝐼𝐼 = 1 − 𝑘 

  D’où : 

   {
𝝈𝟏 = 𝟏 + 𝟑𝒌         
𝝈𝟐 = 𝟏 + 𝒌           
𝝈𝟑 = 𝟏 − 𝒌           

                       
#𝟏
#𝟏
#𝟏

 

1.2 Domaine de résistance  

• Critère de von Mises 

   𝜎𝑒𝑞 ≤ 𝜎𝑜 | 𝜎𝑒𝑞 = √
1

2
[(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2] 

   ⇒  (𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2 ≤ 2𝜎𝑜
2 

   ⇒  (1 + 3𝑘 − 1 − 𝑘)2 + (1 + 𝑘 − 1 + 𝑘)2 + (1 − 𝑘 − 1 − 3𝑘)2 ≤ 2𝜎𝑜
2 

   ⇒  4𝑘2 + 4𝑘2 + 16𝑘2 ≤ 2𝜎𝑜
2 

   ⇒  24𝑘2 ≤ 2𝜎𝑜
2 

   ⇒  |𝑘| ≤
1

2√3
𝜎𝑜  

   Sachant que : 𝑘 ≥ 0 ⇒  𝟎 ≤ 𝒌 ≤
𝟏

𝟐√𝟑
𝝈𝒐              #1 

   D’où le domaine de résistance 𝐺(𝑥̅) : 

                                    #1 

• Critère de Tresca 

   𝑆𝑢𝑝{|𝜎1 − 𝜎2| ;  |𝜎2 − 𝜎3| ;  |𝜎3 − 𝜎1|} ≤ 𝜎𝑜 

⇒  𝑆𝑢𝑝{|1 + 3𝑘 − 1 − 𝑘| ; |1 + 𝑘 − 1 + 𝑘| ; |1 − 𝑘 − 1 − 3𝑘|} ≤ 𝜎𝑜 

⇒  𝑆𝑢𝑝{2|𝑘| ;  2|𝑘| ;  4|𝑘|} ≤ 𝜎𝑜 

⇒  4|𝑘| ≤ 𝜎𝑜 

⇒  |𝑘| ≤
1

4
𝜎𝑜 

   Sachant que : 𝑘 ≥ 0 ⇒  𝟎 ≤ 𝒌 ≤
𝟏

𝟒
𝝈𝒐               #1 

   D’où le domaine de résistance 𝐺(𝑥̅) : 

                                    #1 

1.3 Commentaire : Le critère de Tresca est plus restrictif que le critère de von Mises  #1 

𝟎 

𝑘 𝜎𝑜Τ  

 + 𝟏 𝟐√𝟑Τ  
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 + 𝟏 𝟒Τ  

 



 

Exercice 2 

 

 

 

 

 

2.1 Borne inférieure (𝑸𝒎𝒊𝒏) : 

• Approche de calcul : Approche statique par l’intérieur          #1 

• ∑ 𝐹 = 0   ⇒  𝑁 + 𝑅𝑜 − 2𝑄 = 0     ⇒  𝑄 =
1

2
(𝑁 + 𝑅𝑜) (1)  #1 

• ∑ 𝑀/0 = 0  ⇒  𝑁 × 2𝑙 − 𝑄 × 𝑙 − 𝑄 × 3𝑙 = 0 ⇒  𝑄 = 𝑁/2 (2)    #1 

Sachant que : |𝑁| ≤ 𝐿 

 (2) ⇒  𝑄 ≤ |𝐿|/2 

D’où : 

   ⇒  Borne inférieure :  𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑳/𝟐              #1 

2.2 Borne supérieure (𝑸𝒎𝒂𝒙) : 

• Approche de calcul : Approche cinématique par l’extérieur        #1 

• Mécanisme de ruine : Mécanisme de rotation             #1 

 

 

 

 

 

• Compatibilité cinématique :  𝛿𝐴 = 𝛿𝐵/2 = 𝛿𝐶/3  

           ⇒  𝛿̇𝐴 = 𝛿̇𝐵/2 = 𝛿̇𝐶/3 = 𝜃̇ × 𝑙       #1 

• 𝒫𝑒𝑥𝑡 = 𝑄̅ × 𝑞̇̅ = 𝑄 × 𝛿̇𝐴 + 𝑄 × 𝛿̇𝐶 = 𝑄 × 𝜃̇ × 𝑙 + 𝑄 × 𝜃̇ × 3𝑙 = 𝑄 × 𝜃̇ × 4𝑙    #1 

• 𝒫𝑖𝑛𝑡 = ∑ (𝑁𝑖 × 𝛿̇𝑖)𝑖=1,3 = 𝑁 × 𝛿̇𝐵 = 𝑁 × 𝜃̇ × 2𝑙             #1 

     ⇒  𝑄 × 𝜃̇ × 4𝑙 ≤ 𝑁 × 𝜃̇ × 2𝑙  ⇒  𝑄 ≤ 𝑁/2 

  Sachant que : |𝑁| ≤ 𝐿 

     ⇒  𝑄 ≤ |𝐿|/2 
D’où : 
   ⇒  Borne supérieure :  𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝑳/𝟐              #1 

2.3 Commentaire : Les deux bornes coïncident avec la solution exacte      #1 

   ⇒  Charge ultime :   𝑸𝒖𝒍𝒕 = 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝑳/𝟐           #1 
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