M:j[]; Calcul a la rupture et analyse limite

Chapitre Trois

Approche cinématique
par l'extérieur

O Bases théoriques

Q Exemples d’application
< Cylindre en compression
< Cylindre en torsion
< Plaque pleine en traction
< Plaque trouée en traction
< Tube en traction-torsion
< Structure réticulée
< Excavations
< Fondations
< Soutenements

Q Exercices
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1985

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Bases théoriques

Soit: @ - Tenseur de contraintes (AV7)

Vs U dVy = vV
aVF N GV,—l =0

f - Densité de forces dans (V) F4
F® - Forces surfaciques sur (0Vg)

u? - Champ de déplacement sur (9Vy)

* Champ de vitesses cinématiquement admissible u

On dit que ¥ est cinématiquement admissible (C.A.) si et seulement si :

v; = v4(X) sur aVyz | ¥ =i

* Champ de contraintes physiquement admissible

On dit que & est physiquement admissible (P.A.) si et seulement si :

ceEG(x) Vxe (V) I G (x)-Domaine de résistance du matériau

= (ritére de rupture (Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb, Drucker-Prager; ...)
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques

* Condition d’équilibre : Principe des puissances virtuelles

Soit :
> Per(®) = Q-q(V) (Puissance des efforts extérieurs)

> Pine(W) = fV o:d@)dV + f): o -n-[v]dX (Puissance des efforts intérieurs)

= Pext(V) L Pine(¥) V7V C.A. (Condition d’équilibre)

Q - Charge appliquée
- Déplacement

S

q - Vitesse de déplacement

Y. - Surface de discontinuité

[v] - Discontinuité du champ de vitesses

o - Tenseur de contraintes

d= %[grad(t_?) + tgrad(v)| - Tenseur des vitesses de déformation (d = )
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1985

i Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques

* Puissance résistante maximale

On définit une puissance résistante maximale §0,,, (V) :

Prm@) = [, n[x, d@]dV + [ n[x,7®), [D(®)]] dZ

ou 1 deésigne la fonction d’appui telle que :

Pt @) = Q- G(@) < ,m(@) VT C.A.

Il s’ensuit donc que :
Si3V CA | Pex(®) =Q-90) <) = Q €K

= Quit < Q = Q,uax (Borne supérieure)

/AN Remarque : L'approche cinématique est une approche par exces.
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Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Expressions de la fonction d’appui =

Cette fonction est définie par :
n[x,d(@)| = Sup{d®):d(x) | a(x) € G(x)} dans (V)
n[x,n(x), [v()]] = Sup{e(®) - n(x) - [v(®)] | o(x) € G(X)} sur (2)

A

Raisonnement : B
Min ©,,,(v)

D’ou le domaine des chargements potentiellement supportables :
K={Q | Q-q®) — p,m(®) <0 V¥ C.A.}
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Expressions de la fonction d’appui =

Remarque : Pour que le probléme soit possible, il faut que §,.,,,(¥) soit finie en
certains points. Soit donc:

n(d) = +oo (infinie) n(d) = 7:d = cste (finie)

AN = | On doit choisir des champs de vitesses ¥ C.A. | §,m(V) < +©

Propriétés de la fonction d’appui :

n(aﬁ) = an(z) Va >0
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général
+* Notations

s - Tenseur des contraintes déviatoriques

S1 = S = S§3 - Contraintes principales déviatoriques

Oeq = \/ Tr(s?) = \/ Gy = \/ (s% + s% + s%) - Contrainte équivalente

d= %[grad(ﬁ) + tgrad(ﬁ)] - Tenseur des vitesses de déformation (d = )

d, = d, = d3 - Taux principaux de déformation (Valeurs principales de 67)

deqg = \/g Tr(ﬁz) = \/3 didj; = \/g (d% +d3i + d%) - Déformation équivalente
[v] - Discontinuité de la vitesse v au franchissement de la surface de discontinuité %

Prm®) = [, n[x,d@]dV + [, =[x, 7@, [vE)]]d=
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1985

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

«¢* Critére de Tresca

v" Domaine de résistance: G(o) = Sup {6i—0j—0,} <0

l_
j= 123

o, - Limite de résistance en traction simple (ou en compression simple)
v" Fonction 7t :

+oo  si Tr(d) #0
m(d) =4 B dans (V)
2(ldq| +Id| + |d3]) si Tr(d) =0

+oo si [v] - n#0

n(n,[v]) =1, sur (X)
S|Vl si [v]-n=0
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

«* Critére de von Mises

1 2
EsijS]'i —k < 0

. , . _ 1 -
v' Domaine de résistance: G(3) = o2, — k* = ETr(sz) — k% =
k - Limite de résistance en cission simple (Cisaillement pur)
(= 0, en cission simple ; = 6,/\3 en traction simple ; = —6,/\3 en compression simple)
v" Fonctionr :

r+oo Si Tr(ﬁ) #0

k x /2Tr(§2) =0,deq Si Tr(ﬁ) =0
.

+oo si [v] - n#0
n(n,[v]) = sur (2)
k|[vl| si [v] - n=0

n(d) = 4 dans (V)
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

«* Critére de Mohr - Coulomb

v Domaine de résistance:

G(@) = Sup {(1+ sing)o; — (1 —sing)a; — 2c-cosp} < 0
i=1,2,3
j=123

c et @ — Parameétres de cisaillement du matériau

v" Fonctionr :

- +oo  si Tr(d) < (|dq| + |d3| + |d3]) sing
n(d) = _ dans (V)
“Tr(d) si Tr(d)= (|dq| + |dy| + |d5]) sin g

tan @

+oo si [v]-n<[v]sine

n(n,[v]) = sur (2)

c

tan(pllﬁ]] n si [v]-n=[v]sing

telle que H = ﬁ est la pression de cohésion (Limite de résistance en traction triple).
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

+* Critere de Drucker - Prager

v Domaine de résistance: G(a) = /%Tr(?z — \/%[mfw —%Tr(ﬁ)] <0
3(3+sin< @

c et @ — Parametres de cisaillement du matériau (50ls)

v" Fonction =t :

-

too  si Tr(d) < \/32:3‘:;2"’ [3Tr(d2) (T'"(E))Zl

n(d) =1 dans (V)

o Tr(d@) si Tr(d) = J;:S‘;;" 3Tr(d?) — (Tr(ﬁ))zl

\

+oo  si [V]-n<[v]sing

n(n,[v]) =1 . sur (X)
[v] -n si [v]-n=[v]sing

tan ¢
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E Calcul a la rupture et analyse limite
wasmew. CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

2. Milieux continus bidimensionnels (2D) : Plaques en flexion

«* Notations

3D 2D M = M;je®e; | i =1,2&j = 1,2 - Tenseur des moments de flexion au point x
% ]\j w(X) - Vitesse de fléche au point x suivant l'axe z “ M,, T
- Y a@ = grad|w(x)] _ T AN E
[7] [o@®] M,, 7 C y
X (X) - Tenseur des vitesses de courbure au point x _
[@(®)] = w,(®) — @, (%) - Discontinuité de @ au 2
franchissement de la ligne de discontinuité L au point x
de normale 1n(x) X
Prm@) = p(®) = [; w[X,x@)]dS + [, =[x, 7),6)]dL
o*w  9*w 92w 102w  10%w AL C))
s |7 way|_| 7 3130 12967 3 -
ot ot | (1ot 1ot 1ow  109%W )
dxdy 0y? rordd r200% ror 1?0062 ) L - 5
(x;7) (ér; €p) z
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

2. Milieux continus bidimensionnels (2D) : Plaques en flexion

*» Critére de Tresca 1‘:{ 2
v' Domaine de résistance: G(M) = Sup{lM,l -M;|}-m<0

v Fonction = : \/_T )
() =m- SuP{|X¢; = X5} l_/ > M,

n(w) = mlwl (Discontinuité) (-m—m)

* Critére de von Mises
v' Domaine de résistance : (M) = M} + M3 — M M, —Sm? < 0 1\‘7{2@ )
m - Limite de résistance en flexion \ 7"’ 2"

v" Fonction 7t : ﬁ P
w(3) = (Kot By + Xy + Haskyy = [+ B+ Hade (i

n(w) = m|w|  (Discontinuité)

M, = M, - Moments principaux / 77
/
)

Y1 = ¥ - Valeurs principales de ¥ (%)
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

2. Milieux continus bidimensionnels (2D) : Plaques en flexion

«* Critere de Johansen isotrope (Béton armé)

v" Domaine de résistance: G(M) = Sup{M; —m;—M; —m'} < 0 M,
i

m - Limite de résistance en flexion positive (+) \

m' - Limite de résistance en flexion négative (—)

v Fonction rt : (-m’;—m)°
n(X) = Sup{mj, ; —m'j,} + Sup{my, ; —m’'j,}

(w) = Sup{mw ; —m'®w} (Discontinuité)

X1 = X2 - Valeurs principales de )7(?)
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

* Sections en traction-compression (Systemes réticulés)
v" Notations :
N(s) - Effort normal sur la section d'abscisse curviligne s

u(s) - Composante tangentielle de la vitesse du point d’abscisse s
£(s) = du(s)/ds - Vitesse (Taux) d’extension a l'abscisse s

orm(@) = W) = [ w[s,&(s)]ds + Z;mls;, u(s)]

v' Domaine de résistance : 7
G(N) = Sup{N = N,;—N — Ny} < 0 \\j\*
S S
N, - Limite de résistance en traction (+) (S) N(S)

N, - Limite de résistance en compression (—)

v' Fonctionr : o ]1V—D
o
(&) = Sup{éN, ; —&N,} d é
n(U) = Sup{UN, ;—UN,} (Discontinuité) V=1[ol  U(s)=[us)]
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

«» Sections en flexion simple (Poutres)

v" Notations:

M (s) - Moment fléchissant sur la section d’abscisse curviligne s
w(s) - Composante de la vitesse de rotation de la section d’abscisse s
x(s) = dw(s)/ds - Vitesse (Taux) de courbure a l'abscisse s

0(s) = [@(s)] = @(ST) — @w(S™) - Discontinuité de & a I'abscisse s

Prm@) = p(@) = [ns,6(s)|ds + X;m[s;, 6(s)]

g Yo . M =
v Domaine de résistance : %
GIM) =Sup{M—-—m;—-M—-m'} <0 G- z

S+
m - Limite de résistance en flexion positive (+) (S)
m' - Limite de résistance en flexion négative (=)
v Fonctionx : o ]1\71—1)
. . . / a
n(x) = Sup{ym;—jym'} 3 )
7(0) = Sup{6m ;—0m’} (Discontinuité) 7 = [7] 0(s) = [w(s)]
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques

* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes
3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

+* Sections en torsion (Poutres)

v" Notations:

T (s) - Couple de torsion sur la section d’'abscisse curviligne s
a(s) - Composante tangentielle de la vitesse de rotation de la section d’abscisse s

Y(s) = da(s)/ds - Vitesse (Taux) de torsion a I'abscisse s
w(s) = [a(s)] = a(s™) — a(s™) - Discontinuité de & a l'abscisse s

Prm@) = p(@) = [ 7|5, P()]ds + X;ms;, P(s))]

L] V4 L] ’f’ T(S_‘)
v Domaine de résistance :
S 5

G(T)=Sup{T-T,;-T—-T,} <0 ) S+
T, - Limite de résistance en torsion
v" Fonction = : 3D 1D
Tt(IIJ) = Sup{t[)To ; _II’To} d T
L o . N d P
(W) = Sup{¥T,; —¥T,} (Discontinuité) PoD] W) = [a(s)]
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

» Sections rectangulaires en flexion déviée
v" Notations:

Prm(@) = P, @) = [ w[s, &(s), x(s)lds + X; m[s; , usy), 0(sy)]

v Domaine de résistance :

N/N,t
1

G(M,N)=|%|+(Nlo)2—1so /\
-1

m - Limite de résistance en flexion pure L M/m
N, - Limite de résistance en traction-compression

. M(3)
*’ Remarque : Le matériau constitutif de la section
S_(S) s+ NGB 5 est supposé homogene et régi par les criteres de

von Mises ou de Tresca.
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

» Sections rectangulaires en flexion déviée

v" Fonction 7t :
(4(mj)? + (N,&)2 . | N,
; St -1 <1
4|my| 2my
(& ) = <
. . | Noé€
Nolsl Sl -1 >1
L 2my
( . 2 2 .
4(m6) + (N, U N, U
) .( V) si |[——| <1
o 4|m0| 2mo
n(U, 9) = <
. N, U
N,|U| si -| >
\ 2meé
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1985

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

«* Sections "I" en flexion déviée
v" Notations:
SOrm('v) - SO(uJ w) — le'[S ) é(S), X(S)]ds + Zi Tl'[Si ) u(si)i H(Sl)]

v Domaine de résistance :

G(M,N)=|%|+ Ni ~1<0

m - Limite de résistance en flexion pure
N, - Limite de résistance en traction-compression

v" Fonction =t :
(& x) = Sup{N,|&|; m|x|}
;m|6|}

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila 21



ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

«* Sections "Double T" en flexion déviée
v" Notations:

Prm(@) = @, @) = [ w[s, &(s), x(s)lds + X; m[s; , v(s;), 6(s)]

v Domaine de résistance: A

( / 2 N
s +(ﬂ) _1<0 si m<|M <m
m—-m n
G(M,N) = A
gINlm  MIom _ M <m
\ n m-m'

m - Limite de résistance en flexion pure
N, - Limite de résistance en traction-compression

_NO

Nota: N, _ n(2m-m')

2(m-m')
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1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques

* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes
3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

«* Sections "Double T" en flexion déviée

v" Fonction = :
(m(2m-m')2 2 +(m-m')(N,&)? _ Vot | 4
(2m-m")2[§] U [@m-mng| =
(& ) = 4
. ) N,&
LN0|<€'| Sl m >1
(m(zm-m')26%+(m-m')(N,0)* _ Mol | < 4
. (@2m-m')2[0] SU | Gmemne| S
n(U, 9) = <
d . N,U
kNO|U| St m >1
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1985

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

«* Sections tubulaires minces en traction-torsion
v" Notations:

Sorm(ﬁ) = SO(u, a) = fﬂ'[S ,é(S), II)(S)]dS + Zin[si ,il,(Sl'), t/)(sl)]
v" Domaine de résistance :

7y T(5)
G(N,T) = (%)2 + (})2 ~1<0 %—;

N, - Limite de résistance en traction-compression (%)
T, - Limite de résistance en torsion pure

v" Fonction =t :

n(é, ¢) _ \/N%éz + T2qp2 Remarque : Le matériau constitutif de la section
est supposé homogene et régi par les criteres de
von Mises ou de Tresca.

n(0,9) = [N3U2 + T3
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1985

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Bases théoriques
* Criteres de rupture et fonctions d’appui = correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

«* Sections tubulaires minces en flexion-torsion
v" Notations :

Sorm(ﬁ) = (@(w, a) = fﬂ'[S :X(S); lp(s)]ds + Zin[si ’ G(Si), II)(Sl)]
v" Domaine de résistance :

2 7<ME 7(s)
o= (@) s T =,

- - yé - - S +
m - Limite de résistance en flexion pure ()
T, - Limite de résistance en torsion pure

v" Fonction T :

(i, P) = \/mz)-(z + To? Remarque : Le matériau constitutif de la section
est supposé homogene et régi par le critere de

von Mises.

n(6,9) = |m20% + 722
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EXEMPLES DAPPLICATION




g Calcul a la rupture et analyse limite
wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Cylindre en compression

Soit un cylindre en béton de limite de résistance g, soumis a une force de
compression Q. Déterminer la borne supérieure Q,,,, obéissant aux critéres de
rupture de Tresca et de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement

€3

h> ¢ =2R

-
-
-
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application
* Cylindre en compression

b/ Puissance des efforts extérieurs

Soext(v) — (_2 ’ ﬁ(l_?)

telle que :

q(v) =V
= Soext(ﬁ) — Q -V
= Soext(ﬁ) = QV

¢/ Puissance résistante maximale

Prm@) = [, w[x, 7)), [vx)]] dz

d/ Discontinuité des vitesses

[Vl =VU2+V2=V/sina
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application
* Cylindre en compression

e/ Critére de Tresca

(X, i(X) , [P@]] = 2@ (Voirp. 9)
= 2[B@E@)]*

-
-
-
-
-
-
-
-
-

avec: [v(¥)] =V/sin«e - o
‘— ,
dZ:0->X=—— | S=nR?
cos

> Pm®@ = [ @] dE

Vv o=
= SOTm( ) _7sma’f0 cosadl
|4 S o,VS

= Sgrm(ﬁ) — % ; —

sinacos a sin 2a

* Contrairement aux conventions de la MMC, on adopte ici le signe + pour la compression.
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application
* Cylindre en compression

e/ Critére de Tresca

> 80 ext (ﬁ) < SO rm (1_7)

ooVS
sin 2a

= Q<

-
-
-
-
-
-
-
-
-

sin Za ,,,,, 7& a
Optimisation : ¢ = /4

= Qmax = 0,5

= Q<—

/N Remarque : Sachant que Q,,,in = 0,8 (Approche statique par I'intérieur),
les deux bornes inférieure et supérieure coincident.

= Qmin = Qmax = Quit = 0,5
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application
* Cylindre en compression

1/ Critére de von Mises
[x,n(x),[vx)]] = k[v(x)] (Veirp.10)

avec: k= 0,/\3 (Compression simple*)

()] =V/sina

-
-
-
-
-
-
-
-
-

5
cosa

> @) = [; k[v()]dZ

d¥ :0- 2 =

| S =nR? |

S

|4 =
= rm (U )_\/__smaf cosa gy

|4 S 20, VS
: —_—
Sorm( ) \/§ sin2a

\/—smacos a

* Contrairement aux conventions de la MMC, on adopte ici le signe + pour la compression.
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application
* Cylindre en compression

1/ Critére de von Mises
> 80 ext (ﬁ) < SO rm (1_7)

200 VS
= QV = V3 sin 2a
200 s T
- <= = a
Q= V3 sin 2a === 7§,

Optimisation : ¢ = /4

2
\/_§GOS

= Qmax —

AN Remarque : Sachant que Q,,,in = 0,8 (Approche statique par I'intérieur),
d’ou I'’encadrement suivant :

2
= Qmin = 065 < Quit < Quax = \/_gaos
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ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Cylindre en torsion

Soit un cylindre en béton de limite de résistance o, soumis a un couple de torsion T.
Déterminer la borne supérieure T,,,,, Ob€issant aux criteres de rupture de Tresca et

de von Mises. &
Z
a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement T <«
_ €3 ~>
T << 21TR3 a - Distorsion
D) T = 3 || R
R \&
_ do
—Td h o azr _
T - e > Ug = Teg
A s [k
0 & e N o
L - ’ r ‘ 69
. oS B
/ er
) ) d = rdrd6 2R3
€1 €y r:0 - R T = |‘[|
do : 0 - 2n 3
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application

* Cylindre en torsion ez
b/ Puissance des efforts extérieurs T «:
Pext @) = 6 ’ ﬁ(i_?) - a - Distorsion
tels que :
g=1 \&
qg(?) = @ (Taux de distorsion) h @ > iy = %56
- - Fh
_ . 'l 2 =154kt
= Soext(v) =Ta ' r ) €
¢/ Puissance résistante maximale e,
T
tels que : L
dV = 2mhrdr /) 4r d = rdrdf
r:0 > R - r:0 > R
d - Tenseur des vitesses de déformation do:0 —2m
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Calcul a la rupture et analyse limite

wow—n. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Exemples d’application
* Cylindre en torsion

d/ Tenseur des vitesses de déformation
d= %[grad(ﬁ) + tgrad(ﬁ)]

tels que :

_l(aﬁ

v — —_—=1
0z~ 2\ oz ' r a6
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Cylindre en torsion ez
d/ Tenseur des vitesses de déformation T 1\:
= 1= _ — B
d= 5 [grad(v) + tgrad(v)] a - Distorsion
tels que : <
_ _ _ _ arz _ .
=Yr8 + o8y + ¥o8, =——8 | vg =1y . -
e Ug =€
Urr Vrog VUrgz z| |h
— 0y
= —_— = N — (% v %)
grad(v) o, V;; 00 Voz . g
sym. v,,
er
N v, 10vg |, vy
ou: U, ar_O ; Voo =155 T 0
_ 9% _1(% ve 1%)_1(% @z )_
Vaz =%, =0 5 Ve =5 \% 7 Trae) T2 T T0) =0
1 (0vg 16vz) 1 (dr ) __ar . . (6vr avz) .
Yoz = (az+rae 2 h+0 = 0 e =3\%, T % =1
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Calcul a la rupture et analyse limite
wow—n. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Exemples d’application

* Cylindre en torsion ez
d/ Tenseur des vitesses de déformation T <
0 0 0 ~>
N E o 0 dT/Zh _ :_;(éa®éz n éz®ée) a - Distorsion
0 ar/2h 0 o
h az azr_
& Ug h €o
S
er

e/ Taux de déformation équivalente

de, = /—Tr(dz / did;; = \/ (d? + d3 + d?)

> = JZ(E) + (&) 40| 5 deg=
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Cylindre en torsion ez
d/ Tenseur des vitesses de déformation T <
0 0 0 | D
= E =(0 0 ar/2h | = :—; (eg®e, + e,Q¢ey) a - Distorsion
0 ar/2h 0 o
0+0 0-0\2  [ar)? ar
= d1—7+\/(7) +(Gr) =+% AR iy = s,
h
0+0 0-0\2 = [ar)? ar ‘ B
dZ_T_\/(T) Ha) = r ee
d3 == 0 _

e/ Taux de déformation équivalente

ﬁuhm)

ar
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Cylindre en torsion ez
f/ Critére de Tresca T «>
Tl’[f, E(T)] — % (ldll + |d2| + |d3|) (VOiI‘p. 9) a - Distorsion
> @ = [, n[x,d®@]av 7
r=R g, ar |, ar
= Prm(D) —f 5 ( h+ﬂ+0) 2rhrdr n > ﬁez%ée
_ nR3 . z| |P
= Sorm(v) = Taoa _
r €o
> Pext(V) < Orm (V) -
r

3

. TR . nR3
= Ta< — 0ot =

Tinax = 3 O

3

AN Remarque : Sachant que T,,;, = % o, (Approche statique par l'intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coincident.

R3

= Tiin = Thax = Ty = 3 O,
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Cylindre en torsion ez
g/ Critére de von Mises T «:
X, E(f) =o,d d,, = —=— (Voirp. 10 a - Distorsion
o%eq eq V3h yZ
N ar _ 2mR3 . 7
> Sﬁrm(v) = fV O'OﬂZTl'thT = ﬁaoa
2mR3 h 7] :ﬂ—
= Sorm()_?,\/—aoa 2 % o n e
> goext(ﬁ) < Sorm(v) r €6
. _ 2mR3 2mR3 5
> Ta< :ﬁ 0,08 = Tomgx = :\/_ er
2mR3
/AN Remarque : Sachant que T, = :\/_ o, (Approche statique par l'intérieur),
les deux bornes inférieure et supérieure coincident.
2mR3
= Thmin =Tmax = Tue = 3v3 o
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

o Exemples d'application
* Plaque pleine en traction
Soit une plaque métallique de limite de résistance g, soumise a une force de traction

Q. Déterminer la borne supérieure Q,,,, 0Obéissant aux critéres de rupture de Tresca
et de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement

€y

Q

Partie mobile: v = Ue; + Ve,

-

=~ Plan de rupture par cisaillement

<—— [ ——>

Sl
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ﬁ:ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque pleine en traction

b/ Puissance des efforts extérieurs
Pet@) =Q-q®) | @)=V
= Pet(@ =Q-V
= Pext(V) =QV

¢/ Puissance résistante maximale

Prm@) = [, w[x,nx), V)] d2

d/ Discontinuité des vitesses

]l =vU?+V2=V/sina
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ﬁ:ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque pleine en traction

e/ Critére de Tresca

n[x, 7(X), [v@]] = 2 [v@] (Voirp. 9)

avec: [[v(x)] =V/sina

dX=1Xxdl | dl:0->1=

cos a

> Pm@ = [ @] dE

_ 0 l=—
= Sgrm(v) = %o _V fO cos a (|

2 sina

— o, V L
= V) =—
Sorm( ) 2 sinacosa
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Plaque pleine en traction

e/ Critére de Tresca
> 80 ext (7_7) < SO rm (1_7)

%4 L
2 sinacosa

= QVS

— <
¢ sin 2a e

Optimisation : ¢ = /4
= Quax = 0oL

AN Remarque : Sachant que Q,,in = 0,L (Approche statique par I'intérieur),
les deux bornes inférieure et supérieure coincident.

= Qmin = Qmax = Quit = 0,L
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ﬁ:ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque pleine en traction

1/ Critére de von Mises
[x,n(x),[v(x)]] = k[v(x)] |(Voirp. 10)

avec: k= 0,/N3 (Traction simple)

()] =V/sina

dX=1xdl | dl:0->1=

cos a

> @) = [; k[v()]dZ

v L

= gorm( )_\/__Slnaf Cosadl

V L
= Sorm( ) \/__smacosa
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Plaque pleine en traction

1/ Critére de von Mises
> 80 ext (7_7) < SO rm (1_7)
vV L
= QV = \/_ 3sinacosa

20'0 L

= Q= V3 sin 2a

Optimisation : ¢ = /4

20,L
= Qmax = %
AN Remarque : Sachant que Q,in = ZJ%L (Approche statique par l'intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coincident.

20,L
= Qmin = Qmax = Quir = \/%
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque trouée en traction

Soit une plaque métallique trouée de limite de résistance g, soumise a une force de
traction Q. Déterminer la borne supérieure Q,,,,, obéissant aux critéres de rupture
de Tresca et de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement

€2
Q Partie mobile : v = Ue; + Ve,
“ “Plan de rupture par cisaillement
\/ &, _
Partie fixe : v = 0
<—— | —
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ﬁZﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque trouée en traction

b/ Puissance des efforts extérieurs

Soext(v) — (_2 ’ ﬁ(l_?)

telle que :

q@) =V
= Soext(ﬁ) — Q %
= Soext(ﬁ) = QV

¢/ Puissance résistante maximale

Prm@) = [, w[x, 7)), [vx)]] dz

d/ Discontinuité des vitesses

[Vl =VU2+V2=V/sina
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ﬁ:ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque trouée en traction

e/ Critére de Tresca

n[x, 7(X), [v@]] = 2 [v@] (Voirp. 9)

avec: [[v(x)] =V/sina

d¥ =1X%Xdl | dl:0->1= —a

cos a

> Pm@ = [ FE@]dE

IL

%4 l=——-a

= rm (V) = 7smaf0 cos a dl
— _ 0Og |4 ( L _ )
= go,.m(v) 2 sina \cosa a
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Plaque trouée en traction

e/ Critére de Tresca
> 80 ext (7_7) < SO rm (1_7)

> Q< V(L—a)

2 sina \cos a

= Q<

= 2a (L —acosa)

Optimisation : ¢ = /4

= Qnax = 9o (L - \%)

AN Remarque : Sachant que Q,,,;, = 0,(L — @) (Approche statique par l'intérieur),
d’ou I'’encadrement suivant :

a

= Qmin = 0y (L—a) < Quit < Qmax = 0y (L - \/_f)
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ﬁZﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque trouée en traction

1/ Critére de von Mises
[x,n(x),[vx)]] = k[v(x)] (Veirp.10)

avec: k= 0,/N3 (Traction simple)

()] =V/sina

dZ=1xdl | dl:0>l=——a e

cos a

> @) = [; k[v()]dZ

= Sorm( ) = \/__Slna’f _COS“

= om® = Eo (5 —“)

cos a
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Plaque trouée en traction

1/ Critére de von Mises
> 80 ext (7_7) < SO rm (1_7)
% L
= QV < \/_sm a (cos a a)

200
=
Q= \/— sin 2a

(L —acosa)

Optimisation : ¢ = /4
20,
> Qe =3 (L)

AN Remarque : Sachant que Q,in = % (L — a) (Approche statique par l'intérieur),

d’ou ’encadrement suivant :

20,

20,
\/E(L_a)SQultSQmax_ \/G—(L_\/_E)

= Qmin =
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- Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion

Soit un tube métallique mince de limite de résistance o, soumis a une force de
traction F et a un couple de torsion T. Déterminer le domaine des chargements
potentiellement supportables K (Q) pour les critéres de Tresca et de von Mises.

1. Procédure : Principe de superposition des effets

F e T &
o= 1 = T = —
2mRe F 2mR%e -->
T
o P
>
— I 1 ] ]
— | 1
T .
I 1 1 1
I 1 1 1
L L ----- ‘lL L-—- _-NIL
| =S ’l mmm— ’l B e bl | \
r \.'" -— 5 1 %g‘ <: ..
él €2 (—_;.1 €2
Traction + Torsion Traction Torsion
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Tube en traction-torsion _

2. Effet de la traction seule

2a/ Puissance des efforts extérieurs 4

@ext(ﬁ) =F- ﬁ(ﬁ) L |>

i .
telle que : ) ! ] T -
(7(17) =V 1,4 P
= Sgext(ﬁ) = 7 == :
- 74 | == ]
2b/ Puissance résistante maximale A
Prm@®) = [, 1%, 7, [F@]] dZ :, e,

2c/ Discontinuité des vitesses

] =JU?+V2=V/sina
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Tube en traction-torsion _

€3
2. Effet de la traction seule AT
2d/ Critére de Tresca 4 |4
— o —_—— — . o
[x,n(x),[v(x)]] = k[v(x)] (Voirp.9) X
] ] )
avec: k =o0,/2 (Traction simple) | L~y
| o’
[v(x)] =V/sina A<
,,,,,,, =
- | 1
dY:0->%X=—— | S=2nRe el .
cos a s Y
> c@rm(ﬁ) — f)’,‘ kﬂﬁ(f)]] dy e, e,
v z=2DRe
> Prm(V) = 7smaf0 dX
oo, V 2mRe  2mReo,V
= Sorm( )__smacosa_ sin 2«a
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion _

€3
2. Effet de la traction seule AT
2d/ Critére de Tresca 4 |4
— — o
> Soext(v) < Sorm(v) 1 i)
i |
] -
-~ FV < 2mReo,V " ,JJ:’,!/
— sin2«a 1 P
X
= F < 27'.tReO'O ””” re—r :
sin 2a gl ! :
-~ a ] —
Optimisation: a = /4 (G
= Fmax = ZnReGO e, e,
AN Remarque : Sachant que F,,;;, = 2mReo, (Approche statique par l'intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coincident.

= Fpin = Fiax = Fyir = 2Reo,
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Tube en traction-torsion _

€3
2. Effet de la traction seule AT
2e/ Critere de von Mises 4 |4
—  — N — P — " o
n[x,n(x),[vx)]] = k[v(x)] (Voirp. 10) } i )
I I .
avec: k = o,/\3 (Traction simple) i e e
1 ’
[v(x)] =V/sina ) ,_':'i: - |
¢¢¢¢ E |
_-Ka 1 1
dX¥ :0- XY = > | S =2nRe Rl v~
cos a Soc S
> SOrm("_)) — f)’,‘ kﬂﬁ(f)]] dx e1 €2
v = ZnRe
= Sorm(v) \/__Slnaf dX
oo V 2nmRe  4mRea, V
= Sorm(‘U) V3sinacosa V3 sinla
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Tube en traction-torsion _

€3
2. Effet de la traction seule AT
2e/ Critere de von Mises 4 |4
— — (2
> Soext(v) < Sorm(v) 1 i)
| |
] -
-~ FV < 4mReo, V i ,_12:,,!/
— V3 sin2a | Y
X
- F < 4TtReo, . e == !
V3  sin2a KT | |
= . . = '¢—--~~
Optimisation : ¢ = /4 el
4 _ e
= Fmax = ZTRe0, e 2
/AN Remarque : Sachant que F,,;;, = 2mReo, (Approche statique par l'intérieur),

d’ou ’encadrement suivant :

4
= Foin = 2wReo, < Fy4 < Fiax = \/—EnReaO

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila 58



g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsionseule €z
3a/ Puissance des efforts extérieurs ‘">
Pext @) = 6 ) ﬁ(ﬁ) /z_ T a - Distorsion
tels que : <
Q=T Iyl
g(7) = d (Taux de distorsion) L : D war
[ ;' > U Tee
= Pext(V) =Ta z iz
L e_g
3b/ Puissance résistante maximale
Prm@) = [, w[x,d@)]dV 3
tels que :
dV = 2mhrdr
r:R - R+e
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ﬁ:ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite

.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion
3. Effet de Ia torsion seule 2

3¢/ Tenseur des vitesses de déformation r ‘*:

d= %[grad(‘ﬁ) + tgrad(t_f)]

«a - Distorsion

tels que :
_ _ _ _ arz _ i
v=}9/rer+vgeg+}/zez=Teg ¥
v v v h ' azr _
. rr r,0 .z i" g Tee
grad(v) = a—xf =v;j = Vgog Vo ZI
] ] —
sym. izr ep
N _ avr _ . 1 avg _
OU: Vp, =——-= 0 ; wvgg= U 0 7.
_0vy . 1 (6179 vg , 1 avr) 1( ) .
UZ'Z_az_O ’ Ur,g—z or r+r69 _2 h +0 =0
__1(0vg lavz) . ( ) ar . . (avr 6172) .
v9'2_2(6z+r69 2wtV = 7 =3 G T %)Y
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ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite

wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule B ey
3¢/ Tenseur des vitesses de déformation r ‘*:
- O a - Distorsion
pr 0 0 = ar . _ -
a= LN T (eg®e, + e,Qey) _
ar : l,
0 on 0 i |
040 0—0)\2 ar) 2 ar h \ azr
040 0-0\2 ar\ 2 ar ; e,
= — — - el — _ar 5
d 2 \/( 2 ) N (Zh) 2h
d3 = O e_r

3d/ Taux de déformation équivalente

deq = /%Tr(ﬁz) - /%dijdji = \/g (di +dj +d3) = %
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ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite

wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule €y

3e/ Critére de Tresca T “>
n[x,d(®)] = 22 (ldy| + |dy| + |d3)) (Voirp. 9)

«a - Distorsion

> Om®@) = [, w[x,d@)]dV
r=R+e g, ar | ar
( - + o + O) 2hrdr

= Prm(V) = f 2 azr
I u —e
= Prm() = nRZeaod z| | ¥ R
eg

> @ext(ﬁ) < Sorm(ﬁ)

S 2 S — 7

Remarque : Sachant que T,,,;, = mR?ec, (Approche statique par l'intérieur),
les deux bornes inférieure et supérieure coincident.

_ _ _ 2
= Tmin - Tmax - Tult = TR €o,
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsionseule €z
3f/ Critere de von Mises T ">
Tt[f ) E(Y)] =0oldeq | deg = % (Voir p. 10) a - Distorsion
> orm®) = [, w[x,d@)]dV T TR
r=R+e i,"l
= SOrm(U) = f —p OﬂZTL’thT " i o
" Ug =—8¢€
= 0,.nV) = 2nR?*ec,i/\3 z| | i N T
> goext(ﬁ) < Sorm(v) 8_9
= Ta < 2nR?e0,a/\3 = Ty, = 2mR%*ea,/V3 _
eT'
/N Remarque : Sachant que T, = 2 mR%ea, /'3 (Approche statique par

l'intérieur), les deux bornes inférieure et supérieure coincident.
= Tmin = Tmax = Tune = 2 nRZeao/\/§ Oy
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Tube en traction-torsion

4. Effet combiné de la traction et de la torsion

Compte tenu du principe de superposition des effets évoqué ci-dessus et sachant
que, pour un tube mince constitué d'un matériau homogene régi par les criteres de
rupture de Tresca et de von Mises, le domaine de résistance de celui-ci sous I'effet
combiné de I'effort de traction (ou de compression) N et du couple de torsion T est
défini par I’expression suivante* :

A

N \2 7\2 T/T,
G(N,T) = (—) + (—) <1 (Voirp.24)
No To +1
N, - Limite de résistance en traction-compression
T, - Limite de résistance en torsion pure — - = N/N(,:

* Voir page 24 | _
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Tube en traction-torsion

4. Effet combiné de la traction et de la torsion

4a/ Critére de Tresca
Sachant que N, = Fpqx = 2mRec, et T, = T,,ax = TR%?€0,, on a alors :

( F >2+< r )231 = F2+(%T)2S(27TR30'0)2

2mReao, mR?%eo,

D’ou le domaine des chargements potentiellement supportables :

K(Q) = {Q | F* + (%T)Z < (2mRec,)* | F=Q; & T = Qz}

= Ellipse d’axes 0A = 2nReo, et OB = nR?eo,

Cas1:R =2 Cas2:R <2 Cas3:R > 2
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Tube en traction-torsion

4. Effet combiné de la traction et de la torsion

4b/ Critére de von Mises
Sachant que N, = F,,4, = 4wReo,/\3 et Ty = T;pax = 2mR%*ec,/V/3, 0n a alors :

(@F >2+( V3T )2S1 o F2 g4 ( ) <(4-TL'R€O'O/\/_)

4TtReo, 27R%e0,

D’ou le domaine des chargements potentiellement supportables :
— — 2 2 2 2
K@ =1{Q | F>+(=T) < (4mRes,/V3)" | F=0Q, & T=Q,

= Ellipse d’axes 04 = 4mRes,/\/3 et OB = 2nR?es,/\/3

Qz=}<%\ Q=T

Qi =F Qi =F

Cas1:R =2 Cas2:R <2 Cas3:R > 2
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

o Exemples d'application
* Structure réticulée
Soit un treillis métallique carré de limite de résistance de ses tirants égale a L soumis

a une force de traction Q comme l'indique la figure ci-aprés. Déterminer le domaine
des chargements potentiellement supportables K (Q). _ Q

a/ Convention de signe 7 : /
N, >0 Vvi=1,..,6 = Traction

b/ Capacité de résistance
IN;| <L | i=1,..,6 l

¢/ Domaine de résistance
Gx)={|N;<L;i=1,..,6}

d/ Champ des déplacements admissibles .
n[v] = nle] = Max {N;& | IN|<L} @ |

N,
l I
=> ml[&] =L|&| | & - Vitesse d’extension du tirant (i) (Voirp. 16)
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Structure réticulée
e/ Compatibilité géométrique
ZiNiSi =0 = N181 + N282 + N383 + N4_84 + N585 + N686 =0

Sachant que : 8; = ;&
= (N&; + Nyé, + N3és + Nyéy + NsésvV2 + NgégV2)L = 0

= Nlél - Nzéz - N3é3 + N4é4 — —(Nsés -+ N6€6)\/§

Etat neutre (Etat non chargé) :
Ne+NV2=0 = Ng=-Nn2 Equilibre statique :
N, =N, =N; =N,
N6+N1\/§:O = N6:_N1\/§ N5+N1\/§=Q
Sachantque: Ny = N, = N3 = N, et N5 = Ng Ng + Nl\/f =0
= 2(&g+ &) =& + & + &3+ &4 (Voir Chapitre 2)
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application N, A
e Structure réticulée

1/ Puissance des efforts extérieurs
Pet@ =Q-G) | v=£ 114 8
> Pext(€) = Qs | 65 = ésls = &IV2

= Pext(€) = Q&slV2

AR

g/ Puissance résistante maximale Q
Pint(@) =TiNib; < (@) | T=¢ & 6; =&l

= Pinc(8) = Nyéyl + Npéyl + Nyésl + Nuéyl + NeésIN2 + Ngéglv2

ldem. Approche statique: Ny = N, = N3 =N, = & =& =& =§&,
= Pint(€) = 4N &1L + N5éslV2 + NgéglV2

Sachantque: |[N;| <L | i=1,..,6
= Prm(€) = (41&1] + \/_|£5| +V2|&6|)LL
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
e Structure réticulée

h/ Domaine des chargements potentiellement supportables

. . . . . — Q
OHPOSE.' Er = &1 = & = &3 = &4 ——Dr Ny
Ey = &s '
éV - é6
Sachantque: 2(é5 + &g) = &, + &, + &3 + &, _ l
l N3 &3 N1
= éU -+ éV = ZET
Soit donc: .
o - v C PR 0
Soext(g) = Sorm(g) B /' W, B
Q | |

= QIV2éy < (4lér] + V2Iéy| + V2|éy|)LL l

On se fixe maintenant § a une valeur positive. Soit par exemple : § = I\2
= ég=1> & =2é&—1 Vg C.A

= Q< g(4|sT| +V2 +2|2¢ — 1])L
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
e Structure réticulée

h/ Domaine des chargements potentiellement supportables

On en déduit alors :
len = __[4‘ €r +\/_+\/—(28T 1)]L
Quay < +— [4£T +V2 +V22& — 1)L

Par minimisation de ¢y (¢ = 0), on obtient finalement :
Qmin = —2L < Quit < Qumax = +2L
D’ou le domaine des chargements potentiellement supportables :

KQ={Q | —2L<Q<+2L}

/N Remarque : Idem. Approche statique par l'intérieur
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lcul a | limi
wiw—=. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Exemples d’application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Position du probléme

Criteres de rupture :

1. Critére de Tresca: |0y — 03| —2¢c, <0

1-sin ¢’ _ 9ol 08 o'

<0

h 2. cCritere de Mohr-Coulomb : 01— 0y —
1+sin ¢’ 1+sin @

Données : Foulille verticale satisfaisant aux criteres de rupture définis ci-dessus.

Question : Etant donné le poids volumique y, la cohésion c et 'angle de frottement interne du
sol ¢, on cherche a déterminer la hauteur maximale h,,,, de cette fouille verticale.
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Calcul a la rupture et analyse limite
..—. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Exemples d’application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Meécanismes de rupture considérés

""" ISSSSAAsaaaa
y /
h l /
I"
'I
'I
'l
ANSANSANSANT &L TR
Y
& h l
Mécanisme de coin ;
R €1 ISSSSSANASAY
lr
e h

\4

Mécanisme de cercle

TR 1

v

Mécanisme de bloc
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale

» Mécanisme de coin 0 A__
X
Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0) l Ligne
) L. Y de rupture
» Puissance des efforts extérieurs b 2
— v V
Soext(v) =Q- CI(‘D) o
1
avec: Q = Wpup =E)/h2 tan a V=vcosa
q=V=vcosa

= Pt (V) = G yh? tan a) (v cos a)
= Port (V) = Gyh2 sin a) v
» Champ de vitesses cinématiquement admissible
r[x,n(x), [vCOl]l = kl[v]| si [v]-n=0
AN = [[17(»2)]] =7 // AB
k ——— c, (Voirp.9)
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale

» Mécanisme de coin Y 4 —
Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0) _l Ligne
» Puissance résistante maximale b y_ . de e
Prm(®) = [, 7[%, 0@ , [F@]] dZ A l
avec: ml[x,n(x),[v()]] = cyv V = vcosa
dr=1xdl | dl:0->1=4B=—— ZB

_
= Pm@) = o 7 Al = om® = (cupgr;) v

cosa
2c -h 4
— = <
YSin a cos a Cu sin2a

> @ext(ﬁ) < Sorm(ﬁ) = h <
+
» Optimisation: « =% — Kkt = (7;_") — 4

» Encadrement: k~ =2<Y2< kt =4
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale

» Mécanisme de coin 0 A__
X
Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢') l Ligne
) L. Y de rupture
» Puissance des efforts extérieurs b - v
Soext(ﬁ) — Q .a(l_)) . B x V:vco/_lg(aq-ﬁ)
avec: Q = Wpyup = %yhz tan a

g=V =vcos(a+p)
= Pext(V) = G yh® tan a) [vcos(a + B)]
= Poxt(V) = Eyh2 -tana- cos(a + ﬁ)] v

» Champ de vitesses cinématz’quementaa’missib]e
n[x,n(x), [v(xX)]] =

AN =V, =[] -n=vsinf Zvsing’ = @' <B<m—¢’

-[v]-n si [v] -n=[v]sineg' (Voirp.11)

tan ¢’

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila 76



1985

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
wasmew. CHAP. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de coin

Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢') A

» Puissance résistante maximale
Prm@) = [, n[x,n(x), [vx)]] dZ

avec: ml[x,n(x),[v(x)]] =
d¥ =1xdl | dl:0->1=A4B =

Cl
-V Sin
an @
h
cos

V,=vsinf

= Prm(@) = [, ta;(p,vsinﬁ dy

h
: — ! . l=— _ lh .
Sgrm(v) B “”Cl @’ VSR fO cosedl d é@rm(v) - (tacn o' j::‘ fl) v
v v L h2 c'h sinp
> Soext(v) = Sorm(v) = [E ]/h tana - COS(“ + :B)] V< tan @' cos a v
— y:h < 2 sin

!

¢’ T tan ¢’ sin a-cos(a+p)
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale

» Mécanisme de coin 0 - .
X
Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢') l Ligne
- . 14 de rupture
» Optimisation b =

Y-h < 2 sin 8

!

¢! T tan @' sin a-cos(a+p)

— Majorationde a (a B fixé): a =

N

N

— Minorationde 8: f=¢' = a:%—

-\t 2 sin ¢’
— k+ = (Y_,) = - - p— P p—
< an @ sin(z——)-cos<z+—)

2

v _ (rh\T _ ¢

= k —(c,) —4tan<4+ )
» Encadrement

k™~ :2tan<%+%) SQS k* =4tan<—+£)
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g Calcul a la rupture et analyse limite
wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale

» Meécanisme de cercle 0\ 4 .
Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0) =
» Puissance des efforts extérieurs b
Pext@® =Q-q(@) = [[,,,dQ - dg(D)
avec: dQ =dW,;, =yd) = yrdrd6
dg =V(r) =v(r)cos8 = wrcos b B =) = ald
telsque: 7:0->hetf:0->m/2 zZ, AB=22=2
= P (V) = ffOAB (yrdrd8)(wr cos 0) = yw (f 2dr) (fn/ cos 0 dH)
= Pext(V) = gywhs 0
» Champ de vitesses cinématiquement admissible 2
n[x,n(x),[v(x)]] = kl[v]| si [v]-n=0
A = [[17(32)]] = v(r = h) = wh dﬂp;;"i?‘ii
k=-—=c, (Voirp.9) V(r) = v(r) cos @ = wr cos O
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de cercle

Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0)
» Puissance résistante maximale

avec: m[x,n(x),[v(x)]] = cywh

dr=1xdl | dl:0-1=A4B="2

_nh
= Prm (V) = cywh fol_ 2dl = 0,0 = gcuwh2
5 > 1 3T 2
P Pext(V) < orm(@) = SYwh® < - cywh =
)" 3
el k+:<—) :7:4.71

» Encadrement: k= =2 < rh < kt=4.71
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g Calcul a la rupture et analyse limite
wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de cercle

Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢')
» Puissance des efforts extérieurs
Pext@® =Q-q(@) = [[,,,dQ - dg(D)
avec: dQ = dW,;, = yd2 = yrdrd6

B e
telsque: r:0->hetf:0-m/2 V=vecos(f+0) = wh— " p—
= Pext(®) = [, ,5(yrdrdo) [a)r Cojgf;m 7

o o (B) = Yo ( J-Oh 2 dr) ( f:/z Cojf,f;e) de) »
= Pexe(P) = ;y0h? % - e

V(r) =v(r)cos(B + 0) = wrcos(f+0)/cosp
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ﬁZﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d’application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de cercle

Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢')

» Champ de vitesses cinémaﬁquementadmissib[e
n[x,n(x), [v)]] =

AN =, =[] -n=vsinf =2vsing’ = @' <B<m—¢'

-[v]-n si [v] -n=[v]sine (Voirp. 11)

tan ¢’

» Puissance résistante maximale
Prm@) = [; w[x, n(x), Hv(x)]]] dx
avec: w[x,n(x),[v()]] =

c! v = wh/cos f
p——r whtan f V,, = whtanp

o -vsinf = -

dr =1xdl | dl:O—)l:,@:%h
c! _Tmh
:Sorm(v)_fz o= a)htan,BdZ'— p— Ol_z dl
:Sorm(v)—gta ne whz tan f
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de cercle
Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢')
P Pext (V) < P (V)

0 T
1 sin( B+= T c'
= —ywhSMS— -wh? tan B
3 cos 2 tan @
Y-h 3 1 sinf
= — < — B
"' 7 2 tan ¢’ sin(ﬁ+§) . v =wh/cos

cos(f + 0)

v
V= 6) = wh
vcos(f+0) =w cos B

» Optimisation
- . . Y + — y_h * — 3_” n ﬂ
Minorationdef: f=¢ = k —(c/) = 2tan<4+2)

» Encadrement

!

= _ T,9 vh + T, ¢
k —Ztan(4+2)Sc, < k —4.71tan<4+2)
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

Hypothése : Mouvement de rotation avec décollement

p= > = > p= >
7 Ligne
P de rupture
h 1” h
0 0
- T
1 l
o — N J p
H _ n
71 n Z—le [ -]
v
1¢r¢ hypotheése 2¢me hypothése
Rotation autour de O Rotation autour de H
(Minoration) (Majoration)
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0) TE T e ”
» Cinétigue du mouvement de rotation ‘\A S derupture
Le mode de déformation pour h > 2/ est caractérisé  n .
par: O 2
1. Une rotation de OACD autour de O avec la vitesse . . i
2. Un décollementle long de OD (la contribution de _/ 4
la discontinuité de vitesse normale et positive e |
est nulle).
3. Un cisaillement uniforme dans le triangle rectangle isocele OAB le long de
OA et de OB.
4. Avec les axes € et 1], le champ de vitesse dans le triangle OAB est égal a :
V=vé+v,] | vi=0 & v, =wé

— La puissance des efforts intérieurs (et donc la puissance résistante
maximale) se réduit donc au cisaillement uniforme dans OAB.
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0)
» Puissance des efforts extérieurs

Soext(ﬁ) — 6 ) ﬁ(l_?)

x 1¢ hypothése (Minoration) : Rotation autour de O

l
Q=ylh—2)l
. g 2) = Soext(ﬁ) = %yw (h - é) lz
o=
x  2¢me hypothese (Majoration) : Rotation autour de H
Q =yhl N
q — wé — Soext(v) - Eyw
1 [ _ 1 <
= YW (h — E) > < Pext(D) < Eyoohl2 T
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

C D
Critérede Tresca(c = c, et ¢ = ¢, =0) 7 T —
» Tenseur des vitesses de déformation v\A f} de rupture
=_ (ds‘f dfn) h Ar
dg,, d b—— 21
/a1 T
? z
avec: dgs = ai; 0 ; OH¢
ov nr 1 +|
dpy =5, =0 Zy
an A —
_ 1(9vg  Ovp) _1 _1 ¢
df’?‘z<an+as>_z(0+‘“)—2w (o=
d, = ++ U=t
— 1 = () )
= =36 §) = {,__i
d2 = —Ew ‘77

Champ de vitesses
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0)

» Champ de vitesses cinématiquement admissible

n[x,d(®)] =22 [ldy| + |d;| = Tr(d)] si Tr(d) =0

avec : Tr(c?) = %w —%w =0
Oo

2 G

= n|x,d(X)] = c, H%a)| + |—%a)| — 0] = Cyuw
= n|x,d@)| = c,w
» Puissance résistante maximale
Prm®) = [, [x,d®@)]dv
avec: dV :0 - QOABxl =~ (W2)(IWZ) x1 =12

= Prm(V) = Cuwf AV =  pm®) =c,l?

C

D

(Voir p. 9)

$

NG
h !

o

o

Ligne
de rupture

21

"

v

0A

ele|

= 0B =

1
L
H

W2

»
>
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

Critérede Tresca (c = c, et ¢ = @, =0)
> Sgext(‘v) S @rm(ﬁ)
x 1° hypothese (Minoration) : Rotation autour de O

1 l h 2
~yw (h——) P<col? = <

T -h
Optimisation : P 0 = }; <2
u

x  2¢me hypothese (Majoration) : Rotation autour de H
yh ‘-h
Cu

%ya)hl2 < cwl? = <2

» Solutionexacte: k™ =kt = LA 2

Cu
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- Caleul a la rupture et analyse limite

wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc ¢

] X
! Ligne

de rupture

A
Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢')

» (Cinétique du mouvement de rotation
Le mode de déformation pour h > 21/ est caractérisé
par:
1. Une rotation de OACD autour de O avec la vitesse .
2. Un décollementle long de OD (la contribution de =

H
la discontinuité de vitesse normale et positive - ‘/Z_le 1 =
est nulle)

3. Un cisaillement uniforme dans le triangle OAB le long de OA et de OB.
4. Avecles aXES_f_ et 17, le champ de vitesse dans le triangle OAB est égal a :

V=v+tv,] | v;=0 & v, = w§cose’ (composantes
covariantes).

= La puissance des efforts intérieurs (et donc la puissance résistante
maximale) se reduit donc au cisaillement uniforme dans OAB.
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite

.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc :\ B T
Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢') ! TY‘
» Puissance des efforts extérieurs D
Pext (@) = Q- 4(D) -
x  ]1¢r hypothése (Minoration) : Rotation autour de O ; z‘e " ¢

N ) N (R P gl

q=w;

x  2¢me hypothese (Majoration) : Rotation autour de H

Q=0Q =vhl I )
g = w_ = Pext(¥) = Eywhl

= —)’w [h — —tan( )] < o) <5 Y‘Dhlz
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite

wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale \

» Meécanisme de bloc
Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢')

» Tenseur des vitesses de déformation

J'WI

17{ =0
v, = wécos @'

NE
|
|8,

v

— d d P
d:<d(’zf dfn) avec : d55—¥ 0 X
$n n af
_ 9V _
1 (0v v 1 p 1 ,
den =E(—E+a—;) =-(0+wcosg') =-wcosy
sin I —
I = Tr(d) = (dey + dye) COSZ(” =wtang' [(x;Z)
et les valeurs principales :
g —__9m __cosg’ 1 m_9
th =t = =T o 2Q+singh P T 2% tan (4 z)
degy cos¢’ _ 1 n, ¢
w = +2wtan<4+ 2)

2 XX 1-sin¢@’ 2(1-sin¢’)
M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila [~ 92 [



ﬁZﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc

Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢')

» Champ de vitesses cinématiquement admissible
=T B = T ‘L’ .
n|x,d(@)| = c'||d4| + |dy| — Tr(d)] tan (4 + 2) (Voirp. 11)
si Tr(d) = (ld4| + |d3]) sin ¢’
I = 7nlx,d®)] = c’w”—%tan (E—ﬂ)

4 2

1 ., ¢ /
+ ‘+Etan<z+7)‘ —tan @ ]
= n|x%,d®@)|=cw
» Puissance résistante maximale
Prm (@) = fV Tl,'[f,ﬁ(f)]dv

avec: dV:0 - QOABXJ-:thCln(%-I-%)

= P.m,1V)=cw folz v = Hm®) = c'wl* tan (g + %’)
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i Calcul a la rupture et analyse limite

.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Excavations : Cas d’une fouille verticale
» Mécanisme de bloc ¢

] X
! Ligne

de rupture

Critére de Mohr - Coulomb (c = c'et ¢ = ¢') g

> ©ext(V) < rm (V)
x 1° hypothese (Minoration) : Rotation autour de O
%yw lh - é tan G -+ %,)] 12 < c'wl? tan (g -+ %,) __________

! B
Y]
yh 2tan(4+ 2)

H
= o < p— _/ 1 -
1——tan(4+2> n VA

!

e l -h
Optimisation : P 0 = yc—, < 2tan (E 4+ ‘L)

4 2
x  2¢me hypothése (Majoration) : Rotation autour de H

!/ !/
l)/a)hl2 < c'wl?tan (E + ﬂ) = y—h < 2tan (n + 2)
2 4 2 c’ 4 2

» Solution exacte: k™ = k* = yc—,h = 2tan (% T %)
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

o Exemples d'application
* Fondations : Cas d’une semelle filante
Soit une semelle filante de largeur B reposant sur un massif de sol argileux de poids

volumique y et de cohésion non drainée c,, supposé obéissant au critere de type
Tresca. Déterminer la charge maximale Q,,,,, que peut supporter cette semelle.

Hypothése Q
Poinconnement du sol ‘

Critére de rupture de type Tresca ] "i | %* i’»ﬁ, q= %
f(&) = oy — 05| = 2¢, < 0 CENG

Mode de chargement appliqué

W |Q

. S
Contrainte appliquée : q = = < q* = (E)
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Calcul a la rupture et analyse limite
..—. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Exemples d’application
* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanismes de rupture considérés

Mécanisme de Prandtl
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme de cercle : 1% hypotheése (Cercle centré au point B)

» Puissance des efforts extérieurs

Pext® = Q- 4(®) = Quw (R —73) =7 QB

» Champ de vitesses cinématiquement admissible "o
n[x,n(x), [v(X)]] = k|[v]| si [v]-n=0 ||

= [I®] = v

k =c,

* Ve = WR = wB

* lz0 =mR =B

— n[f ) ﬁ(f) ) HE(TC)]]] — wBCu Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul

dans les blocs, seules les vitesses [#7(x)] inter-
blocs paralleles aux lignes de discontinuités
sont prises en considération.
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme de cercle : 1% hypotheése (Cercle centré au point B)

» Puissance résistante maximale
Prm@) = [, w[x,nx), [v(x)]]dz
avec: mlx,n(x),[v(x)]] = wBcy
d¥=1xdl | dl:0->1=AC =nB

lT[B

= Sorm(v) — C‘)Bcuf = Sorm(ﬁ) — anzcu

> Pert(®) < Pr@) = %QwB < nwB?c,

=  Quuax = 2mBc,

» Encadrement

- +
(l) _5<Q“"<(Q) — 2w ~ 6.28

Bcy, Bcy, Bc
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Fondations : Cas d’une semelle filante

» Mécanisme de cercle : 2™ hypotheése (Cercle centré a I'aplomb du point B)

» Puissance des efforts extérieurs

Pext(®) = Q- 4@ = Qw (Rsina —3) = Qw (B ~3) = ;QwB
B

» Champ de vitesses cinématiquement admissible I
r[x,n(x), [v()]] = kl[v]| si [v]-n=0

= [I®] = v

k =c,

* Vi = WR

e l;z =AC=2aR | R=B/sina

- n[x ’ n(x) ’ [[v(x)]]] DLl Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul
dans les blocs, seules les vitesses [U(x)] inter-
blocs paralleles aux lignes de discontinuités
sont prises en considération.
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g Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d’application

* [Fondations : Cas d’une semelle filante

» Mécanisme de cercle : 2¢m¢ hypotheése (Cercle centré a 'aplomb du point B)

» Puissance résistante maximale
avec: w[x,n(x),[v()]] = a)Rcu &dX=1xdl | dl:0-1=A4C = 2aR

= 0, (¥) = wRc, fl 2Ral = p,. (V) = 2awR%c,

» 90 < @ = EQwB < 2awR?c, | R=B/sina

A«
= Qmax ~ sin2 a Cu B
0
> Optimisation: tana = 2a = a = 0,37 rad = 67° Y Drresysine
it - — AV
ol yia) = sz T AT s ¢
Dérivons: y'(t) = (1 e ) = CRORN RO L e L
’ sm2 tan a L -7 NS

A .
——————————

Ecrivons: y'(t) =0 = tana =2«a
= a=0,37rad =67° _ _
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carup_chap3.xlsx

ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* [Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme de cercle : 2¢m¢ hypotheése (Cercle centré a 'aplomb du point B)

» Puissance résistante maximale
avec: w[x,n(x),[v()]] = a)Rcu &dX=1xdl | dl:0-1=A4C = 2aR

= 0, (¥) = wRc, fl 2Ral = p,. (V) = 2awR%c,

» 90 < @ = EQwB < 2awR?c, | R=B/sina

4a

=  Qumax = Sin? o Cu B

> Optimisation: tana = 2a = a = 0,37 rad = 67° Y Drresysine
=  Qmax = 5.33Bc, e a!
AL x"'»?;ﬁr;’ __ C
» Encadrement e e SRR
. 2, \N;"\v W e T

Q _ Quit Q _ R B e
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g Calcul a la rupture et analyse limite
wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme de cercle : 3°™¢ hypotheése (Cercle centré loin du point B)

» Puissance des efforts extérieurs

Pext(® = Q- (V) = Qw (R sina — §)

» Champ de vitesses cinématiquement admissible I
r[x,n(x), [v()]] = kl[v]| si [v]-n=0

= [W(0)] = vge o

k =c,

* Vi = WR
°l;1\C=ZZ'=2aR

= n[x,a®), [#(®]] = ®Rc,

Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul
dans les blocs, seules les vitesses [(x)] inter-
blocs paralleles aux lignes de discontinuités
sont prises en considération.
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme de cercle : 3°™¢ hypotheése (Cercle centré loin du point B)

» Puissance résistante maximale
Prm@) = [, w[x,nx), [v(x)]]dz
avec: mlx,n(x),[v(x)]] = wRcy,
d¥=1xdl | dl:0-1=A4C = 2aR

= 0, (¥) = wRc, fl 2RAl = p,. () = 2awR%c,

» 9ot @) < orm(@) = Quw (R sina — g) < 2awR*c,

2aR?

. B\ *u
R sin a—E)

= Qmax:( Si Rsina—§>0
» Optimisation : (Idem. 2¢™¢ hypothése : Cercle centré a I'aplomb du point B)

C e . S . 4a
X Minimisation parrapportaR: Rsina =B = Quax = —— B¢y,

sin? a

X Minimisation par rapportaa: tana = 2a = Quqax = 5.33Bcy,
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1985

HEH Calcul a la rupture et analyse limite
..—. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Exemples d'application

* [Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme a cinq blocs

Hodographe des vitesses

B
®* UVpc = V12 =U/COSCZ . lBCzllZzZSina
* Vep =Vop =vtana ; lep =lpp, =B Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul
.« Vpp = Vyg = v : lpp = lys = 1:? dans les blo\cs, seules.les Vitess.es [[ﬁ(??)]].ir}ter-
2cos a 2sina blocs paralleles aux lignes de discontinuites
* Vpgp = Vg3 = Zc:sa' > s = s = ZsiBna sont prises en considération.
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ﬁ?;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application

* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme a cinq blocs

» Vitesses de discontinuités et longueurs correspondantes

o B . B |
Vpec = Vi =v/cosa ; lgc =l = | |
2sina Q
'UCD=UOZ=UtanCZ;lCD=ZOZ=B
v B
* Upp = VUy3 = » lgp = 1,3 =
BD 23 2cosa ' BD 23 2sina
v B
* Upp = Vg3 =—— ; lpg = lp3 =
DE 03 2cosa ' PE 03 2sina

» Puissance des efforts extérieurs
Pext(®) = Q-q(@) = Qv

» Puissance résistante maximale
Prm@) = [ w[x,n(X), [DR@)]] dE = [; k|[7]|dz

= [v(x)] - Vitesses de discontinuité : vg., Vop, Vgp €t Vpg
k =c,
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Calcul a la rupture et analyse limite

wasmewe CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur
0 Exemples d'application

Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme a cinq blocs

= Prm (V) =2 (ch vpe dlgc + J.p Vep Alep + Jup Vep Alpp + [,z VDE dlDE) Cy

= ©rm (@) = 2(Wpclpc + veplep + Veplep + Vpelpe)cy

— 1 1
= Sorm(v) =2 (2 Sina cos a i D 7 4sinacosa T 4 sin a cos a) Bcuv
= Prm(V) = 2 (tan a+— Za) Bc,v
| |
P Pext(V) < (@) = Q< 2(

» Optimisation: tana :\/75 = a = 35.26°

Q
r*w%&w i’%}: = E
Soit : y(a) = tana + G » Crd \?r i~y » E
sin 2« IS SRl i Yoy TSI FRay TSI R S T
1 LA S R L
Posons: t=tana = y(t)—2t+? S, SR S TR B IR Ty /, R
WN el el DNl a N
Dérivons: y'(t) = Z—i2 oA it AZ‘.;.,\\‘ ) IZ R SR
f g | PR el GH
Ecrivons : y'(t)=2—t—2=0 = t=— e R R e R G e R D
k% P
\ 2
D’oui: tanazg = a=35.26° S
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Calcul a la rupture et analyse limite
Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Q Exemgles d’application
* [Fondations : Cas d’une semelle filante
» Mécanisme a cinq blocs

= Prm (V) =2 (ch vpe dlgc + J.p Vep Alep + Jup Vep Alpp + [,z VDE dlDE) Cy

= ©rm (@) = 2(Wpclpc + veplep + Veplep + Vpelpe)cy

_ 1 1
= gorm(v) =2 (2 sina cos a Tiana + 4sinacosa T 4 sin a cos a) Bcuv
= ©P,m(®) =2 (tan a+ — Za) Bc,v
. B |
_ _ 3
> Pexc (@) < Prm@) = Q=2 —)Bc, | o |
e V2 o
» Optimisation: tana = = a= 35.26 l

=  Quax = ©2Bc, = 5.66Bc,

» Encadrement

- 11
L Quit Q —
<Bcu) T Bcy, = (Bcu) = 5.66
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ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
..—. Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Exemples d'application

* [Fondations : Cas d’une semelle filante
» Meécanisme de Prandtl

Eoo + 08, Q

B
'UBGZFLEZT?,NE ; EBC:IIEZE
B
VBp = V23 = U’!V(E ; lpp =13 = NG Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul
B dans les blocs, seules les vitesses [[#7(x)] inter-
c vy =V = VN2 gy =lgp=-—= ’
b 0z / ¢ 0z EBME blocs paralleles aux lignes de discontinuités
s Upg = Vo3 =v/V2 ; lpg=lpz = - sont prises en considération.
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diaf

0 Exemples d'application
* [Fondations : Cas d’une semelle filante
» Meécanisme de Prandtl . B |

» Vitesses de discontinuités et longueurs correspondantes Q

Blocs ABC, BDE et AFG
B
* Vpc = Vip = v/V2 ilBC:l12:T§ G__ _ E
B & '-?s\‘s’%-'«‘,.,.\'-w‘ LRI A
* Upp = V3 = VN2 ; lgp = lp3 = N ey SR e BRI AR
B "'.\Q:‘vi'-..alv \*»L-_._l\e"Q’:-- SR
* Vep = Vo2 = V/V2 ; lgp = oz = vz akion | B R e SN Dt
B Eairlie e ¥
* Vpg = Vo3 = V/V2 ; lpg = lo3 =2
Blocs BCD et ACF
L
Vpr =0 /:l “:>
= - = -:h \
(er,e9) > v(6) = Vgg = v/\/i = cSte ;’.e _)\,)3
vrg = 0 Tsa@y v,
€g
dV=1x71drdd | 0:0>2 & r:0->—= e,
2 V2 v
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0 Exemples d'application
* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Meécanisme de Prandtl

» Puissance des efforts extérieurs

Soext(‘v) = Q ) ﬁ(l_?) = Qv

» Puissance résistante maximale

Prm(®) = [, n[%,dA@D]aV + [, %, 7@, [F@D]] d2

telles que 2 B
» w[X,d@)] =2 (Idy| + |da| +1d3]) si Tr(d) =0 | *=c,
 w[x,n(x), [vCOll = kl[v]] si[vl-n=0 | k=c,

avec :

« [#(x)] - Vitesses de discontinuité : vg., vep etvpg et leurs symétriques

e d = %[ﬁ(ﬁ) + tﬁ(ﬁ)] - Taux de déformation dans I’éventail BCD
et son symétrique S e

* V=18 +vgéy +v,6, = \/% eg grad(®) = Z—Zj =vij = (Sym. V6,0 :’7‘:>
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0 Exemples d’application
* Fondations : Cas d’une semelle filante
» Meécanisme de Prandtl

v (%

ﬁd: _+2\/E &d2=_2\/57"
o (%, d@)] = 2(dy] + da] + 1ds]) = (|+ 75| + |- 55| +0) cu =2

25 T
= [, n[x,d@]av = [, = cudV—2<f‘/_rd fzcu” >=%foﬁdrf05d9
= [, n[x,d(®]dV = ZBc,v

= nlx,n(x), [v(x0)]] = k|[v]| = mpc + mpp + 7ep + TpE
=4 fZ' T[[f,ﬁ(f) 0 [[ﬁ(f)]]]dz =2 (f VUpc dlBC + vCD dlCD + fDE VUpE dlDE)
= 2(vpclpc + VC’DIET) + vpelpe)cy

=25 X5+ %5t B <) e

= [, nlx%, 7@, [F@]ldE = (5 + 2) Beyv

2

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila 111



1985

ﬁ;ﬁ Calcul a la rupture et analyse limite
.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

0 Exemples d'application
* [Fondations : Cas d’une semelle filante
» Meécanisme de Prandtl

= Prm() = chuv + (g + 2) Bc,v = (m + 2)Bc,v

P Pext (@) < 9rm(V)
= Qv < (m+2)Bc,v
=  Qumax = (™ + 2)Bc, =~ 5.14Bc,,

. B |
» Encadrement | Q |
— +
L _ Quit Q _ ~ ||
(Bcu> =5< Be, < (Bcu> =nm+2~=5.14 é*rl*l %
1’ 2 =
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0 Exemples d’application
* Souténements : Cas d’un écran vertical

Soit un écran de soutenement vertical en contact avec un massif de sol sableux sec
infini dans le plan de la figure ci-dessous. Le sable de poids volumique y et d’angle
de frottement interne ¢’ est supposé régi par le critéere de rupture de type Mohr-
Coulomb. Déterminer les coefficients de poussée K, et de butée K,,, puis déduire le
domaine des chargements potentiellement supportables K (Q) correspondant.

v

Hypothése admise

=l

Déformations planes

Critere de rupture de type Mohr-Coulomb

— 1-sin ¢’ , cos @’
O)—=01 —0)——— — ——<0
f( ) 1 2 1+sin ¢’ 1+sin ¢’

Paramétres de chargement

Q : Résultante des forces de poussée ou de
butée
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Exemples d’application

* Souténements : Cas d’un écran vertical
Mécanismes de rupture possibles

Rupture par poussée Rupture par butée

(Détails : Voir cours de MDS)
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0 Exemples d’application
* Souténements : Cas d’un écran vertical

Cas de la rupture par poussée

» Puissance des efforts extérieurs

. 1 / /
Pext(V) = [E YH? tan (% — %) cos (% + %

— [Qa sin (% + %,)] (%

» Puissance résistante maximale

$rm (V) = 0 (Discontinuité de vitesse
pertinente le long de OB
et massif de cohésion nulle)

» Force de poussée
Pext(V) < rm (V)
= Q, = %yHZKa | K, = tan? (E - ﬂ)

Rupture par poussée

4 7
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0 Exemples d’application
* Souténements : Cas d’un écran vertical

Cas de la rupture par butée

» Puissance des efforts extérieurs

pext(ﬁ) = - [%YHZ tan (% -+ %) sin (E + =

+ [Qp cos (% + %’)] % g

» Puissance résistante maximale

$rm (V) = 0 (Discontinuité de vitesse
pertinente le long de OB
et massif de cohésion nulle)

» Force de poussée
Pext(V) < rm (V)
1 I/
= Qp, =3YH’K, | K,=tan’ (E +(L)

Rupture par butée

4 7
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0 Exemples d’application
* Souténements : Cas d’un écran vertical

Domaine des chargements potentiellement supportables

Limite inférieure
A (Equilibre de poussée)
Q:
K(Q)
Q
Limite supérieure
(Equilibre de butée)
Poussée Butée Q4 ]
Encadrement : Domaine K (a) Rupture par butée

1 ™

_ 1 2. 2 9’ _1 2. ofm ¢
Qa—ZyH tan <4 Z)SQSQP—Z)/H tan <4+2)
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Merci de votre attention

Fin du Troisieme Chapitre



 Calcul a la rupture et analyse limite
.o—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur

EXERCICES

Ex. 1 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme I'indique la
figure ci-apres. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (Q) pour cette structure, ou Q désigne la charge appliquée.

Critére de rupture : |Tj| < L;i=1,2,3

L - chargement limite (limite de
résistance du mateériau en traction)
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EXERCICES

Ex. 2 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme I'indique la
figure ci-apres. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (P, Q) pour cette structure, ou P et Q désignent les charges appliquées.

Critére de rupture : |Tj| < L;i=1,2,3

L - chargement limite (limite de
résistance du mateériau en traction)
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.ow—n Chap. 3 : Approche cinématique par |'extérieur
EXERCICES

Ex.3 Considérons une poutre encastrée d'un coté et simplement appuyée de l'autre comme
I'indique la figure ci-apres. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables K (Q) pour cette poutre, ou Q désigne la charge appliquée.

A
Critére de rupture : [M| < m,,
0 Q N m,, - moment limite (limite de
| I I résistance du matériau en flexion)
/ |
1 |
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EXERCICES

Ex. 4 (Interro. du 28/11/2022) Déterminer les bornes inférieure Q,,;,, et supérieure Q,,,, du
chargement potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, ou Q désigne la charge

appliquée. Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime Q.
correspondante.

Critére de rupture: |[N| < L

L - chargement limite

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila 122



. Calcul a la rupture et analyse limite
wasmew. CHAP. 3 1 Approche cinématique par |'extérieur

EXERCICES

Ex.5 (EFSdu10/01/2023) Déterminer les bornes inférieure Q,,;,, et supérieure Q,,,, duchargement
potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, ou Q désigne la charge appliquée.
Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime Q,;; correspondante.

Critere de rupture: |[Ny| < L et |Ng| < 3L

L - chargement limite
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