
❑ Bases théoriques

❑ Exemples d’application

❖ Cylindre en compression

❖ Cylindre en torsion

❖ Plaque pleine en traction

❖ Plaque trouée en traction

❖ Tube en traction-torsion

❖ Structure réticulée

❖ Excavations

❖ Fondations

❖ Soutènements

❑ Exercices

Calcul à la rupture et analyse limite

Chapitre Trois
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❑ Bases théoriques

Soit : ന𝝈 - Tenseur de contraintes

ത𝒇 - Densité de forces dans 𝑉

ഥ𝑭𝒅 - Forces surfaciques sur 𝜕𝑉ത𝐹

ഥ𝒖𝒅 - Champ de déplacement sur 𝜕𝑉ഥ𝑢

• Champ de vitesses cinématiquement admissible

On dit que ෠ҧ𝑣 est cinématiquement admissible (C.A.) si et seulement si :

ෝ𝒗𝒊 = 𝒗𝒊
𝒅 ഥ𝒙 𝒔𝒖𝒓 𝝏𝑽ഥ𝒖 ⃓ ҧ𝑣𝑑 = ሶത𝑢𝑑

• Champ de contraintes physiquement admissible

On dit que ധ𝜎 est physiquement admissible (P.A.) si et seulement si :

ന𝝈 ∈ 𝑮 ഥ𝒙 ∀ ഥ𝒙 ∈ (𝑽) ⃓    𝐺 ҧ𝑥 - Domaine de résistance du matériau

⇒   Critère de rupture (Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb, Drucker-Prager, ...)
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𝝏𝑽ഥ𝑭 ∪ 𝝏𝑽ഥ𝒖 = 𝝏𝑽

𝝏𝑽ഥ𝑭 ∩ 𝝏𝑽ഥ𝒖 = ∅

(𝝏𝑽ഥ𝒖)

(𝝏𝑽ഥ𝑭)

(𝑽)

ഥ𝑭𝒅

ഥ𝒖𝒅

ത𝒇

ഥ𝒏
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❑ Bases théoriques

• Condition d’équilibre : Principe des puissances virtuelles

Soit :

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 (Puissance des efforts extérieurs)

▶ ℘𝒊𝒏𝒕 ഥ𝒗 = 𝑽׬ ന𝝈: ന𝒅 ഥ𝒗 𝒅𝑽 + 𝚺׬ ന𝝈 ∙ ഥ𝒏 ∙ ഥ𝒗 𝒅𝚺 (Puissance des efforts intérieurs)

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒊𝒏𝒕 ഥ𝒗 ∀ ഥ𝒗 𝑪. 𝑨. (Condition d’équilibre)

ഥ𝑸 - Charge appliquée

ഥ𝒒 - Déplacement

ሶഥ𝒒 - Vitesse de déplacement

𝚺 - Surface de discontinuité

ഥ𝒗 - Discontinuité du champ de vitesses

ന𝝈 - Tenseur de contraintes

ന𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 + 𝒕𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 - Tenseur des vitesses de déformation ( Ӗ𝑑 = ሶӖ𝜀)  
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(𝚺)





ഥ𝒗
(𝑽)

ഥ𝒏

ഥ𝒗 = 𝒗𝟐 − 𝒗𝟏
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❑ Bases théoriques

• Puissance résistante maximale

On définit une puissance résistante maximale ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 :

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽 + 𝚺׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝚺

où  𝝅 désigne la fonction d’appui telle que :

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ∀ ഥ𝒗 𝑪. 𝑨.      

Il s’ensuit donc que : 

𝑺𝒊 ∃ ഥ𝒗 𝑪. 𝑨 | ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ ഥ𝑸 ∈ 𝑲

⇒ ഥ𝑸𝒖𝒍𝒕 ≤ ഥ𝑸 = ഥ𝑸𝒎𝒂𝒙 (Borne supérieure)

Remarque : L’approche cinématique est une approche par excès.
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❑ Bases théoriques

• Expressions de la fonction d’appui 

Cette fonction est définie par :

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 = 𝑺𝒖𝒑 ന𝝈 ഥ𝒙 : ന𝒅 ഥ𝒙 | ന𝝈 ഥ𝒙 ∈ 𝑮 ഥ𝒙 𝑑𝑎𝑛𝑠 (𝑉)

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝑺𝒖𝒑 ന𝝈 ഥ𝒙 ∙ ഥ𝒏 ഥ𝒙 ∙ ഥ𝒗 ഥ𝒙 | ന𝝈 ഥ𝒙 ∈ 𝑮 ഥ𝒙 𝑠𝑢𝑟 (𝛴)

Raisonnement :

D’où le domaine des chargements potentiellement supportables : 

𝑲 = ഥ𝑸 | ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 − ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ≤ 𝟎 ∀ ഥ𝒗 𝑪. 𝑨.
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𝑴𝒊𝒏 ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗
𝑸𝒋

𝑸𝒊

ഥ𝒏

𝑲
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❑ Bases théoriques

• Expressions de la fonction d’appui 

Remarque : Pour que le problème soit possible, il faut que ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 soit finie en 

certains points. Soit donc :

⇒ On doit choisir des champs de vitesses  ഥ𝒗 𝑪. 𝑨. | ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 < +∞

Propriétés de la fonction d’appui  :

𝝅 𝜶ന𝒅 = 𝜶𝝅 ന𝒅 ∀ 𝜶 > 𝟎

𝝅 ന𝒅 = +∞ (infinie)

ന𝒅

(𝑮)

𝝅 ന𝒅 = ന𝝈∗: ന𝒅 = 𝒄𝒔𝒕𝒆 (finie)

(𝑮) ന𝒅
ന𝝈∗
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

❖ Notations

ധ𝒔 - Tenseur des contraintes déviatoriques

𝒔𝟏 ≥ 𝒔𝟐 ≥ 𝒔𝟑 - Contraintes principales déviatoriques

𝝈𝒆𝒒 =
𝟐

𝟑
𝑻𝒓 ധ𝒔𝟐 =

𝟐

𝟑
𝒔𝒊𝒋𝒔𝒋𝒊 =

𝟐

𝟑
𝒔𝟏
𝟐 + 𝒔𝟐

𝟐 + 𝒔𝟑
𝟐 - Contrainte équivalente

ന𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 + 𝒕𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 - Tenseur des vitesses de déformation ( Ӗ𝑑 = ሶӖ𝜀)

𝒅𝟏 ≥ 𝒅𝟐 ≥ 𝒅𝟑 - Taux principaux de déformation (Valeurs principales de  Ӗ𝑑)

𝒅𝒆𝒒 =
𝟐

𝟑
𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 =

𝟐

𝟑
𝒅𝒊𝒋𝒅𝒋𝒊 =

𝟐

𝟑
𝒅𝟏
𝟐 + 𝒅𝟐

𝟐 + 𝒅𝟑
𝟐 - Déformation équivalente

ഥ𝒗 - Discontinuité de la vitesse  ҧ𝑣 au franchissement de la surface de discontinuité  Σ

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽 + 𝚺׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝚺
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

❖ Critère de Tresca

✓ Domaine de résistance :  𝑮 ന𝝈 = 𝑺𝒖𝒑
𝒊=𝟏,𝟐,𝟑
𝒋=𝟏,𝟐,𝟑

𝝈𝒊 − 𝝈𝒋 − 𝝈𝒐 ≤ 𝟎

𝝈𝒐 - Limite de résistance en traction simple (ou en compression simple)

✓ Fonction  :

𝝅 ന𝒅 = ൞

+∞ 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 ≠ 𝟎

𝝈𝒐

𝟐
𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 + 𝒅𝟑 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 = 𝟎

dans  (V)

𝝅 ഥ𝒏 , ഥ𝒗 = ൞

+∞ 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 ≠ 𝟎

𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎

sur ()
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

❖ Critère de von Mises

✓ Domaine de résistance :  𝑮 ന𝝈 = 𝝈𝒆𝒒
𝟐 − 𝒌𝟐 =

𝟏

𝟐
𝑻𝒓 ധ𝒔𝟐 − 𝒌𝟐 =

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒋𝒔𝒋𝒊 − 𝒌

𝟐 ≤ 𝟎

𝒌 - Limite de résistance en cission simple (Cisaillement pur)

(= 𝝈𝒐 𝑒𝑛 𝑐𝑖𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 ; = Τ𝝈𝒐 𝟑 𝑒𝑛 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 ; Τ= −𝝈𝒐 𝟑 𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒)

✓ Fonction  :

𝝅 ന𝒅 =

+∞ 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 ≠ 𝟎

𝒌 × 𝟐𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 = 𝝈𝒐𝒅𝒆𝒒 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 = 𝟎

dans  (V)

𝝅 ഥ𝒏 , ഥ𝒗 = ቐ
+∞ 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 ≠ 𝟎

𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎
sur ()
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

❖ Critère de Mohr - Coulomb

✓ Domaine de résistance :

𝑮 ന𝝈 = 𝑺𝒖𝒑
𝒊=𝟏,𝟐,𝟑
𝒋=𝟏,𝟐,𝟑

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝝋 𝝈𝒊 − 𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝝋 𝝈𝒋 − 𝟐𝒄 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝝋 ≤ 𝟎

𝒄 𝑒𝑡 𝝋 – Paramètres de cisaillement du matériau

✓ Fonction  :

𝝅 ന𝒅 = ൞

+∞ 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 < 𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 + 𝒅𝟑 𝒔𝒊𝒏𝝋

𝒄

𝒕𝒂𝒏 𝝋
𝑻𝒓 ന𝒅 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 ≥ 𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 + 𝒅𝟑 𝒔𝒊𝒏𝝋

dans  (V)

𝝅 ഥ𝒏 , ഥ𝒗 = ൞

+∞ 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 < ഥ𝒗 𝒔𝒊𝒏𝝋

𝒄

𝒕𝒂𝒏 𝝋
ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 ≥ ഥ𝒗 𝒔𝒊𝒏𝝋

sur ()

telle que  𝑯 =
𝒄

𝒕𝒂𝒏 𝝋
est la pression de cohésion (Limite de résistance en traction triple).
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

1. Milieux continus tridimensionnels (3D) : Cas général

❖ Critère de Drucker - Prager

✓ Domaine de résistance :  𝑮 ന𝝈 =
𝟏

𝟐
𝑻𝒓 ധ𝒔𝟐 −

𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝟑 𝟑+𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝋

𝒄

𝒕𝒂𝒏 𝝋
−
𝟏

𝟑
𝑻𝒓 ന𝝈 ≤ 𝟎

𝒄 𝑒𝑡 𝝋 – Paramètres de cisaillement du matériau (Sols)

✓ Fonction  :

𝝅 ന𝒅 =

+∞ 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 <
𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝋

𝟑+𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝋
𝟑𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 − 𝑻𝒓 ന𝒅

𝟐

𝒄

𝒕𝒂𝒏 𝝋
𝑻𝒓 ന𝒅 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 ≥

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝋

𝟑+𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝋
𝟑𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 − 𝑻𝒓 ന𝒅

𝟐

dans (V)  

𝝅 ഥ𝒏 , ഥ𝒗 = ൞

+∞ 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 < ഥ𝒗 𝒔𝒊𝒏𝝋

𝒄

𝒕𝒂𝒏 𝝋
ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 ≥ ഥ𝒗 𝒔𝒊𝒏𝝋

sur ()
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

2. Milieux continus bidimensionnels (2D) : Plaques en flexion

❖ Notations

ന𝑴 = 𝑴𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋 |  𝒊 = 𝟏, 𝟐 & 𝒋 = 𝟏, 𝟐 - Tenseur des moments de flexion au point  ҧ𝑥

ሶഥ𝒘(ഥ𝒙) - Vitesse de flèche au point  ҧ𝑥 suivant l’axe  ҧ𝑧

ሶഥ𝝎 ഥ𝒙 = 𝒈𝒓𝒂𝒅 ሶഥ𝒘(ഥ𝒙)

ሶന𝝌(ഥ𝒙) - Tenseur des vitesses de courbure au point  ҧ𝑥

ሶഥ𝝎 ഥ𝒙 = ሶഥ𝝎𝟐 ഥ𝒙 − ሶഥ𝝎𝟏 ഥ𝒙 - Discontinuité de  ሶഥ𝜔 au

franchissement de la ligne de discontinuité L au point  ҧ𝑥

de normale  ത𝑛 ҧ𝑥

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶഥ𝝎 = 𝑺׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ሶന𝝌 ഥ𝒙 𝒅𝑺 + 𝑳׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ሶ𝜽 ഥ𝒙 𝒅𝑳
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ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧

ത𝑛 ҧ𝑥

ҧ𝑡 ҧ𝑥



𝑳

ሶ Ӗ𝜒 =

𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑦2

=

𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑟2
1

𝑟

𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑟𝜕𝜃
−
1

𝑟2
𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝜃2

1

𝑟

𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝑟𝜕𝜃
−
1

𝑟2
𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝜃2
1

𝑟

𝜕 ሶ𝑤

𝜕𝑟
+
1

𝑟2
𝜕2 ሶ𝑤

𝜕𝜃2

( ҧ𝑥 ; ത𝑦)       ( ҧ𝑒𝑟 ; ҧ𝑒𝜃)

ത𝑦

ҧ𝑧

ഥ𝑴𝒙𝒚

ഥ𝑴𝒙𝒙

ഥ𝑴𝒚𝒚

ഥ𝑴𝒚𝒙

ҧ𝑥
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𝟑𝑫 2D

ധ𝜎 ന𝑀

Ӗ𝑑 ሶ Ӗ𝜒

ҧ𝑣 ሶഥ𝜔 ҧ𝑥



❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

2. Milieux continus bidimensionnels (2D) : Plaques en flexion

❖ Critère de Tresca

✓ Domaine de résistance :  𝑮 ന𝑴 = 𝑺𝒖𝒑
𝒊,𝒋

𝑴𝒊 ; 𝑴𝒊 −𝑴𝒋 −𝒎 ≤ 𝟎

✓ Fonction  :
𝝅 ሶന𝝌 = 𝒎 ∙ 𝑺𝒖𝒑

𝒊,𝒋
ሶ𝝌𝒊 ; ሶ𝝌𝒊 − ሶ𝝌𝒋

𝝅 ሶ𝝎 = 𝒎 ሶ𝝎 (Discontinuité)

❖ Critère de von Mises

✓ Domaine de résistance :  𝑮 ന𝑴 = 𝑴𝟏
𝟐 +𝑴𝟐

𝟐 −𝑴𝟏𝑴𝟐 −
𝟑

𝟒
𝒎𝟐 ≤ 𝟎

𝒎 - Limite de résistance en flexion

𝑴𝟏 ≥ 𝑴𝟐 - Moments principaux

✓ Fonction  :

𝝅 ሶന𝝌 = ሶ𝝌𝒙𝒙
𝟐 + ሶ𝝌𝒚𝒚

𝟐 + ሶ𝝌𝒙𝒚
𝟐 + ሶ𝝌𝒙𝒙 ሶ𝝌𝒚𝒚 = ሶ𝝌𝟏

𝟐 + ሶ𝝌𝟐
𝟐 + ሶ𝝌𝟏 ሶ𝝌𝟐

𝝅 ሶ𝝎 = 𝒎 ሶ𝝎 (Discontinuité)

ሶ𝝌𝟏 ≥ ሶ𝝌𝟐 - Valeurs principales de  ሶന𝝌(ഥ𝒙)
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ഥ𝑀1

ഥ𝑀2

−𝒎 ;−𝒎

𝒎 ;𝒎
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−
𝟑

𝟐
𝒎 ; −

𝟑

𝟐
𝒎 

ഥ𝑀1

ഥ𝑀2
𝟑

𝟐
𝒎 ;

𝟑

𝟐
𝒎 



❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

2. Milieux continus bidimensionnels (2D) : Plaques en flexion

❖ Critère de Johansen isotrope (Béton armé)

✓ Domaine de résistance : 𝑮 ന𝑴 = 𝑺𝒖𝒑
𝒊

𝑴𝒊 −𝒎 ;−𝑴𝒊 −𝒎′ ≤ 𝟎

𝒎 - Limite de résistance en flexion positive (+)

𝒎′ - Limite de résistance en flexion négative (−)

✓ Fonction  :

𝝅 ሶന𝝌 = 𝑺𝒖𝒑 𝒎 ሶ𝝌𝟏 ; −𝒎′ ሶ𝝌𝟏 + 𝑺𝒖𝒑 𝒎 ሶ𝝌𝟐 ; −𝒎′ ሶ𝝌𝟐

𝝅 ሶ𝝎 = 𝑺𝒖𝒑 𝒎 ሶ𝝎 ;−𝒎′ ሶ𝝎 (Discontinuité)

ሶ𝝌𝟏 ≥ ሶ𝝌𝟐 - Valeurs principales de  ሶന𝝌(ഥ𝒙)
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ഥ𝑀1

ഥ𝑀2

𝒎 ; 𝒎

−𝒎′ ;−𝒎′



❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections en traction-compression (Systèmes réticulés)

✓ Notations :

𝑵(𝒔) - Effort normal sur la section d’abscisse curviligne  𝑠

ሶ𝒖 𝒔 - Composante tangentielle de la vitesse du point d’abscisse 𝑠

ሶ𝜺 𝒔 = Τ𝒅 ሶ𝒖 𝒔 𝒅𝒔 - Vitesse (Taux) d’extension à l’abscisse 𝑠

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝒖 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝜺 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝒖 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance : 

𝑮 𝑵 = 𝑺𝒖𝒑 𝑵 − 𝑵𝒐 ; −𝑵 − 𝑵𝒐
′ ≤ 𝟎

𝑵𝒐 - Limite de résistance en traction (+)

𝑵𝒐
′ - Limite de résistance en compression (−)

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝜺 = 𝑺𝒖𝒑 ሶ𝜺𝑵𝒐 ; − ሶ𝜺𝑵𝒐
′

𝝅 ሶ𝑼 = 𝑺𝒖𝒑 ሶ𝑼𝑵𝒐 ; − ሶ𝑼𝑵𝒐
′ (Discontinuité)

𝟑𝑫 1D

ധ𝜎 ഥ𝑁

Ӗ𝑑 ሶ𝜀
ത𝑉 = ҧ𝑣 ሶ𝑈 𝑠 = ሶ𝑢 𝑠
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ҧ𝑠
𝑆

ഥ𝑁 ҧ𝑠

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections en flexion simple (Poutres)

✓ Notations :

𝑴(𝒔) -Moment fléchissant sur la section d’abscisse curviligne  𝑠
ሶ𝝎 𝒔 - Composante de la vitesse de rotation de la section d’abscisse 𝑠
ሶ𝝌 𝒔 = Τ𝒅 ሶ𝝎 𝒔 𝒅𝒔 - Vitesse (Taux) de courbure à l’abscisse  𝑠
ሶ𝜽 𝒔 = ሶ𝝎 𝒔 = ሶ𝝎 𝑺+ − ሶ𝝎 𝑺− - Discontinuité de ሶ𝜔 à l’abscisse  𝑠

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝝎 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝜽 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝜽 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :

𝑮 𝑴 = 𝑺𝒖𝒑 𝑴−𝒎 ;−𝑴 −𝒎′ ≤ 𝟎

𝒎 - Limite de résistance en flexion positive (+)

𝒎′ - Limite de résistance en flexion négative (−)

✓ Fonction  :
𝝅 ሶ𝝌 = 𝑺𝒖𝒑 ሶ𝝌𝒎 ;− ሶ𝝌𝒎′

𝝅 ሶ𝜽 = 𝑺𝒖𝒑 ሶ𝜽𝒎 ;− ሶ𝜽𝒎′ (Discontinuité)
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𝟑𝑫 1D

ധ𝜎 ഥ𝑀

Ӗ𝑑 ሶ𝜒

ത𝑉 = ҧ𝑣 ሶ𝜃 𝑠 = ሶ𝜔 𝑠

ҧ𝑠𝑆−
𝑆+

ഥ𝑀 ҧ𝑠

𝑆

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections en torsion (Poutres)

✓ Notations :

𝑻(𝒔) - Couple de torsion sur la section d’abscisse curviligne  𝑠
ሶ𝜶 𝒔 - Composante tangentielle de la vitesse de rotation de la section d’abscisse  𝑠
ሶ𝝍 𝒔 = Τ𝒅 ሶ𝜶 𝒔 𝒅𝒔 - Vitesse (Taux) de torsion à l’abscisse  𝑠
ሶ𝜳 𝒔 = ሶ𝜶 𝒔 = ሶ𝜶 𝒔+ − ሶ𝜶 𝒔− - Discontinuité de ሶ𝛼 à l’abscisse  𝑠

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝜶 = 𝝅׬ ത𝒔 , ሶ𝝍 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝝍 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :  

𝑮 𝑻 = 𝑺𝒖𝒑 𝑻 − 𝑻𝒐 ; −𝑻 − 𝑻𝒐 ≤ 𝟎

𝑻𝒐 - Limite de résistance en torsion

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝝍 = 𝑺𝒖𝒑 ሶ𝝍𝑻𝒐 ; − ሶ𝝍𝑻𝒐

𝝅 ሶ𝚿 = 𝑺𝒖𝒑 ሶ𝚿𝑻𝒐; − ሶ𝚿𝑻𝒐 (Discontinuité)
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𝟑𝑫 1D

ധ𝜎 ത𝑇

Ӗ𝑑 ሶ𝜓
ത𝑉 = ҧ𝑣 ሶΨ 𝑠 = ሶ𝛼 𝑠

ҧ𝑠𝑆−
𝑆+𝑆

ത𝑇 ҧ𝑠

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections rectangulaires en flexion déviée

✓ Notations :

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝒖, ሶ𝝎 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝜺 𝒔 , ሶ𝝌 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝒖 𝒔𝒊 , ሶ𝜽 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :

𝑮 𝑴,𝑵 =
𝑴

𝒎
+

𝑵

𝑵𝒐

𝟐

− 𝟏 ≤ 𝟎

𝒎 - Limite de résistance en flexion pure

𝑵𝒐 - Limite de résistance en traction-compression
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ҧ𝑠𝑆−
𝑆+

ഥ𝑀 ҧ𝑠

𝑆
ഥ𝑁 ҧ𝑠

Τ𝑀 𝑚

Τ𝑁 𝑁𝑜
𝟏

−𝟏

𝟏−𝟏

Remarque : Le matériau constitutif de la section

est supposé homogène et régi par les critères de

von Mises ou de Tresca.

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections rectangulaires en flexion déviée

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝜺, ሶ𝝌 =

𝟒 𝒎 ሶ𝝌 𝟐 + 𝑵𝒐 ሶ𝜺
𝟐

𝟒 𝒎 ሶ𝝌
𝒔𝒊

𝑵𝒐 ሶ𝜺

𝟐𝒎 ሶ𝝌
< 𝟏

𝑵𝒐 ሶ𝜺 𝒔𝒊
𝑵𝒐 ሶ𝜺

𝟐𝒎 ሶ𝝌
≥ 𝟏

𝝅 ሶ𝑼, ሶ𝜽 =

𝟒 𝒎 ሶ𝜽
𝟐
+ 𝑵𝒐 ሶ𝑼

𝟐

𝟒 𝒎 ሶ𝜽
𝒔𝒊

𝑵𝒐 ሶ𝑼

𝟐𝒎 ሶ𝜽
< 𝟏

𝑵𝒐 ሶ𝑼 𝒔𝒊
𝑵𝒐 ሶ𝑼

𝟐𝒎 ሶ𝜽
≥ 𝟏
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections "𝐈" en flexion déviée

✓ Notations :

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝒖, ሶ𝝎 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝜺 𝒔 , ሶ𝝌 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝒖 𝒔𝒊 , ሶ𝜽 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :

𝑮 𝑴,𝑵 =
𝑴

𝒎
+

𝑵

𝑵𝒐
− 𝟏 ≤ 𝟎

𝒎 - Limite de résistance en flexion pure

𝑵𝒐 - Limite de résistance en traction-compression

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝜺, ሶ𝝌 = 𝑺𝒖𝒑 𝑵𝒐 ሶ𝜺 ;𝒎 ሶ𝝌

𝝅 ሶ𝑼, ሶ𝜽 = 𝑺𝒖𝒑 𝑵𝒐 ሶ𝑼 ;𝒎 ሶ𝜽
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Τ𝑀 𝑚

Τ𝑁 𝑁𝑜
𝟏

−𝟏

𝟏−𝟏



❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections "𝐃𝐨𝐮𝐛𝐥𝐞 𝐓" en flexion déviée

✓ Notations :

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝒖, ሶ𝝎 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝜺 𝒔 , ሶ𝝌 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝒗 𝒔𝒊 , ሶ𝜽 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :

𝑮 𝑴,𝑵 =

𝑴 −𝒎′

𝒎−𝒎′ +
𝑵

𝒏

𝟐
− 𝟏 ≤ 𝟎 𝒔𝒊 𝒎′ ≤ 𝑴 ≤ 𝒎

𝟐
𝑵 −𝒏

𝒏
+

𝑴 −𝒎′

𝒎−𝒎′ ≤ 𝟎 𝒔𝒊 𝑴 ≤ 𝒎′

𝒎 - Limite de résistance en flexion pure

𝑵𝒐 - Limite de résistance en traction-compression

Nota : 𝑵𝒐 =
𝒏 𝟐𝒎−𝒎′

𝟐 𝒎−𝒎′

 22M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝑀

𝑁

𝑁𝑜

−𝑁𝑜

𝑀𝑜−𝑀𝑜

𝑛

𝑚′



❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections "𝐃𝐨𝐮𝐛𝐥𝐞 𝐓" en flexion déviée

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝜺, ሶ𝝌 =

𝒎 𝟐𝒎−𝒎′ 𝟐 ሶ𝝌𝟐+ 𝒎−𝒎′ 𝑵𝒐 ሶ𝜺
𝟐

𝟐𝒎−𝒎′ 𝟐 ሶ𝝌
𝒔𝒊

𝑵𝒐 ሶ𝜺

𝟐𝒎−𝒎′ ሶ𝝌
≤ 𝟏

𝑵𝒐 ሶ𝜺 𝒔𝒊
𝑵𝒐 ሶ𝜺

𝟐𝒎−𝒎′ ሶ𝝌
≥ 𝟏

𝝅 ሶ𝑼, ሶ𝜽 =

𝒎 𝟐𝒎−𝒎′ 𝟐 ሶ𝜽𝟐+ 𝒎−𝒎′ 𝑵𝒐 ሶ𝑼
𝟐

𝟐𝒎−𝒎′ 𝟐 ሶ𝜽
𝒔𝒊

𝑵𝒐 ሶ𝑼

𝟐𝒎−𝒎′ ሶ𝜽
≤ 𝟏

𝑵𝒐 ሶ𝑼 𝒔𝒊
𝑵𝒐 ሶ𝑼

𝟐𝒎−𝒎′ ሶ𝜽
≥ 𝟏
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections tubulaires minces en traction-torsion

✓ Notations :

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝒖, ሶ𝜶 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝜺 𝒔 , ሶ𝝍 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝒖 𝒔𝒊 , ሶ𝝍 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :

𝑮 𝑵, 𝑻 =
𝑵

𝑵𝒐

𝟐

+
𝑻

𝑻𝒐

𝟐

− 𝟏 ≤ 𝟎

𝑵𝒐 - Limite de résistance en traction-compression

𝑻𝒐 - Limite de résistance en torsion pure

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝜺, ሶ𝝍 = 𝑵𝒐
𝟐 ሶ𝜺𝟐 + 𝑻𝒐

𝟐 ሶ𝝍𝟐

𝝅 ሶ𝑼, ሶ𝝍 = 𝑵𝒐
𝟐 ሶ𝑼𝟐 + 𝑻𝒐

𝟐 ሶ𝝍𝟐
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ҧ𝑠𝑆−
𝑆+𝑆

ഥ𝑁 ҧ𝑠

ത𝑇 ҧ𝑠

Remarque : Le matériau constitutif de la section

est supposé homogène et régi par les critères de

von Mises ou de Tresca.
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❑ Bases théoriques

• Critères de rupture et fonctions d’appui  correspondantes

3. Milieux continus unidimensionnels (1D)

❖ Sections tubulaires minces en flexion-torsion

✓ Notations :

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = ℘ ሶ𝝎, ሶ𝜶 = 𝝅׬ 𝒔 , ሶ𝝌 𝒔 , ሶ𝝍 𝒔 𝒅𝒔 + σ𝒊𝝅 𝒔𝒊 , ሶ𝜽 𝒔𝒊 , ሶ𝝍 𝒔𝒊

✓ Domaine de résistance :

𝑮 𝑴,𝑻 =
𝑴

𝒎

𝟐
+

𝑻

𝑻𝒐

𝟐

− 𝟏 ≤ 𝟎

𝒎 - Limite de résistance en flexion pure

𝑻𝒐 - Limite de résistance en torsion pure

✓ Fonction  :

𝝅 ሶ𝝌, ሶ𝝍 = 𝒎𝟐 ሶ𝝌𝟐 + 𝑻𝒐
𝟐 ሶ𝝍𝟐

𝝅 ሶ𝜽, ሶ𝝍 = 𝒎𝟐 ሶ𝜽𝟐 + 𝑻𝒐
𝟐 ሶ𝝍𝟐
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ҧ𝑠𝑆−
𝑆+𝑆

ത𝑇 ҧ𝑠

Remarque : Le matériau constitutif de la section

est supposé homogène et régi par le critère de

von Mises.

ഥ𝑀 ҧ𝑠

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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EXEMPLES D’APPLICATION

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en compression

Soit un cylindre en béton de limite de résistance 𝜎𝑜 soumis à une force de 

compression ത𝑄. Déterminer la borne supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥 obéissant aux critères de 

rupture de Tresca et de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝛼

ഥ𝑸

Plan de rupture par cisaillement

Partie mobile : ҧ𝑣 = 𝑈 ҧ𝑒1 + 𝑉 ҧ𝑒3

Partie fixe : ҧ𝑣 = ത0

ഥ𝑸

ഥ𝒗
ഥ𝑼

ഥ𝑽

ҧ𝑒3

ҧ𝑒1 ҧ𝑒2

ഥ𝑸
𝑅

ഥ𝑸

ℎ

h ≫ ∅ = 2R
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en compression

b/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

telle que :
ሶത𝑞 ҧ𝑣 = ത𝑉

⇒ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 = ത𝑄 ∙ ത𝑉

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = 𝑸𝑽

c/ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

d/ Discontinuité des vitesses

ഥ𝒗 = 𝑼𝟐 + 𝑽𝟐 = 𝑽/ 𝒔𝒊𝒏𝜶

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼 

ഥ𝑽

(𝛴)

(𝑆)

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en compression

e/ Critère de Tresca

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 9)

=
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 *  

avec : ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 ∶ 0 → 𝛴 =
𝑆

𝑐𝑜𝑠 𝛼
|    𝑆 = 𝜋𝑅2

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

2

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝛴=

𝑆

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝛴

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟐

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝑺

𝒄𝒐𝒔 𝜶
=

𝝈𝒐𝑽𝑺

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶

* Contrairement aux conventions de la MMC, on adopte ici le signe + pour la compression.

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼 

ഥ𝑽

(𝛴)

(𝑆)

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en compression

e/ Critère de Tresca

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑄𝑉 ≤
𝜎𝑜𝑉𝑆

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

⇒ 𝑄 ≤
𝜎𝑜𝑆

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝝈𝒐𝑺

Remarque : Sachant que 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝝈𝒐𝑺 (Approche statique par l’intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝑸𝒖𝒍𝒕 = 𝝈𝒐𝑺

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼 

ഥ𝑽

(𝛴)

(𝑆)

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en compression

f/ Critère de von Mises

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 10)

avec : 𝑘 = Τ𝜎𝑜 3 (Compression simple*)

ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 ∶ 0 → 𝛴 =
𝑆

𝑐𝑜𝑠 𝛼
|    𝑆 = 𝜋𝑅2

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝛴=

𝑆

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝛴

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟑

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝑺

𝒄𝒐𝒔 𝜶
=
𝟐𝝈𝒐

𝟑

𝑽𝑺

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶

* Contrairement aux conventions de la MMC, on adopte ici le signe + pour la compression.

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼 

ഥ𝑽

(𝛴)

(𝑆)

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en compression

f/ Critère de von Mises

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑄𝑉 ≤
2𝜎𝑜

3

𝑉𝑆

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

⇒ 𝑄 ≤
2𝜎𝑜

3

𝑆

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟐

𝟑
𝝈𝒐S

Remarque : Sachant que 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝝈𝒐𝑺 (Approche statique par l’intérieur),

d’où l’encadrement suivant :

⇒ 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝝈𝒐𝑺 ≤ 𝑸𝒖𝒍𝒕 ≤ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟐

𝟑
𝝈𝒐𝑺

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼 

ഥ𝑽

(𝛴)

(𝑆)

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

Soit un cylindre en béton de limite de résistance 𝜎𝑜 soumis à un couple de torsion ത𝑇. 

Déterminer la borne supérieure 𝑇𝑚𝑎𝑥 obéissant aux critères de rupture de Tresca et 

de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement

ҧ𝑒3
ഥ𝑻

ℎ

ҧ𝑒1 ҧ𝑒2

𝑅

𝑻 =
𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑
𝝉

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

𝛼

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃

𝛼 - Distorsion

𝑟

𝑅

𝛼𝑧

ℎ

Calcul à la rupture et analyse limite
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ഥ𝑻
ത𝝉𝒅𝜴

𝒓 𝒅𝒓

𝒅𝜽

𝑻 =
𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑
𝝉

𝑑𝛺 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟 ∶ 0 → 𝑅
𝑑𝜃 ∶ 0 → 2𝜋



❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

b/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

tels que :
ത𝑄 = ത𝑇

ሶത𝑞 ҧ𝑣 = ሶ𝛼 (Taux de distorsion)

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = 𝑻 ሶ𝜶

c/ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

tels que :
𝑑𝑉 = 2𝜋ℎ𝑟𝑑𝑟 

  𝑟 ∶ 0 → 𝑅

  Ӗ𝑑 - Tenseur des vitesses de déformation
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Calcul à la rupture et analyse limite
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ഥ𝑻

𝛼

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃

𝛼 - Distorsion

𝑟

𝑅

𝛼𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

𝑑𝛺 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑟 ∶ 0 → 𝑅

𝑑𝜃 ∶ 0 → 2𝜋

ഥ𝑻
ത𝝉𝒅𝜴

𝒓 𝒅𝒓

𝒅𝜽
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

d/ Tenseur des vitesses de déformation

ന𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 + 𝒕𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗

tels que :

ҧ𝑣 = 𝑣𝑟 ҧ𝑒𝑟 + 𝑣𝜃 ҧ𝑒𝜃 + 𝑣𝑧 ҧ𝑒𝑧 =
ሶ𝛼𝑟𝑧

ℎ
ҧ𝑒𝜃 | 𝑣𝜃 = ሶ𝑢𝜃

𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 =
𝝏𝒗𝒊

𝝏𝒙𝒋
= 𝒗𝒊,𝒋 =

𝒗𝒓,𝒓 𝒗𝒓,𝜽 𝒗𝒓,𝒛
𝒗𝜽,𝜽 𝒗𝜽,𝒛

𝒔𝒚𝒎. 𝒗𝒛,𝒛

où : 𝑣𝑟,𝑟 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
= ?0 ; 𝑣𝜃,𝜃 =

1

𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜃
+
𝑣𝑟

𝑟
= ? 0

𝑣𝑧,𝑧 =
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= ?0 ; 𝑣𝑟,𝜃 =

1

2

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
−
𝑣𝜃

𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
= ?

1

2

ሶ𝛼𝑧

ℎ
−

ሶ𝛼𝑧

ℎ
+ 0 = 0

𝑣𝜃,𝑧 =
1

2

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑧
+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝜃
= ?

1

2

ሶ𝛼𝑟

ℎ
+ 0 =

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
; 𝑣𝑟,𝑧 =

1

2

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑟
= ?0

Calcul à la rupture et analyse limite
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E

X

O

-

M

M

C

𝛼

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃𝑟

𝛼𝑧

ℎ

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

d/ Tenseur des vitesses de déformation

ന𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 + 𝒕𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗

tels que :

ҧ𝑣 = 𝑣𝑟 ҧ𝑒𝑟 + 𝑣𝜃 ҧ𝑒𝜃 + 𝑣𝑧 ҧ𝑒𝑧 =
ሶ𝛼𝑟𝑧

ℎ
ҧ𝑒𝜃 | 𝑣𝜃 = ሶ𝑢𝜃

𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 =
𝝏𝒗𝒊

𝝏𝒙𝒋
= 𝒗𝒊,𝒋 =

𝒗𝒓,𝒓 𝒗𝒓,𝜽 𝒗𝒓,𝒛
𝒗𝜽,𝜽 𝒗𝜽,𝒛

𝒔𝒚𝒎. 𝒗𝒛,𝒛

où : 𝑣𝑟,𝑟 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
= 0 ; 𝑣𝜃,𝜃 =

1

𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜃
+
𝑣𝑟

𝑟
= 0

𝑣𝑧,𝑧 =
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= 0 ; 𝑣𝑟,𝜃 =

1

2

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
−
𝑣𝜃

𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
=
1

2

ሶ𝛼𝑧

ℎ
−

ሶ𝛼𝑧

ℎ
+ 0 = 0

𝑣𝜃,𝑧 =
1

2

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑧
+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝜃
=
1

2

ሶ𝛼𝑟

ℎ
+ 0 =

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
; 𝑣𝑟,𝑧 =

1

2

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑟
= 0
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𝛼

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃𝑟

𝛼𝑧

ℎ

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

d/ Tenseur des vitesses de déformation

⇒ ന𝒅 =
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 Τሶ𝜶𝒓 𝟐𝒉
𝟎 Τሶ𝜶𝒓 𝟐𝒉 𝟎

=
ሶ𝜶𝒓

𝟐𝒉
ത𝒆𝜽⨂ത𝒆𝒛 + ത𝒆𝒛⨂ത𝒆𝜽

⇒ 𝑑1 = ?
0+0

2
+

0−0

2

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
= +

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

𝑑2 = ?
0+0

2
−

0−0

2

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
= −

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

𝑑3 = ? 0

e/ Taux de déformation équivalente

𝒅𝒆𝒒 =
𝟐

𝟑
𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 =

𝟐

𝟑
𝒅𝒊𝒋𝒅𝒋𝒊 =

𝟐

𝟑
𝒅𝟏
𝟐 + 𝒅𝟐

𝟐 + 𝒅𝟑
𝟐

⇒ 𝑑𝑒𝑞 =
2

3

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
+ 0 ⇒ 𝒅𝒆𝒒 =

ሶ𝜶𝒓

𝟑𝒉

Calcul à la rupture et analyse limite
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E

X

O

-

M

M

C

𝛼

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃𝑟

𝛼𝑧

ℎ

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

d/ Tenseur des vitesses de déformation

⇒ ന𝒅 =
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 Τሶ𝜶𝒓 𝟐𝒉
𝟎 Τሶ𝜶𝒓 𝟐𝒉 𝟎

=
ሶ𝜶𝒓

𝟐𝒉
ത𝒆𝜽⨂ത𝒆𝒛 + ത𝒆𝒛⨂ത𝒆𝜽

⇒ 𝑑1 =
0+0

2
+

0−0

2

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
= +

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

𝑑2 =
0+0

2
−

0−0

2

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
= −

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

𝑑3 = 0

e/ Taux de déformation équivalente

𝒅𝒆𝒒 =
𝟐

𝟑
𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 =

𝟐

𝟑
𝒅𝒊𝒋𝒅𝒋𝒊 =

𝟐

𝟑
𝒅𝟏
𝟐 + 𝒅𝟐

𝟐 + 𝒅𝟑
𝟐

⇒ 𝑑𝑒𝑞 =
2

3

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
+ 0 ⇒ 𝒅𝒆𝒒 =

ሶ𝜶𝒓

𝟑𝒉

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝛼

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃𝑟

𝛼𝑧

ℎ

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

f/ Critère de Tresca

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 + 𝒅𝟑 (Voir p. 9)

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 0׬
𝑟=𝑅 𝜎𝑜

2

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
+ 0 2𝜋ℎ𝑟𝑑𝑟

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝅𝑹𝟑

𝟑
𝝈𝒐 ሶ𝜶

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑇 ሶ𝛼 ≤
𝜋𝑅3

3
𝜎𝑜 ሶ𝛼 ⇒ 𝑻𝒎𝒂𝒙 =

𝝅𝑹𝟑

𝟑
𝝈𝒐

Remarque : Sachant que 𝑻𝒎𝒊𝒏 =
𝝅𝑹𝟑

𝟑
𝝈𝒐 (Approche statique par l’intérieur), 

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑻𝒎𝒊𝒏 = 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝑻𝒖𝒍𝒕 =
𝝅𝑹𝟑

𝟑
𝝈𝒐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝛼

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃𝑟

𝛼𝑧

ℎ

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽
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❑ Exemples d’application

• Cylindre en torsion

g/ Critère de von Mises

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 = 𝝈𝒐𝒅𝒆𝒒 | 𝒅𝒆𝒒 =
ሶ𝜶𝒓

𝟑𝒉
(Voir p. 10)

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝈𝒐
ሶ𝜶𝒓

𝟑𝒉
𝟐𝝅𝒉𝒓𝒅𝒓 =

𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑 𝟑
𝝈𝒐 ሶ𝜶

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑 𝟑
𝝈𝒐 ሶ𝜶

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑇 ሶ𝛼 ≤
2𝜋𝑅3

3 3
𝜎𝑜 ሶ𝛼 ⇒ 𝑻𝒎𝒂𝒙 =

𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑 𝟑
𝝈𝒐

Remarque : Sachant que 𝑻𝒎𝒊𝒏 =
𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑 𝟑
𝝈𝒐 (Approche statique par l’intérieur), 

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑻𝒎𝒊𝒏 = 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝑻𝒖𝒍𝒕 =
𝟐𝝅𝑹𝟑

𝟑 𝟑
𝝈𝒐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝛼

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧

ഥ𝑻

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃𝑟

𝛼𝑧

ℎ

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
ത𝒆𝜽



❑ Exemples d’application

• Plaque pleine en traction

Soit une plaque métallique de limite de résistance 𝜎𝑜 soumise à une force de traction 
ത𝑄. Déterminer la borne supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥 obéissant aux critères de rupture de Tresca

et de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement

 41M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

ഥ𝑸

ഥ𝑸

𝐿

ҧ𝑒2

ҧ𝑒1

Plan de rupture par cisaillement

Partie mobile : ҧ𝑣 = 𝑈 ҧ𝑒1 + 𝑉 ҧ𝑒2

Partie fixe : ҧ𝑣 = ത0

ഥ𝑸

𝐿

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝐿

𝑙

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Plaque pleine en traction

b/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 | ሶത𝑞 ҧ𝑣 = ത𝑉

⇒ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 = ത𝑄 ∙ ത𝑉

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = 𝑸𝑽

c/ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

d/ Discontinuité des vitesses

ഥ𝒗 = 𝑼𝟐 + 𝑽𝟐 = 𝑽/ 𝒔𝒊𝒏𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑸

𝐿

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝐿

𝑙
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❑ Exemples d’application

• Plaque pleine en traction

e/ Critère de Tresca

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 9)

avec : ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 =
𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

2

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝑙=

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝑙

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟐

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝑳

𝒄𝒐𝒔 𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑸

𝐿

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝐿

𝑙
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❑ Exemples d’application

• Plaque pleine en traction

e/ Critère de Tresca

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑄𝑉 ≤
𝜎𝑜

2

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼

⇒ 𝑄 ≤
𝐿

𝑠𝑖𝑛 2𝛼
𝜎𝑜

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝝈𝒐𝑳

Remarque : Sachant que 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝝈𝒐𝑳 (Approche statique par l’intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝑸𝒖𝒍𝒕 = 𝝈𝒐𝑳

ഥ𝑸

𝐿

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝐿

𝑙

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Plaque pleine en traction

f/ Critère de von Mises

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 10)

avec : 𝑘 = Τ𝜎𝑜 3 (Traction simple)

ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 =
𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝑙=

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝑙

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟑

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝑳

𝒄𝒐𝒔 𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑸

𝐿

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝐿

𝑙
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❑ Exemples d’application

• Plaque pleine en traction

f/ Critère de von Mises

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑄𝑉 ≤
𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼

⇒ 𝑄 ≤
2𝜎𝑜

3

𝐿

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟐𝝈𝒐𝑳

𝟑

Remarque : Sachant que 𝑸𝒎𝒊𝒏 =
𝟐𝝈𝒐𝑳

𝟑
(Approche statique par l’intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝑸𝒖𝒍𝒕 =
𝟐𝝈𝒐𝑳

𝟑

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑸

𝐿

𝛼

ഥ𝑸

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝐿

𝑙



❑ Exemples d’application

• Plaque trouée en traction

Soit une plaque métallique trouée de limite de résistance 𝜎𝑜 soumise à une force de 

traction ത𝑄. Déterminer la borne supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥 obéissant aux critères de rupture 

de Tresca et de von Mises.

a/ Mécanisme de rupture : Cisaillement
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Plan de rupture par cisaillement

Partie mobile : ҧ𝑣 = 𝑈 ҧ𝑒1 + 𝑉 ҧ𝑒2

Partie fixe : ҧ𝑣 = ത0

ഥ𝑸

ഥ𝑸

𝛼

𝑎

𝐿

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝑙

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Plaque trouée en traction

b/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

telle que :
ሶത𝑞 ҧ𝑣 = ത𝑉

⇒ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 = ത𝑄 ∙ ത𝑉

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = 𝑸𝑽

c/ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

d/ Discontinuité des vitesses

ഥ𝒗 = 𝑼𝟐 + 𝑽𝟐 = 𝑽/ 𝒔𝒊𝒏𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑸

ഥ𝑸

𝛼

𝑎

𝐿

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝑙
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❑ Exemples d’application

• Plaque trouée en traction

e/ Critère de Tresca

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 9)

avec : ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 =
𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼
− 𝑎

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬
𝝈𝒐

𝟐
ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

2

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝑙=

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼
− 𝑎
𝑑𝑙

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟐

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝑳

𝒄𝒐𝒔 𝜶
− 𝒂

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑸

ഥ𝑸

𝛼

𝑎

𝐿

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝑙
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❑ Exemples d’application

• Plaque trouée en traction

e/ Critère de Tresca

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑄𝑉 ≤
𝜎𝑜

2

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼
− 𝑎

⇒ 𝑄 ≤
𝜎𝑜

𝑠𝑖𝑛 2𝛼
𝐿 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝝈𝒐 𝑳 −
𝒂

𝟐

Remarque : Sachant que 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝝈𝒐 𝑳 − 𝒂 (Approche statique par l’intérieur),

d’où l’encadrement suivant :

⇒ 𝑸𝒎𝒊𝒏 = 𝝈𝒐 𝑳 − 𝒂 ≤ 𝑸𝒖𝒍𝒕 ≤ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝝈𝒐 𝑳 −
𝒂

𝟐

ഥ𝑸

ഥ𝑸

𝛼

𝑎

𝐿

ഥ𝒗

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝑙

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Plaque trouée en traction

f/ Critère de von Mises

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 10)

avec : 𝑘 = Τ𝜎𝑜 3 (Traction simple)

ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 =
𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼
− 𝑎

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝑙=

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼
− 𝑎
𝑑𝑙

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟑

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝑳

𝒄𝒐𝒔 𝜶
− 𝒂

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Plaque trouée en traction

f/ Critère de von Mises

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑄𝑉 ≤
𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛼
− 𝑎

⇒ 𝑄 ≤
2𝜎𝑜

3

1

𝑠𝑖𝑛 2𝛼
𝐿 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟐𝝈𝒐

𝟑
𝑳 −

𝒂

𝟐

Remarque : Sachant que 𝑸𝒎𝒊𝒏 =
𝟐𝝈𝒐

𝟑
𝑳 − 𝒂 (Approche statique par l’intérieur),

d’où l’encadrement suivant :

⇒ 𝑸𝒎𝒊𝒏 =
𝟐𝝈𝒐

𝟑
𝑳 − 𝒂 ≤ 𝑸𝒖𝒍𝒕 ≤ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =

𝟐𝝈𝒐

𝟑
𝑳 −

𝒂

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

Soit un tube métallique mince de limite de résistance 𝜎𝑜 soumis à une force de 

traction ത𝐹 et à un couple de torsion ത𝑇. Déterminer le domaine des chargements 

potentiellement supportables 𝐾 ത𝑄 pour les critères de Tresca et de von Mises.

1. Procédure : Principe de superposition des effets

= +

𝝉 =
𝑻

𝟐𝝅𝑹𝟐𝒆
𝝈 =

𝑭

𝟐𝝅𝑹𝒆

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑻 ഥ𝑻
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

2. Effet de la traction seule

2a/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑭 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

telle que :
ሶത𝑞 ҧ𝑣 = ത𝑉

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = 𝑭𝑽

2b/ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

2c/ Discontinuité des vitesses

ഥ𝒗 = 𝑼𝟐 + 𝑽𝟐 = 𝑽/ 𝒔𝒊𝒏𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

2. Effet de la traction seule

2d/ Critère de Tresca

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 9)

avec : 𝑘 = Τ𝜎𝑜 2 (Traction simple)

ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 ∶ 0 → 𝛴 =
𝑆

𝑐𝑜𝑠 𝛼
|    𝑆 = 2𝜋𝑅𝑒

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

2

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝛴=

2𝜋𝑅𝑒

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝛴

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟐

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝟐𝝅𝑹𝒆

𝒄𝒐𝒔 𝜶
=
𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

2. Effet de la traction seule

2d/ Critère de Tresca

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝐹𝑉 ≤
2𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜𝑉

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

⇒ 𝐹 ≤
2𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑭𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

Remarque : Sachant que 𝑭𝒎𝒊𝒏 = 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐 (Approche statique par l’intérieur),

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑭𝒎𝒊𝒏 = 𝑭𝒎𝒂𝒙 = 𝑭𝒖𝒍𝒕 = 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

2. Effet de la traction seule

2e/ Critère de von Mises

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 (Voir p. 10)

avec : 𝑘 = Τ𝜎𝑜 3 (Traction simple)

ҧ𝑣 ҧ𝑥 = Τ𝑉 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑑𝛴 ∶ 0 → 𝛴 =
𝑆

𝑐𝑜𝑠 𝛼
|    𝑆 = 2𝜋𝑅𝑒

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝒌 ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 𝛼
0׬
𝛴=

2𝜋𝑅𝑒

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝛴

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝈𝒐

𝟑

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝜶

𝟐𝝅𝑹𝒆

𝒄𝒐𝒔 𝜶
=
𝟒𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

𝟑

𝑽

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

2. Effet de la traction seule

2e/ Critère de von Mises

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝐹𝑉 ≤
4𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜

3

𝑉

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

⇒ 𝐹 ≤
4𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜

3

1

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

Optimisation : 𝛼 = 𝜋/4

⇒ 𝑭𝒎𝒂𝒙 =
𝟒

𝟑
𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

Remarque : Sachant que 𝑭𝒎𝒊𝒏 = 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐 (Approche statique par l’intérieur),

d’où l’encadrement suivant :

⇒ 𝑭𝒎𝒊𝒏 = 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐 ≤ 𝑭𝒖𝒍𝒕 ≤ 𝑭𝒎𝒂𝒙 =
𝟒

𝟑
𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule

3a/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

tels que :
ത𝑄 = 𝑇

ሶത𝑞 ҧ𝑣 = ሶ𝛼 (Taux de distorsion)

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = 𝑻 ሶ𝜶

3b/ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

tels que :
𝑑𝑉 = 2𝜋ℎ𝑟𝑑𝑟

          𝑟 ∶ 𝑅 → 𝑅 + 𝑒

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule

3c/ Tenseur des vitesses de déformation

ന𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 + 𝒕𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗

tels que :

ҧ𝑣 = 𝑣𝑟 ҧ𝑒𝑟 + 𝑣𝜃 ҧ𝑒𝜃 + 𝑣𝑧 ҧ𝑒𝑧 =
ሶ𝛼𝑟𝑧

ℎ
ҧ𝑒𝜃

𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 =
𝝏𝒗𝒊

𝝏𝒙𝒋
= 𝒗𝒊,𝒋 =

𝒗𝒓,𝒓 𝒗𝒓,𝜽 𝒗𝒓,𝒛
𝒗𝜽,𝜽 𝒗𝜽,𝒛

𝒔𝒚𝒎. 𝒗𝒛,𝒛

où : 𝑣𝑟,𝑟 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
= 0 ; 𝑣𝜃,𝜃 =

1

𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜃
+
𝑣𝑟

𝑟
= 0

𝑣𝑧,𝑧 =
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= 0 ; 𝑣𝑟,𝜃 =

1

2

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
−
𝑣𝜃

𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
=
1

2

ሶ𝛼𝑧

ℎ
−

ሶ𝛼𝑧

ℎ
+ 0 = 0

𝑣𝜃,𝑧 =
1

2

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑧
+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝜃
=
1

2

ሶ𝛼𝑟

ℎ
+ 0 =

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
; 𝑣𝑟,𝑧 =

1

2

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑟
= 0

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule

3c/ Tenseur des vitesses de déformation

ന𝒅 =

𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
ሶ𝜶𝒓

𝟐𝒉

𝟎
ሶ𝜶𝒓

𝟐𝒉
𝟎

=
ሶ𝜶𝒓

𝟐𝒉
ത𝒆𝜽⨂ത𝒆𝒛 + ത𝒆𝒛⨂ത𝒆𝜽

⇒ 𝑑1 =
0+0

2
+

0−0

2

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
=

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

𝑑2 =
0+0

2
−

0−0

2

2
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

2
= −

ሶ𝛼𝑟

2ℎ

𝑑3 = 0

3d/ Taux de déformation équivalente

𝒅𝒆𝒒 =
𝟐

𝟑
𝑻𝒓 ന𝒅𝟐 =

𝟐

𝟑
𝒅𝒊𝒋𝒅𝒋𝒊 =

𝟐

𝟑
𝒅𝟏
𝟐 + 𝒅𝟐

𝟐 + 𝒅𝟑
𝟐 =

ሶ𝜶𝒓

𝟑𝒉

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule

3e/ Critère de Tresca

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 + 𝒅𝟑 (Voir p. 9)

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝑟=𝑅׬
𝑟=𝑅+𝑒 𝜎𝑜

2

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
+

ሶ𝛼𝑟

2ℎ
+ 0 2𝜋ℎ𝑟𝑑𝑟

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝝅𝑹𝟐𝒆𝝈𝒐 ሶ𝜶

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑇 ሶ𝛼 ≤ 𝜋𝑅2𝑒𝜎𝑜 ሶ𝛼 ⇒ 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝝅𝑹
𝟐𝒆𝝈𝒐

Remarque : Sachant que 𝑻𝒎𝒊𝒏 = 𝝅𝑹
𝟐𝒆𝝈𝒐 (Approche statique par l’intérieur), 

les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑻𝒎𝒊𝒏 = 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝑻𝒖𝒍𝒕 = 𝝅𝑹
𝟐𝒆𝝈𝒐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝑧

ℎ

ҧ𝑒𝑧
ഥ𝑻

𝛼 - Distorsion

ഥ𝒖𝜽 =
𝜶𝒛𝒓

𝒉
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𝛼
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

3. Effet de la torsion seule

3f/ Critère de von Mises

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 = 𝝈𝒐𝒅𝒆𝒒 |   𝑑𝑒𝑞 =
ሶ𝛼𝑟

3ℎ
(Voir p. 10)

▶ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

⇒ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝑟=𝑅׬
𝑟=𝑅+𝑒

𝜎𝑜
ሶ𝛼𝑟

3ℎ
2𝜋ℎ𝑟𝑑𝑟

⇒ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = Τ𝟐𝝅𝑹𝟐𝒆𝝈𝒐 ሶ𝜶 𝟑

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⇒ 𝑇 ሶ𝛼 ≤ Τ2𝜋𝑅2𝑒𝜎𝑜 ሶ𝛼 3 ⇒ 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝟐 Τ𝝅𝑹𝟐𝒆𝝈𝒐 𝟑

Remarque : Sachant que 𝑻𝒎𝒊𝒏 = 𝟐 Τ𝝅𝑹𝟐𝒆𝝈𝒐 𝟑 (Approche statique par 

l’intérieur), les deux bornes inférieure et supérieure coïncident.

⇒ 𝑻𝒎𝒊𝒏 = 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝑻𝒖𝒍𝒕 = 𝟐 Τ𝝅𝑹𝟐𝒆𝝈𝒐 𝟑𝝈𝒐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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𝛼 - Distorsion
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𝒉
ത𝒆𝜽

𝛼

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃



❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

4. Effet combiné de la traction et de la torsion

Compte tenu du principe de superposition des effets évoqué ci-dessus et sachant 

que, pour un tube mince constitué d’un matériau homogène régi par les critères de 

rupture de Tresca et de von Mises,  le domaine de résistance de celui-ci sous l’effet 

combiné de l’effort de traction (ou de compression) 𝑁 et du couple de torsion 𝑇 est 

défini par l’expression suivante* :

𝑮 𝑵, 𝑻 =
𝑵

𝑵𝒐

𝟐

+
𝑻

𝑻𝒐

𝟐

≤ 𝟏 (Voir p. 24)

𝑵𝒐- Limite de résistance en traction-compression

𝑻𝒐- Limite de résistance en torsion pure

* Voir page 24
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Τ𝑵 𝑵𝒐 

Τ𝑻 𝑻𝒐

+𝟏 𝑶−𝟏 

+𝟏 

−𝟏 

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

4. Effet combiné de la traction et de la torsion

4a/ Critère de Tresca

Sachant que  𝑵𝒐 = 𝑭𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐  et  𝑻𝒐 = 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝝅𝑹
𝟐𝒆𝝈𝒐, on a alors :

𝐹

2𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜

2

+
𝑇

𝜋𝑅2𝑒𝜎𝑜

2

≤ 1 ⇒ 𝑭𝟐 +
𝟐

𝑹
𝑻

𝟐
≤ 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

𝟐

D’où le domaine des chargements potentiellement supportables : 

𝑲 ഥ𝑸 = ഥ𝑸 | 𝑭𝟐 +
𝟐

𝑹
𝑻

𝟐
≤ 𝟐𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐

𝟐 | 𝑭 = 𝑸𝟏 & 𝑻 = 𝑸𝟐

⇒ Ellipse d’axes 𝑂𝐴 = 2𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜 et  𝑂𝐵 = 𝜋𝑅2𝑒𝜎𝑜

𝑸𝟏 = 𝑭

𝑸𝟐 = 𝑻

Cas 2 : 𝑹 < 𝟐

𝑩

𝑨

𝑸𝟏 = 𝑭

𝑸𝟐 = 𝑻

Cas 1 : 𝑹 = 𝟐

𝑶
𝑸𝟏 = 𝑭

𝑸𝟐 = 𝑻

Cas 3 : 𝑹 > 𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Tube en traction-torsion

4. Effet combiné de la traction et de la torsion

4b/ Critère de von Mises

Sachant que  𝑵𝒐 = 𝑭𝒎𝒂𝒙 = Τ𝟒𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐 𝟑 et  𝑻𝒐 = 𝑻𝒎𝒂𝒙 = Τ𝟐𝝅𝑹𝟐𝒆𝝈𝒐 𝟑, on a alors :

3𝐹

4𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜

2

+
3𝑇

2𝜋𝑅2𝑒𝜎𝑜

2

≤ 1 ⇒ 𝑭𝟐 +
𝟐

𝑹
𝑻

𝟐
≤ Τ𝟒𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐 𝟑

𝟐

D’où le domaine des chargements potentiellement supportables : 

𝑲 ഥ𝑸 = ഥ𝑸 | 𝑭𝟐 +
𝟐

𝑹
𝑻

𝟐
≤ Τ𝟒𝝅𝑹𝒆𝝈𝒐 𝟑

𝟐
| 𝑭 = 𝑸𝟏 & 𝑻 = 𝑸𝟐

⇒ Ellipse d’axes 𝑂𝐴 = 4 Τ𝜋𝑅𝑒𝜎𝑜 3 et 𝑂𝐵 = 2 Τ𝜋𝑅2𝑒𝜎𝑜 3

𝑸𝟏 = 𝑭

𝑸𝟐 = 𝑻

Cas 2 : 𝑹 < 𝟐

𝑩

𝑨

𝑸𝟏 = 𝑭

𝑸𝟐 = 𝑻

Cas 1 : 𝑹 = 𝟐

𝑶
𝑸𝟏 = 𝑭

𝑸𝟐 = 𝑻

Cas 3 : 𝑹 > 𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Structure réticulée

Soit un treillis métallique carré de limite de résistance de ses tirants égale à 𝐿 soumis 

à une force de traction ത𝑄 comme l’indique la figure ci-après. Déterminer le domaine 

des chargements potentiellement supportables 𝐾 ത𝑄 .

a/ Convention de signe

𝑵𝒊 > 𝟎 ∀ 𝒊 = 𝟏,… , 𝟔 ⟹ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

b/ Capacité de résistance

𝑵𝒊 ≤ 𝑳 | 𝒊 = 𝟏,… , 𝟔

c/ Domaine de résistance

𝑮 ഥ𝒙 = 𝑵𝒊 ≤ 𝑳 ; 𝒊 = 𝟏,… , 𝟔

d/ Champ des déplacements admissibles

𝝅 ഥ𝒗 = 𝝅 ሶത𝜺 = Max
𝒊=𝟏,…,𝟔

𝑵𝒊 ሶ𝜺𝒊 | 𝑵𝒊 ≤ 𝑳

⇒ 𝝅 ሶ𝜺 = 𝑳 ሶ𝜺𝒊 | ሶ𝜺𝒊 - Vitesse d’extension du tirant (𝑖)   (Voir p. 16)

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝑪
𝑩

𝑨𝑫
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❑ Exemples d’application

• Structure réticulée

e/ Compatibilité géométrique

σ𝒊𝑵𝒊 ሶ𝜹𝒊 = 𝟎 ⇒ 𝑁1 ሶ𝛿1 + 𝑁2 ሶ𝛿2 +𝑁3 ሶ𝛿3 + 𝑁4 ሶ𝛿4 + 𝑁5 ሶ𝛿5 + 𝑁6 ሶ𝛿6 = 0

Sachant que :  ሶ𝜹𝒊 = 𝒍𝒊 ሶ𝜺𝒊

⇒ 𝑁1 ሶ𝜀1 + 𝑁2 ሶ𝜀2 + 𝑁3 ሶ𝜀3 + 𝑁4 ሶ𝜀4 + 𝑁5 ሶ𝜀5 2 + 𝑁6 ሶ𝜀6 2 𝑙 = 0

⇒ 𝑁1 ሶ𝜀1 + 𝑁2 ሶ𝜀2 + 𝑁3 ሶ𝜀3 + 𝑁4 ሶ𝜀4 = − 𝑁5 ሶ𝜀5 +𝑁6 ሶ𝜀6 2

Etat neutre (Etat non chargé) : 

𝑁5 + 𝑁1 2 = 0 ⇒ 𝑁5 = −𝑁1 2

𝑁6 + 𝑁1 2 = 0 ⇒ 𝑁6 = −𝑁1 2

Sachant que :  𝑁1 = 𝑁2 = 𝑁3 = 𝑁4 et   𝑁5 = 𝑁6

⇒ 𝟐 ሶ𝜺𝟓 + ሶ𝜺𝟔 = ሶ𝜺𝟏 + ሶ𝜺𝟐 + ሶ𝜺𝟑 + ሶ𝜺𝟒

Equilibre statique :

𝑁1 = 𝑁2 = 𝑁3 = 𝑁4

𝑁5 + 𝑁1 2 = 𝑄

𝑁6 + 𝑁1 2 = 0

(Voir Chapitre 2)

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Structure réticulée

f/ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 |    ҧ𝑣 = ሶҧ𝜀

⇒ ℘𝑒𝑥𝑡 ሶ ҧ𝜀 = 𝑄 ሶ𝛿5 | ሶ𝛿5 = ሶ𝜀5𝑙5 = ሶ𝜀5𝑙 2

⇒ ℘𝒆𝒙𝒕 ሶത𝜺 = 𝑸 ሶ𝜺𝟓𝒍 𝟐

g/ Puissance résistante maximale

℘𝒊𝒏𝒕 ഥ𝒗 = σ𝒊𝑵𝒊 ሶ𝜹𝒊 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 |    ഥ𝒗 = ሶҧ𝜀 &    ሶ𝛿𝑖 = ሶ𝜀𝑖𝑙𝑖

⇒ ℘𝑖𝑛𝑡 ሶ ҧ𝜀 = 𝑁1 ሶ𝜀1𝑙 + 𝑁2 ሶ𝜀2𝑙 + 𝑁3 ሶ𝜀3𝑙 + 𝑁4 ሶ𝜀4𝑙 + 𝑁5 ሶ𝜀5𝑙 2 + 𝑁6 ሶ𝜀6𝑙 2

Idem. Approche statique :  𝑁1 = 𝑁2 = 𝑁3 = 𝑁4 ⇒ ሶ𝜀1 = ሶ𝜀2 = ሶ𝜀3 = ሶ𝜀4

⇒ ℘𝑖𝑛𝑡 ሶ ҧ𝜀 = 4𝑁1 ሶ𝜀1𝑙 + 𝑁5 ሶ𝜀5𝑙 2 + 𝑁6 ሶ𝜀6𝑙 2

Sachant que :  𝑁𝑖 ≤ 𝐿 | 𝑖 = 1, … , 6

⇒ ℘𝒓𝒎 ሶത𝜺 = 𝟒 ሶ𝜺𝟏 + 𝟐 ሶ𝜺𝟓 + 𝟐 ሶ𝜺𝟔 𝑳𝒍

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Structure réticulée

h/ Domaine des chargements potentiellement supportables

On pose : ሶ𝜺𝑻 = ሶ𝜺𝟏 = ሶ𝜺𝟐 = ሶ𝜺𝟑 = ሶ𝜺𝟒
ሶ𝜺𝑼 = ሶ𝜺𝟓
ሶ𝜺𝑽 = ሶ𝜺𝟔

Sachant que :  2 ሶ𝜀5 + ሶ𝜀6 = ሶ𝜀1 + ሶ𝜀2 + ሶ𝜀3 + ሶ𝜀4

⇒ ሶ𝜺𝑼 + ሶ𝜺𝑽 = 𝟐 ሶ𝜺𝑻

Soit donc : 

℘𝑒𝑥𝑡 ሶ ҧ𝜀 ≤ ℘𝑟𝑚 ሶ ҧ𝜀

⇒  𝑄𝑙 2 ሶ𝜀𝑈 ≤ 4 ሶ𝜀𝑇 + 2 ሶ𝜀𝑈 + 2 ሶ𝜀𝑉 𝐿𝑙

On se fixe maintenant  ሶ𝑞 à une valeur positive. Soit par exemple : ሶ𝑞 = 𝑙 2

⇒ ሶ𝜀𝑈 = 1 ⇒ ሶ𝜀𝑉 = 2 ሶ𝜀𝑇 − 1 ∀ ሶ𝑞 𝐶. 𝐴.

⇒  𝑸 ≤
𝟐

𝟐
𝟒 ሶ𝜺𝑻 + 𝟐 + 𝟐 𝟐 ሶ𝜺𝑻 − 𝟏 𝑳

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Structure réticulée

h/ Domaine des chargements potentiellement supportables

On en déduit alors :

𝑸𝒎𝒊𝒏 ≤ −
𝟐

𝟐
𝟒 ሶ𝜺𝑻 + 𝟐 + 𝟐 𝟐 ሶ𝜺𝑻 − 𝟏 𝑳

𝑸𝒎𝒂𝒙 ≤ +
𝟐

𝟐
𝟒 ሶ𝜺𝑻 + 𝟐 + 𝟐 𝟐 ሶ𝜺𝑻 − 𝟏 𝑳

Par minimisation de  ሶ𝜀𝑇 ( ሶ𝜀𝑇 = 0), on obtient finalement :

𝑸𝒎𝒊𝒏 = −𝟐𝑳 ≤ 𝑸𝒖𝒍𝒕 ≤ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = +𝟐𝑳

D’où le domaine des chargements potentiellement supportables :

𝑲 ഥ𝑸 = ഥ𝑸 | − 𝟐𝑳 ≤ 𝑸 ≤ +𝟐𝑳

Remarque : Idem. Approche statique par l’intérieur.

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Position du problème

Critères de rupture :

1. Critère de Tresca : 𝝈𝟏 − 𝝈𝟐 − 𝟐𝒄𝒖 ≤ 𝟎

2. Critère de Mohr-Coulomb : 𝝈𝟏 − 𝝈𝟐
𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋′

𝟏+𝒔𝒊𝒏 𝝋′
− 𝟐𝒄′

𝒄𝒐𝒔 𝝋′

𝟏+𝒔𝒊𝒏 𝝋′
≤ 𝟎

Données : Fouille verticale satisfaisant aux critères de rupture définis ci-dessus.

Question : Etant donné le poids volumique 𝛾, la cohésion 𝑐 et l’angle de frottement interne du 

sol 𝜑, on cherche à déterminer la hauteur maximale ℎ𝑚𝑎𝑥 de cette fouille verticale.   

𝝈𝟐

𝝈𝒏

𝝉

𝒄

𝝋

𝝈𝟏

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanismes de rupture considérés

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

Mécanisme de bloc

Mécanisme de cercle

Mécanisme de coin
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de coin

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

avec : 𝑄 = 𝑊𝑂𝐴𝐵 =
1

2
𝛾ℎ2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

ሶ𝑞 = 𝑉 = 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝛼

⟹ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 =
1

2
𝛾ℎ2 𝑡𝑎𝑛 𝛼 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝛼

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝒉𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒗

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎

⟹ ҧ𝑣 ҧ𝑥 = ҧ𝑣 // 𝐴𝐵

𝑘 =
𝜎𝑜

2
= 𝑐𝑢 (Voir p. 9)

𝛼 ഥ𝒗

𝐵

𝐴

ത𝑛

𝑙

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de coin

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑐𝑢𝑣

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 = 𝐴𝐵 =
ℎ

𝑐𝑜𝑠 𝛼

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝑐𝑢𝑣 0׬
𝑙=

ℎ

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝒄𝒖
𝒉

𝒄𝒐𝒔 𝜶
𝒗

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ ℎ ≤
2𝑐𝑢

𝛾𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
⟹

𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
≤

𝟒

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶

▶ Optimisation : 𝛼 =
𝜋

4
⟹ 𝒌+ =

𝜸∙𝒉

𝒄𝒖

+

= 𝟒

▶ Encadrement : 𝒌− = 𝟐 ≤
𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
≤ 𝒌+ = 𝟒

𝑙
𝜶

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

ҧ𝑥

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

ℎ ഥ𝑽

𝜶

ҧ𝑧

ഥ𝒗

𝑽 = 𝒗𝒄𝒐𝒔𝜶



 76M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de coin

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

avec : 𝑄 = 𝑊𝑂𝐴𝐵 =
1

2
𝛾ℎ2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

ሶ𝑞 = 𝑉 = 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝛽

⟹ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 =
1

2
𝛾ℎ2 𝑡𝑎𝑛 𝛼 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝛽

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝒉𝟐 ∙ 𝒕𝒂𝒏𝜶 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝜷 𝒗

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 =
𝒄′

𝒕𝒂𝒏 𝝋′
ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 ≥ ഥ𝒗 𝒔𝒊𝒏𝝋′ (Voir p. 11)

⟹ 𝑉𝑛 = ҧ𝑣 ∙ ത𝑛 = 𝑣 sin 𝛽 ≥ 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝜑′ ⟹ 𝝋′ ≤ 𝜷 ≤ 𝝅 − 𝝋′

ഥ𝒗

𝐵

𝐴

𝜷

ത𝑉𝒏

𝑙
𝜶

𝑽𝒏 = 𝒗𝒔𝒊𝒏𝜷

ҧ𝑥

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

ℎ

𝜶

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

𝜷

ഥ𝒗 ഥ𝑽

𝜶 𝑽 = 𝒗𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝜷

ҧ𝑧

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



 77M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de coin

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 =
𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝛽

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 = 𝐴𝐵 =
ℎ

𝑐𝑜𝑠 𝛼

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝛴׬
𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑑𝛴

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 =
𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝛽 0׬

𝑙=
ℎ

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝒄′𝒉

𝒕𝒂𝒏 𝝋′
𝒔𝒊𝒏 𝜷

𝒄𝒐𝒔 𝜶
𝒗

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹
1

2
𝛾ℎ2 ∙ 𝑡𝑎𝑛 𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝛽 𝑣 ≤

𝑐′ℎ

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑠𝑖𝑛 𝛽

𝑐𝑜𝑠 𝛼
𝑣

⟹
𝜸∙𝒉

𝒄′
≤

𝟐

𝒕𝒂𝒏 𝝋′
𝒔𝒊𝒏 𝜷

𝒔𝒊𝒏 𝜶∙𝒄𝒐𝒔 𝜶+𝜷

ഥ𝒗

𝐵

𝐴

𝜷

ത𝑉𝒏

𝑙
𝜶

𝑽𝒏 = 𝒗𝒔𝒊𝒏𝜷

ℎ

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



 78M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de coin

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Optimisation
𝛾∙ℎ

𝑐′
≤

2

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑠𝑖𝑛 𝛽

𝑠𝑖𝑛 𝛼∙𝑐𝑜𝑠 𝛼+𝛽

‒ Majoration de 𝛼 (à β fixé) :  𝛼 =
𝜋

4
−
𝛽

2

‒ Minoration de 𝛽 :  𝛽 = 𝜑′ ⟹ 𝛼 =
𝜋

4
−
𝜑′

2

⟹ 𝑘+ =
𝛾∙ℎ

𝑐′

+
=

2

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑠𝑖𝑛 𝜑′

𝑠𝑖𝑛
𝜋

4
−
𝜑′

2
∙𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+
𝜑′

2

⟹ 𝒌+ =
𝜸∙𝒉

𝒄′

+
= 𝟒𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

▶ Encadrement

𝒌− = 𝟐 𝒕𝒂𝒏
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
≤
𝜸∙𝒉

𝒄′
≤ 𝒌+ = 𝟒 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

ഥ𝒗

𝐵

𝐴

𝜷

ത𝑉𝒏

𝑙
𝜶

𝑽𝒏 = 𝒗𝒔𝒊𝒏𝜷

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ҧ𝑥

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

ℎ

𝜶

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

𝜷

ഥ𝒗 ഥ𝑽

𝜶 𝑽 = 𝒗𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝜷

ҧ𝑧



 79M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de cercle

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑶𝑨𝑩𝒅׭
ഥ𝑸 ∙ 𝒅 ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

avec : 𝑑𝑄 = 𝑑𝑊𝑑𝛺 = 𝛾𝑑𝛺 = 𝛾𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
d ሶ𝑞 = 𝑉 𝑟 = 𝑣 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝜔𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃

tels que : 𝑟 ∶ 0 → ℎ et 𝜃 ∶ 0 → 𝜋/2

⟹ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 = 𝑂𝐴𝐵׭ 𝛾𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 𝜔𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝛾𝜔 0׬
ℎ
𝑟2𝑑𝑟 0׬

𝜋/2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟑
𝜸𝝎𝒉𝟑

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎

⟹ ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑣 𝑟 = ℎ = 𝜔ℎ

𝑘 =
𝜎𝑜

2
= 𝑐𝑢 (Voir p. 9)

𝑂

𝑑𝜃

𝒅𝜴 = 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽

𝑟

𝑑𝑟

𝒗 𝒓 = 𝝎𝒓
ഥ𝒗 𝒓

𝑽 𝒓 = 𝒗 𝒓 𝒄𝒐𝒔𝜽 = 𝝎𝒓𝒄𝒐𝒔𝜽

ഥ𝝎

ഥ𝑽

𝜽

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝒅𝚺

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ഥ𝒗
ℎ

ഥ𝝎

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

𝒗 𝒓 = 𝒉 = 𝝎𝒉

෢𝑨𝑩 =
𝟐𝝅𝒉

𝟒
=
𝝅𝒉

𝟐

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ഥ𝒗
ℎ

𝜽

𝒅𝜽ഥ𝝎

𝜽

𝒓

𝒅𝒓

𝒅𝛀

ഥ𝑽

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

𝒗 𝒓 = 𝒉 = 𝝎𝒉

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒



 80M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de cercle

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑐𝑢𝜔ℎ

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 = ෢𝐴𝐵 =
𝜋ℎ

2

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝑐𝑢𝜔ℎ 0׬
𝑙=
𝜋ℎ

2 𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝅

𝟐
𝒄𝒖𝝎𝒉

𝟐

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ 
1

3
𝛾𝜔ℎ3 ≤

𝜋

2
𝑐𝑢𝜔ℎ

2 ⟹
𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
≤
𝟑𝝅

𝟐

⟹ 𝒌+ =
𝜸∙𝒉

𝒄𝒖

+

=
𝟑𝝅

𝟐
= 𝟒. 𝟕𝟏

▶ Encadrement : 𝒌− = 𝟐 ≤
𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
≤ 𝒌+ = 𝟒. 𝟕𝟏

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝒅𝚺

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ഥ𝒗
ℎ

ഥ𝝎

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

𝒗 𝒓 = 𝒉 = 𝝎𝒉

෢𝑨𝑩 =
𝟐𝝅𝒉

𝟒
=
𝝅𝒉

𝟐

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ഥ𝒗
ℎ

𝜽

𝒅𝜽ഥ𝝎

𝜽

𝒓

𝒅𝒓

𝒅𝛀

ഥ𝑽

𝐵

𝑂 𝐴

ഥ𝜸

𝒗 𝒓 = 𝒉 = 𝝎𝒉

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒



 81M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de cercle

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑶𝑨𝑩𝒅׭
ഥ𝑸 ∙ 𝒅 ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

avec : 𝑑𝑄 = 𝑑𝑊𝑑𝛺 = 𝛾𝑑𝛺 = 𝛾𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

d ሶ𝑞 = 𝑉 𝑟 = 𝑣 𝑟
𝑐𝑜𝑠 𝛽+𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝛽
= 𝜔𝑟

𝑐𝑜𝑠 𝛽+𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝛽

tels que : 𝑟 ∶ 0 → ℎ et 𝜃 ∶ 0 → 𝜋/2

⟹ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 = 𝑂𝐴𝐵׭ 𝛾𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 𝜔𝑟
𝑐𝑜𝑠 𝛽+𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝛽

⟹ ℘𝑒𝑥𝑡 ҧ𝑣 = 𝛾𝜔 0׬
ℎ
𝑟2𝑑𝑟 0׬

𝜋/2 𝑐𝑜𝑠 𝛽+𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝛽
𝑑𝜃

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟑
𝜸𝝎𝒉𝟑

𝒔𝒊𝒏 𝜷+
𝝅

𝟐

𝒄𝒐𝒔 𝜷

𝑑𝜃

𝑟

𝑑𝑟
ഥ𝝎

ഥ𝒗 𝒓

𝛽
𝒅𝜴 = 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽

𝒗 𝒓 = Τ𝝎𝒓 𝒄𝒐𝒔𝜷

𝑽 𝒓 = 𝒗 𝒓 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽 = Τ𝝎𝒓𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜷 𝜽

ഥ𝑽

𝑂

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑽

𝐴

𝑽 = 𝒗𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽 = 𝝎𝒉
𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽

𝒄𝒐𝒔𝜷

𝒗 = Τ𝝎𝒉 𝒄𝒐𝒔𝜷
ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝝎

𝜽

𝜽

𝒅𝜽
𝒓

𝒅𝒓

𝒅𝛀

𝐵

𝑂

𝜽

𝜷ഥ𝒗ഥ𝜸

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒
𝒅𝚺



 82M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de cercle

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 =
𝒄′

𝒕𝒂𝒏 𝝋′
ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 ≥ ഥ𝒗 𝒔𝒊𝒏𝝋′ (Voir p. 11)

⟹ 𝑉𝑛 = ҧ𝑣 ∙ ത𝑛 = 𝑣 sin 𝛽 ≥ 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝜑′ ⟹ 𝝋′ ≤ 𝜷 ≤ 𝝅 − 𝝋′

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 =
𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝛽 =

𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝜔ℎ 𝑡𝑎𝑛 𝛽

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙 ∶ 0 → 𝑙 = ෢𝐴𝐵 =
𝜋ℎ

2

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝛴׬
𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝜔ℎ 𝑡𝑎𝑛 𝛽 𝑑𝛴 =

𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝜔ℎ 𝑡𝑎𝑛 𝛽 0׬

𝑙=
𝜋ℎ

2 𝑑𝑙

⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝅

𝟐

𝒄′

𝒕𝒂𝒏 𝝋′
𝝎𝒉𝟐 𝒕𝒂𝒏𝜷

ഥ𝒗

ത𝑉𝒏

𝛽

𝒗 = Τ𝝎𝒉 𝒄𝒐𝒔𝜷

𝑽𝒏 = 𝝎𝒉 𝒕𝒂𝒏𝜷

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de cercle

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⟹
1

3
𝛾𝜔ℎ3

𝑠𝑖𝑛 𝛽+
𝜋

2

𝑐𝑜𝑠 𝛽
≤
𝜋

2

𝑐′

𝑡𝑎𝑛 𝜑′
𝜔ℎ2 𝑡𝑎𝑛 𝛽

⟹
𝜸∙𝒉

𝒄′
≤
𝟑𝝅

𝟐

𝟏

𝒕𝒂𝒏 𝝋′
𝒔𝒊𝒏 𝜷

𝒔𝒊𝒏 𝜷+
𝝅

𝟐

▶ Optimisation 

Minoration de 𝛽 :  𝛽 = 𝜑′ ⟹ 𝒌+ =
𝜸∙𝒉

𝒄′

+
=
𝟑𝝅

𝟐
𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

▶ Encadrement

𝒌− = 𝟐 𝒕𝒂𝒏
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
≤
𝜸∙𝒉

𝒄′
≤ 𝒌+ = 𝟒. 𝟕𝟏 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝑽

𝐴

𝑽 = 𝒗𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽 = 𝝎𝒉
𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽

𝒄𝒐𝒔𝜷

𝒗 = Τ𝝎𝒉 𝒄𝒐𝒔𝜷
ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝝎

𝜽

𝜽

𝒅𝜽
𝒓

𝒅𝒓

𝒅𝛀

𝐵

𝑂

𝜽

𝜷ഥ𝒗ഥ𝜸

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒
𝒅𝚺
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Hypothèse : Mouvement de rotation avec décollement

1ère hypothèse

Rotation autour de O

(Minoration)

2ème hypothèse

Rotation autour de H

(Majoration)

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ҧ𝑧

ഥ𝜸
ℎ

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

H

O

ഥ𝝎

𝑙

𝑙

ҧ𝑥

ഥ𝜸

H
ҧ𝑧

ҧ𝑥
ഥ𝝎

ℎ

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜉

ഥ𝜂

ഥ𝜸

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝝎

O

𝑙

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜉

ഥ𝜂
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Cinétique du mouvement de rotation
Le mode de déformation pour h ≥ 2𝑙 est caractérisé
par :

1. Une rotation de OACD autour de O avec la vitesse ഥ𝜔.

2. Un décollement le long de OD (la contribution de

la discontinuité de vitesse normale et positive

est nulle).

3. Un cisaillement uniforme dans le triangle rectangle isocèle OAB le long de 
OA et de OB.

4. Avec les axes ҧ𝜉 et ҧ𝜂, le champ de vitesse dans le triangle OAB est égal à :

ഥ𝒗 = 𝒗𝝃ത𝝃 + 𝒗𝜼ഥ𝜼 | 𝒗𝝃 = 𝟎 & 𝒗𝜼 = 𝝎𝝃

⟹ La puissance des efforts intérieurs (et donc la puissance résistante 

maximale) se réduit donc au cisaillement uniforme dans OAB.

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

B

A

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝜉

H
ഥ𝜂

O

ഥ𝝎

𝑙

DC

2𝑙

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜸
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

 1ère hypothèse (Minoration) : Rotation autour de O

൞
𝑄 = 𝛾 ℎ −

𝑙

2
𝑙

ሶ𝑞 = 𝜔
𝑙

2

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝝎 𝒉 −

𝒍

𝟐
𝒍𝟐

 2ème hypothèse (Majoration) : Rotation autour de H

൝
𝑄 = 𝛾ℎ𝑙

ሶ𝑞 = 𝜔
𝑙

2

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝝎𝒉𝒍𝟐

⟹
𝟏

𝟐
𝜸𝝎 𝒉 −

𝒍

𝟐
𝒍𝟐 ≤ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤

𝟏

𝟐
𝜸𝝎𝒉𝒍𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝜸

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝝎

O

𝑙

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜉

ഥ𝜂

ഥ𝜸

H
ҧ𝑧

ҧ𝑥
ഥ𝝎

ℎ

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜉

ഥ𝜂
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Tenseur des vitesses de déformation

ന𝒅 =
𝒅𝝃𝝃 𝒅𝝃𝜼
𝒅𝝃𝜼 𝒅𝜼𝜼

avec : 𝑑𝜉𝜉 =
𝜕𝑣𝜉

𝜕𝜉
= 0

𝑑𝜂𝜂 =
𝜕𝑣𝜂

𝜕𝜂
= 0

𝑑𝜉𝜂 =
1

2

𝜕𝑣𝜉

𝜕𝜂
+
𝜕𝑣𝜂

𝜕𝜉
=
1

2
0 + 𝜔 =

1

2
𝜔

⟹ ന𝒅 =
𝟏

𝟐

𝟎 𝝎
𝝎 𝟎

⟹ ቐ
𝒅𝟏 = +

𝟏

𝟐
𝝎

𝒅𝟐 = −
𝟏

𝟐
𝝎

ഥ𝜂

ഥ𝜉

ഥ𝒗 ൝
𝒗𝝃 = 𝟎

𝒗𝜼 = 𝝎𝝃

Champ de vitesses

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

B

A

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝜉

H
ഥ𝜂

O

ഥ𝝎

𝑙

DC

2𝑙

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜸
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 − 𝑻𝒓 ന𝒅 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 ≥ 𝟎 (Voir p. 9)

avec : 𝑇𝑟 Ӗ𝑑 =
1

2
𝜔 −

1

2
𝜔 = 0

𝜎𝑜

2
= 𝑐𝑢

⟹ 𝜋 ҧ𝑥 , Ӗ𝑑 ҧ𝑥 = 𝑐𝑢
1

2
𝜔 + −

1

2
𝜔 − 0 = 𝑐𝑢𝜔

⟹ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 = 𝒄𝒖𝝎

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

avec : 𝑑𝑉 ∶ 0 → Ω𝑂𝐴𝐵 × 1 =
1

2
𝑙 2 𝑙 2 × 1 = 𝑙2

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝑐𝑢𝜔0׬
𝑙2
𝑑𝑉 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝒄𝒖𝝎𝒍

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑙 2

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

B

A

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝜉

H
ഥ𝜂

O

ഥ𝝎

𝑙

DC

2𝑙

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜸
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Tresca (𝑐 = 𝑐𝑢 et  𝜑 = 𝜑𝑢 ≅ 0)

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

 1er hypothèse (Minoration) : Rotation autour de O

1

2
𝛾𝜔 ℎ −

𝑙

2
𝑙2 ≤ 𝑐𝑢𝜔𝑙

2 ⟹
𝛾∙ℎ

𝑐𝑢
≤

2

1−
𝑙

2ℎ

Optimisation : 
𝑙

ℎ
→ 0 ⟹ 

𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
≤ 𝟐

 2ème hypothèse (Majoration) : Rotation autour de H

1

2
𝛾𝜔ℎ𝑙2 ≤ 𝑐𝑢𝜔𝑙

2 ⟹
𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
≤ 𝟐

▶ Solution exacte : 𝒌− = 𝒌+ =
𝜸∙𝒉

𝒄𝒖
= 𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

ഥ𝜸

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

ഥ𝝎

O

𝑙

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜉

ഥ𝜂

ഥ𝜸

H
ҧ𝑧

ҧ𝑥
ഥ𝝎

ℎ

𝑙

𝒍

𝟐

ഥ𝜉

ഥ𝜂



❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Cinétique du mouvement de rotation
Le mode de déformation pour h ≥ 2𝑙 est caractérisé
par :

1. Une rotation de OACD autour de O avec la vitesse ഥ𝜔.

2. Un décollement le long de OD (la contribution de

la discontinuité de vitesse normale et positive

est nulle).

3. Un cisaillement uniforme dans le triangle OAB le long de OA et de OB.

4. Avec les axes ҧ𝜉 et ҧ𝜂, le champ de vitesse dans le triangle OAB est égal à :
ഥ𝒗 = 𝒗𝝃ത𝝃 + 𝒗𝜼ഥ𝜼 | 𝒗𝝃 = 𝟎 & 𝒗𝜼 = 𝝎𝝃𝒄𝒐𝒔𝝋

′ (composantes 

covariantes).

⟹ La puissance des efforts intérieurs (et donc la puissance résistante 

maximale) se réduit donc au cisaillement uniforme dans OAB.

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

 90M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

O

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

H

ഥ𝝎

B

𝑙

A

DC

ഥ𝜸

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗

 1ère hypothèse (Minoration) : Rotation autour de O

൞
𝑄 = 𝛾 ℎ −

𝑙

2
𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2
𝑙

ሶ𝑞 = 𝜔
𝑙

2

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝝎 𝒉 −

𝒍

𝟐
𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒍𝟐

 2ème hypothèse (Majoration) : Rotation autour de H

൝
𝑄 = 𝑄 = 𝛾ℎ𝑙

ሶ𝑞 = 𝜔
𝑙

2

⟹ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝝎𝒉𝒍𝟐

⟹
𝟏

𝟐
𝜸𝝎 𝒉 −

𝒍

𝟐
𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒍𝟐 ≤ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤

𝟏

𝟐
𝜸𝝎𝒉𝒍𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Tenseur des vitesses de déformation

ന𝒅 =
𝒅𝝃𝝃 𝒅𝝃𝜼
𝒅𝝃𝜼 𝒅𝜼𝜼

avec : 𝑑𝜉𝜉 =
𝜕𝑣𝜉

𝜕𝜉
= 0

𝑑𝜂𝜂 =
𝜕𝑣𝜂

𝜕𝜂
= 0

𝑑𝜉𝜂 =
1

2

𝜕𝑣𝜉

𝜕𝜂
+
𝜕𝑣𝜂

𝜕𝜉
=
1

2
0 + 𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝜑′ =

1

2
𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝜑′

⟹ 𝑻𝒓 ന𝒅 = 𝒅𝝃𝜼 + 𝒅𝜼𝝃
𝒔𝒊𝒏 𝝋′

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝝋′
= 𝝎𝒕𝒂𝒏𝝋′ / ഥ𝒙 ; ത𝒛

et les valeurs principales :

𝒅𝟏 = 𝒅𝒛𝒛 = −
𝒅𝝃𝜼

𝟏+𝒔𝒊𝒏 𝝋′
=

𝒄𝒐𝒔 𝝋′

𝟐 𝟏+𝒔𝒊𝒏 𝝋′
𝝎 = −

𝟏

𝟐
𝝎𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐

𝒅𝟐 = 𝒅𝒙𝒙 = +
𝒅𝝃𝜼

𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋′
=

𝒄𝒐𝒔 𝝋′

𝟐 𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋′
𝝎 = +

𝟏

𝟐
𝝎𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

ഥ𝑥

ҧ𝑧ഥ𝜂

ഥ𝜉

ഥ𝒗 ൝
𝒗𝝃 = 𝟎

𝒗𝜼 = 𝝎𝝃𝒄𝒐𝒔𝝋
′

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 = 𝒄′ 𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 − 𝑻𝒓 ന𝒅 𝒕𝒂𝒏
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
(Voir p. 11)

𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 ≥ 𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 𝒔𝒊𝒏𝝋′

⟹ 𝜋 ҧ𝑥 , Ӗ𝑑 ҧ𝑥 = 𝑐′𝜔 −
1

2
𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
−
𝜑′

2
+ +

1

2
𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2
− 𝑡𝑎𝑛 𝜑′

⟹ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 = 𝒄′𝝎

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽

avec : 𝑑𝑉 ∶ 0 → Ω𝑂𝐴𝐵 × 1 = 𝑙
2 𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝑐′𝜔0׬
𝑙2
𝑑𝑉 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝒄′𝝎𝒍𝟐 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Excavations : Cas d’une fouille verticale

➢ Mécanisme de bloc

Critère de Mohr - Coulomb (𝑐 = 𝑐′et  𝜑 = 𝜑′)

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

 1er hypothèse (Minoration) : Rotation autour de O

1

2
𝛾𝜔 ℎ −

𝑙

2
𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2
𝑙2 ≤ 𝑐′𝜔𝑙2 𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2

⟹
𝛾∙ℎ

𝑐′
≤

2 𝑡𝑎𝑛
𝜋

4
+
𝜑′

2

1−
𝑙

2ℎ
𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2

Optimisation : 
𝑙

ℎ
→ 0 ⟹ 

𝜸∙𝒉

𝒄′
≤ 𝟐 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

 2ème hypothèse (Majoration) : Rotation autour de H

1

2
𝛾𝜔ℎ𝑙2 ≤ 𝑐′𝜔𝑙2 𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
+
𝜑′

2
⟹

𝜸∙𝒉

𝒄′
≤ 𝟐𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

▶ Solution exacte : 𝒌− = 𝒌+ =
𝜸∙𝒉

𝒄′
= 𝟐 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

O

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ℎ

H

ഥ𝝎

B

𝑙

A

DC

ഥ𝜸

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐

𝐿𝑖𝑔𝑛𝑒

𝑑𝑒 𝑟𝑢𝑝𝑡𝑢𝑟𝑒

𝑙

ഥ𝜂

ഥ𝜉
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

Soit une semelle filante de largeur 𝐵 reposant sur un massif de sol argileux de poids 

volumique 𝛾 et de cohésion non drainée 𝑐𝑢 supposé obéissant au critère de type 

Tresca. Déterminer la charge maximale 𝑄𝑚𝑎𝑥 que peut supporter cette semelle.

Hypothèse

Poinçonnement du sol

Critère de rupture de type Tresca

𝑓 ധ𝜎 = 𝜎1 − 𝜎2 − 2𝑐𝑢 ≤ 0

Mode de chargement appliqué

Contrainte appliquée : 𝑞 =
𝑄

𝐵
≤ 𝑞+ =

𝑄

𝐵

+

II III

I

B

𝑸

𝒒 =
𝑸

𝑩

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanismes de rupture considérés

Mécanisme à six zones

Mécanisme de Prandtl

Mécanisme de cercle

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 1ère hypothèse (Cercle centré au point B)

▶ Puissance des efforts extérieurs 

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑸𝝎 𝑹−
𝑩

𝟐
=
𝟏

𝟐
𝑸𝝎𝑩

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎

⟹ ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑣෢𝐴𝐶
𝑘 = 𝑐𝑢

• 𝑣෢𝐴𝐶 = 𝜔𝑅 = 𝜔𝐵

• 𝑙෢𝐴𝐶 = 𝜋𝑅 = 𝜋𝐵

⟹ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝝎𝑩𝒄𝒖 Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul 
dans les blocs, seules les vitesses ҧ𝑣 ҧ𝑥 inter-
blocs parallèles aux lignes de discontinuités 
sont prises en considération.

𝑸

𝑩

𝑨 𝑩 ≡ 𝑶 𝑪

ഥ𝝎

𝑹 = 𝑩

𝒒 =
𝑸

𝑩

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

 97M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila



 98M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 1ère hypothèse (Cercle centré au point B)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝜔𝐵𝑐𝑢

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙: 0 → 𝑙 = ෢𝐴𝐶 = 𝜋𝐵

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝜔𝐵𝑐𝑢 0׬
𝑙=𝜋𝐵

𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝝅𝝎𝑩𝟐𝒄𝒖

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ 
1

2
𝑄𝜔𝐵 ≤ 𝜋𝜔𝐵2𝑐𝑢

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝝅𝑩𝒄𝒖

▶ Encadrement 

𝑸

𝑩𝒄𝒖

−

= 𝟓 ≤
𝑸𝒖𝒍𝒕

𝑩𝒄𝒖
≤

𝑸

𝑩𝒄𝒖

+

= 𝟐𝝅 ≈ 𝟔. 𝟐𝟖

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 2ème hypothèse (Cercle centré à l’aplomb du point B)

▶ Puissance des efforts extérieurs 

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑸𝝎 𝑹𝒔𝒊𝒏𝜶 −
𝑩

𝟐
= 𝑸𝝎 𝑩−

𝑩

𝟐
=
𝟏

𝟐
𝑸𝝎𝑩

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎

⟹ ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑣෢𝐴𝐶
𝑘 = 𝑐𝑢

• 𝑣෢𝐴𝐶 = 𝜔𝑅

• 𝑙෢𝐴𝐶 = ෢𝐴𝐶 = 2𝛼𝑅 | 𝑅 = 𝐵/ 𝑠𝑖𝑛 𝛼

⟹ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝝎𝑹𝒄𝒖

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul 
dans les blocs, seules les vitesses ҧ𝑣 ҧ𝑥 inter-
blocs parallèles aux lignes de discontinuités 
sont prises en considération.
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 2ème hypothèse (Cercle centré à l’aplomb du point B)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝜔𝑅𝑐𝑢 & 𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙: 0 → 𝑙 = ෢𝐴𝐶 = 2𝛼𝑅

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝜔𝑅𝑐𝑢 0׬
𝑙=2𝛼𝑅

𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝟐𝜶𝝎𝑹𝟐𝒄𝒖

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ 
1

2
𝑄𝜔𝐵 ≤ 2𝛼𝜔𝑅2𝑐𝑢 | 𝑅 = 𝐵/ 𝑠𝑖𝑛 𝛼

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟒𝜶

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜶
𝑩𝒄𝒖

▶ Optimisation :  𝑡𝑎𝑛 𝛼 = 2𝛼 ⟹ 𝛼 = 0,37 𝑟𝑎𝑑 = 67°

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 ≈ 𝟓. 𝟑𝟑𝑩𝒄𝒖

▶ Encadrement 

𝑸

𝑩𝒄𝒖

−

= 𝟓 ≤
𝑸𝒖𝒍𝒕

𝑩𝒄𝒖
≤

𝑸

𝑩𝒄𝒖

+

= 𝟓. 𝟑𝟑

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

D

É

M

O

Soit : 𝑦 𝛼 =
𝛼

𝑠𝑖𝑛2 𝛼

Dérivons : 𝑦′ 𝑡 =
𝛼

𝑠𝑖𝑛2 𝛼
1 −

2𝛼

𝑡𝑎𝑛 𝛼

Ecrivons :  𝑦′ 𝑡 = 0 ⇒ 𝒕𝒂𝒏𝜶 = 𝟐𝜶

⇒ 𝜶 = 𝟎, 𝟑𝟕 𝒓𝒂𝒅 = 𝟔𝟕°
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 2ème hypothèse (Cercle centré à l’aplomb du point B)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝜔𝑅𝑐𝑢 & 𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙: 0 → 𝑙 = ෢𝐴𝐶 = 2𝛼𝑅

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝜔𝑅𝑐𝑢 0׬
𝑙=2𝛼𝑅

𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝟐𝜶𝝎𝑹𝟐𝒄𝒖

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ 
1

2
𝑄𝜔𝐵 ≤ 2𝛼𝜔𝑅2𝑐𝑢 | 𝑅 = 𝐵/ 𝑠𝑖𝑛 𝛼

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟒𝜶

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜶
𝑩𝒄𝒖

▶ Optimisation :  𝑡𝑎𝑛 𝛼 = 2𝛼 ⟹ 𝛼 = 0,37 𝑟𝑎𝑑 = 67°

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 ≈ 𝟓. 𝟑𝟑𝑩𝒄𝒖

▶ Encadrement 

𝑸

𝑩𝒄𝒖

−

= 𝟓 ≤
𝑸𝒖𝒍𝒕

𝑩𝒄𝒖
≤

𝑸

𝑩𝒄𝒖

+

= 𝟓. 𝟑𝟑

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 3ème hypothèse (Cercle centré loin du point B)

▶ Puissance des efforts extérieurs 

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑸𝝎 𝑹𝒔𝒊𝒏𝜶 −
𝑩

𝟐

▶ Champ de vitesses cinématiquement admissible

𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎

⟹ ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑣෢𝐴𝐶
𝑘 = 𝑐𝑢

• 𝑣෢𝐴𝐶 = 𝜔𝑅

• 𝑙෢𝐴𝐶 = ෢𝐴𝐶 = 2𝛼𝑅

⟹ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝝎𝑹𝒄𝒖

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur
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Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul 
dans les blocs, seules les vitesses ҧ𝑣 ҧ𝑥 inter-
blocs parallèles aux lignes de discontinuités 
sont prises en considération.

𝑨 𝑩 𝑪

𝛼 𝛼 𝑹

𝑶

𝒒 =
𝑸

𝑩

𝑸

𝑩

ഥ𝝎
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de cercle : 3ème hypothèse (Cercle centré loin du point B)

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮

avec : 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝜔𝑅𝑐𝑢

𝑑𝛴 = 1 × 𝑑𝑙 | 𝑑𝑙: 0 → 𝑙 = ෢𝐴𝐶 = 2𝛼𝑅

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 𝜔𝑅𝑐𝑢 0׬
𝑙=2𝛼𝑅

𝑑𝑙 ⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝟐𝜶𝝎𝑹𝟐𝒄𝒖

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹ 𝑄𝜔 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 −
𝐵

2
≤ 2𝛼𝜔𝑅2𝑐𝑢

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟐𝜶𝑹𝟐

𝑹 𝒔𝒊𝒏 𝜶−
𝑩

𝟐

𝒄𝒖 si 𝑹𝒔𝒊𝒏𝜶 −
𝑩

𝟐
> 𝟎

▶ Optimisation : (Idem. 2ème hypothèse : Cercle centré à l’aplomb du point B)

 Minimisation par rapport à R : 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝐵 ⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 =
𝟒𝜶

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜶
𝑩𝒄𝒖

 Minimisation par rapport à  : 𝑡𝑎𝑛 𝛼 = 2𝛼 ⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 ≈ 𝟓. 𝟑𝟑𝑩𝒄𝒖

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme à cinq blocs

𝑯𝒐𝒅𝒐𝒈𝒓𝒂𝒑𝒉𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝒗𝒊𝒕𝒆𝒔𝒔𝒆𝒔

𝟎 𝟐

𝟑

𝜶

ഥ𝒗

𝝅

𝟐
− 𝜶

ഥ𝒗𝟏𝟐

ഥ𝒗𝟐𝟑ഥ𝒗𝟎𝟑

ഥ𝒗𝟎𝟐

𝟏

Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul 
dans les blocs, seules les vitesses ҧ𝑣 ҧ𝑥 inter-
blocs parallèles aux lignes de discontinuités 
sont prises en considération.

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

𝑸

𝟏
𝟐

𝟑
𝟐′

𝟑′
𝜶

ഥ𝒗

𝑩

𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝟎

𝑨

𝒒 =
𝑸

𝑩

• 𝑣𝐵𝐶 = 𝑣12 = 𝑣/ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ; 𝑙𝐵𝐶 = 𝑙12 =
𝐵

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

• 𝑣𝐶𝐷 = 𝑣02 = 𝑣 𝑡𝑎𝑛 𝛼 ; 𝑙𝐶𝐷 = 𝑙02 = 𝐵

• 𝑣𝐵𝐷 = 𝑣23 =
𝑣

2𝑐𝑜𝑠 𝛼
; 𝑙𝐵𝐷 = 𝑙23 =

𝐵

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

• 𝑣𝐷𝐸 = 𝑣03 =
𝑣

2𝑐𝑜𝑠 𝛼
; 𝑙𝐷𝐸 = 𝑙03 =

𝐵

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme à cinq blocs

▶ Vitesses de discontinuités et longueurs correspondantes

• 𝑣𝐵𝐶 = 𝑣12 = 𝑣/ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ;  𝑙𝐵𝐶 = 𝑙12 =
𝐵

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

• 𝑣𝐶𝐷 = 𝑣02 = 𝑣 𝑡𝑎𝑛 𝛼 ;   𝑙𝐶𝐷 = 𝑙02 = 𝐵

• 𝑣𝐵𝐷 = 𝑣23 =
𝑣

2𝑐𝑜𝑠 𝛼
; 𝑙𝐵𝐷 = 𝑙23 =

𝐵

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

• 𝑣𝐷𝐸 = 𝑣03 =
𝑣

2𝑐𝑜𝑠 𝛼
; 𝑙𝐷𝐸 = 𝑙03 =

𝐵

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

▶ Puissance des efforts extérieurs 

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑸𝒗

▶ Puissance résistante maximale 

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝚺׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝚺 = 𝚺׬ 𝒌 ഥ𝒗 𝒅𝚺

⟹ ҧ𝑣 ҧ𝑥 - Vitesses de discontinuité : 𝑣𝐵𝐶 , 𝑣𝐶𝐷, 𝑣𝐵𝐷 et  𝑣𝐷𝐸
𝑘 = 𝑐𝑢

𝑸

𝟏
𝟐

𝟑
𝟐′

𝟑′
𝜶

ഥ𝒗

𝑩

𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝟎

𝑨

𝒒 =
𝑸

𝑩
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme à cinq blocs

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 2 𝐵𝐶׬ 𝑣𝐵𝐶 𝑑𝑙𝐵𝐶 + 𝐶𝐷׬ 𝑣𝐶𝐷 𝑑𝑙𝐶𝐷 + 𝐵𝐷׬ 𝑣𝐵𝐷 𝑑𝑙𝐵𝐷 + 𝐷𝐸׬ 𝑣𝐷𝐸 𝑑𝑙𝐷𝐸 𝑐𝑢

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 2 𝑣𝐵𝐶𝑙𝐵𝐶 + 𝑣𝐶𝐷𝑙𝐶𝐷 + 𝑣𝐵𝐷𝑙𝐵𝐷 + 𝑣𝐷𝐸𝑙𝐷𝐸 𝑐𝑢

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 2
1

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
+ 𝑡𝑎𝑛 𝛼 +

1

4 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
+

1

4 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
𝐵𝑐𝑢𝑣

⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝟐 𝒕𝒂𝒏𝜶 +
𝟐

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶
𝑩𝒄𝒖𝒗

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹   𝑸 ≤ 𝟐 𝒕𝒂𝒏𝜶 +
𝟐

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶
𝑩𝒄𝒖

▶ Optimisation : 𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
2

2
⟹ 𝛼 = 35.26°

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟒 𝟐𝑩𝒄𝒖 ≅ 𝟓. 𝟔𝟔𝑩𝒄𝒖

▶ Encadrement

𝑸

𝑩𝒄𝒖

−

= 𝟓 ≤
𝑸𝒖𝒍𝒕

𝑩𝒄𝒖
≤

𝑸

𝑩𝒄𝒖

+

= 𝟓. 𝟔𝟔

𝑸

𝟏
𝟐

𝟑
𝟐′

𝟑′
𝜶

ഥ𝒗

𝑩

𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝟎

𝑨

𝒒 =
𝑸

𝑩
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D

É

M

O

Soit : 𝑦 𝛼 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 +
2

𝑠𝑖𝑛 2𝛼

Posons : 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 ⇒ 𝑦 𝑡 = 2𝑡 +
1

𝑡

Dérivons : 𝑦′ 𝑡 = 2 −
1

𝑡2

Ecrivons : 𝑦′ 𝑡 = 2 −
1

𝑡2
= 0 ⇒ 𝑡 =

2

2

D’où : 𝒕𝒂𝒏𝜶 =
𝟐

𝟐
⇒ 𝜶 = 𝟑𝟓. 𝟐𝟔°
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme à cinq blocs

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 2 𝐵𝐶׬ 𝑣𝐵𝐶 𝑑𝑙𝐵𝐶 + 𝐶𝐷׬ 𝑣𝐶𝐷 𝑑𝑙𝐶𝐷 + 𝐵𝐷׬ 𝑣𝐵𝐷 𝑑𝑙𝐵𝐷 + 𝐷𝐸׬ 𝑣𝐷𝐸 𝑑𝑙𝐷𝐸 𝑐𝑢

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 2 𝑣𝐵𝐶𝑙𝐵𝐶 + 𝑣𝐶𝐷𝑙𝐶𝐷 + 𝑣𝐵𝐷𝑙𝐵𝐷 + 𝑣𝐷𝐸𝑙𝐷𝐸 𝑐𝑢

⟹ ℘𝑟𝑚 ҧ𝑣 = 2
1

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
+ 𝑡𝑎𝑛 𝛼 +

1

4 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
+

1

4 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼
𝐵𝑐𝑢𝑣

⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝟐 𝒕𝒂𝒏𝜶 +
𝟐

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶
𝑩𝒄𝒖𝒗

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ⟹   𝑸 ≤ 𝟐 𝒕𝒂𝒏𝜶 +
𝟑

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶
𝑩𝒄𝒖

▶ Optimisation : 𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
2

2
⟹ 𝛼 = 35.26°

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝟒 𝟐𝑩𝒄𝒖 ≅ 𝟓. 𝟔𝟔𝑩𝒄𝒖

▶ Encadrement

𝑸

𝑩𝒄𝒖

−

= 𝟓 ≤
𝑸𝒖𝒍𝒕

𝑩𝒄𝒖
≤

𝑸

𝑩𝒄𝒖

+

= 𝟓. 𝟔𝟔

𝑸

𝟏
𝟐

𝟑
𝟐′

𝟑′
𝜶

ഥ𝒗

𝑩

𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝟎

𝑨

𝒒 =
𝑸

𝑩
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de Prandtl

𝑯𝒐𝒅𝒐𝒈𝒓𝒂𝒑𝒉𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝒗𝒊𝒕𝒆𝒔𝒔𝒆𝒔

ҧ𝑣 𝜃 = 0 ҧ𝑒𝑟𝑟 +
𝑣

2
ҧ𝑒𝜃𝜃 + 0 ҧ𝑒𝑟𝜃

Remarque : Le tenseur des vitesses étant nul 
dans les blocs, seules les vitesses ҧ𝑣 ҧ𝑥 inter-
blocs parallèles aux lignes de discontinuités 
sont prises en considération.

𝟎

𝟏

𝟑

Τ𝝅 𝟒

ഥ𝒗

𝜽

𝟐

ഥ𝒗𝟎𝟑

ഥ𝒗𝟏𝟐

ഥ𝒗𝟐𝟑

ഥ𝒗 𝜽

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃

𝝅

𝟒𝟏 𝟑𝟑′
ഥ𝒗

𝟎

𝑨 𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝒒 =
𝑸

𝑩

𝑸

𝑩

𝟐′ 𝟐

𝝅

𝟒
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de Prandtl

▶ Vitesses de discontinuités et longueurs correspondantes

Blocs ABC, BDE et AFG

• 𝑣𝐵𝐶 = 𝑣12 = 𝑣/ 2 ; 𝑙𝐵𝐶 = 𝑙12 =
𝐵

2

• 𝑣𝐵𝐷 = 𝑣23 = 𝑣/ 2 ; 𝑙𝐵𝐷 = 𝑙23 =
𝐵

2

• 𝑣෢𝐶𝐷 = 𝑣02 = 𝑣/ 2 ; 𝑙෢𝐶𝐷 = 𝑙02 =
𝜋𝐵

2 2

• 𝑣𝐷𝐸 = 𝑣03 = 𝑣/ 2 ; 𝑙𝐷𝐸 = 𝑙03 =
𝐵

2

Blocs BCD et ACF

ҧ𝑒𝑟, ҧ𝑒𝜃 → ҧ𝑣 𝜃 = ൞

𝑣𝑟𝑟 = 0

𝑣𝜃𝜃 = Τ𝑣 2 = 𝑐𝑠𝑡𝑒
𝑣𝑟𝜃 = 0

𝑑𝑉 = 1 × 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 |   𝜃 ∶ 0 →
𝜋

2
& 𝑟 ∶ 0 →

𝐵

2

𝝅

𝟒𝟏 𝟑𝟑′
ഥ𝒗

𝟎

𝑨 𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝒒 =
𝑸

𝑩

𝑸

𝑩

𝟐′ 𝟐

𝝅

𝟒
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𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝒗 =
𝝏𝒗𝒊
𝝏𝒙𝒋

= 𝒗𝒊,𝒋 =

𝒗𝒓,𝒓 𝒗𝒓,𝜽 𝒗𝒓,𝒛
𝒗𝜽,𝜽 𝒗𝜽,𝒛

𝒔𝒚𝒎. 𝒗𝒛,𝒛
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de Prandtl

▶ Puissance des efforts extérieurs 

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = ഥ𝑸 ∙ ሶഥ𝒒 ഥ𝒗 = 𝑸𝒗

▶ Puissance résistante maximale 

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 = 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽 + 𝚺׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝚺

telles que :

• 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 =
𝝈𝒐

𝟐
𝒅𝟏 + 𝒅𝟐 + 𝒅𝟑 𝒔𝒊 𝑻𝒓 ന𝒅 = 𝟎 |

𝝈𝒐

𝟐
= 𝒄𝒖

• 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 = 𝒌 ഥ𝒗 𝒔𝒊 ഥ𝒗 ∙ ഥ𝒏 = 𝟎 | 𝒌 = 𝒄𝒖
avec :

• ҧ𝑣 ҧ𝑥 - Vitesses de discontinuité : 𝑣𝐵𝐶, 𝑣෢𝐶𝐷 et 𝑣𝐷𝐸 et leurs symétriques

• Ӗ𝑑 =
1

2
𝑔𝑟𝑎𝑑 ҧ𝑣 + 𝑡𝑔𝑟𝑎𝑑 ҧ𝑣 - Taux de déformation dans l’éventail BCD 

et son symétrique

• ҧ𝑣 = 𝑣𝑟 ҧ𝑒𝑟 + 𝑣𝜃 ҧ𝑒𝜃 + 𝑣𝑧 ҧ𝑒𝑧 =
𝑣

2
ҧ𝑒𝜃

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de Prandtl

⟹ Ӗ𝑑 = −
𝑣

2 2𝑟
ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝜃 + ҧ𝑒𝜃⨂ ҧ𝑒𝑟 ⟹ 𝑑1 = +

𝑣

2 2𝑟
& 𝑑2 = −

𝑣

2 2𝑟

▪ 𝜋 ҧ𝑥 , Ӗ𝑑 ҧ𝑥 =
𝜎𝑜

2
𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 = +

𝑣

2 2𝑟
+ −

𝑣

2 2𝑟
+ 0 𝑐𝑢 =

𝑐𝑢𝑣

2𝑟

⟹ 𝑉׬ 𝜋 ҧ𝑥 , Ӗ𝑑 ҧ𝑥 𝑑𝑉 = 𝑉׬
𝑣

2𝑟
𝑐𝑢𝑑𝑉 = 2 ׬

0

𝐵

2 𝑟𝑑𝑟 0׬

𝜋

2
𝑐𝑢𝑣

2𝑟
𝑑𝜃 =

𝑐𝑢𝑣

2
׬
0

𝐵

2𝑑𝑟 0׬

𝜋

2 𝑑𝜃

⟹ 𝑽׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ന𝒅 ഥ𝒙 𝒅𝑽 =
𝝅

𝟐
𝑩𝒄𝒖𝒗

▪ 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 = 𝑘 ҧ𝑣 = 𝜋𝐵𝐶 + 𝜋𝐵𝐷 + 𝜋෢𝐶𝐷 + 𝜋𝐷𝐸

⟹ 𝛴׬ 𝜋 ҧ𝑥 , ത𝑛 ҧ𝑥 , ҧ𝑣 ҧ𝑥 𝑑𝛴 = 2 𝐵𝐶׬ 𝑣𝐵𝐶 𝑑𝑙𝐵𝐶 + ෢𝐶𝐷׬ 𝑣෢𝐶𝐷 𝑑𝑙෢𝐶𝐷 + 𝐷𝐸׬ 𝑣𝐷𝐸 𝑑𝑙𝐷𝐸 𝑐𝑢

= 2 𝑣𝐵𝐶𝑙𝐵𝐶 + 𝑣෢𝐶𝐷𝑙෢𝐶𝐷 + 𝑣𝐷𝐸𝑙𝐷𝐸 𝑐𝑢

= 2
1

2
×

1

2
+

1

2
×

𝜋

2 2
+

1

2
×

1

2
𝐵𝑐𝑢𝑣

⟹ 𝜮׬ 𝝅 ഥ𝒙 , ഥ𝒏 ഥ𝒙 , ഥ𝒗 ഥ𝒙 𝒅𝜮 =
𝝅

𝟐
+ 𝟐 𝑩𝒄𝒖𝒗
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❑ Exemples d’application

• Fondations : Cas d’une semelle filante

➢ Mécanisme de Prandtl

⟹ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 =
𝝅

𝟐
𝑩𝒄𝒖𝒗 +

𝝅

𝟐
+ 𝟐 𝑩𝒄𝒖𝒗 = 𝝅 + 𝟐 𝑩𝒄𝒖𝒗

▶ ℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⟹ 𝑸𝒗 ≤ 𝝅 + 𝟐 𝑩𝒄𝒖𝒗

⟹ 𝑸𝒎𝒂𝒙 = 𝝅 + 𝟐 𝑩𝒄𝒖 ≈ 𝟓. 𝟏𝟒𝑩𝒄𝒖

▶ Encadrement

𝑸

𝑩𝒄𝒖

−

= 𝟓 ≤
𝑸𝒖𝒍𝒕

𝑩𝒄𝒖
≤

𝑸

𝑩𝒄𝒖

+

= 𝝅 + 𝟐 ≈ 𝟓. 𝟏𝟒

𝝅

𝟒𝟏 𝟑𝟑′
ഥ𝒗

𝟎

𝑨 𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

𝑭

𝑮

𝒒 =
𝑸

𝑩

𝑸

𝑩

𝟐′ 𝟐

𝝅

𝟒
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❑ Exemples d’application

• Soutènements : Cas d’un écran vertical

Soit un écran de soutènement vertical en contact avec un massif de sol sableux sec 

infini dans le plan de la figure ci-dessous. Le sable de poids volumique 𝛾 et d’angle  

de frottement interne 𝜑′ est supposé régi par le critère de rupture de type Mohr-

Coulomb. Déterminer les coefficients de poussée 𝐾𝑎 et de butée 𝐾𝑝, puis déduire le 

domaine des chargements potentiellement supportables 𝐾 ത𝑄 correspondant.

Hypothèse admise

Déformations planes

Critère de rupture de type Mohr-Coulomb

𝑓 ധ𝜎 = 𝜎1 − 𝜎2
1−𝑠𝑖𝑛 𝜑′

1+𝑠𝑖𝑛 𝜑′
− 2𝑐′

𝑐𝑜𝑠 𝜑′

1+𝑠𝑖𝑛 𝜑′
≤ 0

Paramètres de chargement

ത𝑄 : Résultante des forces de poussée ou de

butée 

𝐻

ҧ𝑥

ҧ𝑧

ഥ𝜸

Butée Poussée

Calcul à la rupture et analyse limite
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❑ Exemples d’application

• Soutènements : Cas d’un écran vertical

Mécanismes de rupture possibles

(Détails : Voir cours de MDS)

Rupture par butée

𝐻

ҧ𝑥

ҧ𝑧

ഥ𝑸𝒑

O

A B

𝝋′ഥ𝒗

ഥ𝜸
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

Calcul à la rupture et analyse limite
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ഥ𝑸𝒂

O

A B

Rupture par poussée

𝐻

ҧ𝑥

ҧ𝑧

A

ഥ𝜸𝝋′
ഥ𝒗

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐
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❑ Exemples d’application

• Soutènements : Cas d’un écran vertical

Cas de la rupture par poussée

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 =
𝟏

𝟐
𝜸𝑯𝟐 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐
𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒗

− 𝑸𝒂 𝒔𝒊𝒏
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒗

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ≡ 𝟎 (Discontinuité de vitesse

pertinente le long de 𝑂𝐵

et massif de cohésion nulle)

▶ Force de poussée

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⟹ 𝑸𝒂 =
𝟏

𝟐
𝜸𝑯𝟐𝑲𝒂 | 𝑲𝒂 = 𝒕𝒂𝒏

𝟐 𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐
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ഥ𝑸𝒂

O

A B

Rupture par poussée

𝐻

ҧ𝑥

ҧ𝑧

A

ഥ𝜸𝝋′
ഥ𝒗

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐
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❑ Exemples d’application

• Soutènements : Cas d’un écran vertical

Cas de la rupture par butée

▶ Puissance des efforts extérieurs

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 = −
𝟏

𝟐
𝜸𝑯𝟐 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒗

+ 𝑸𝒑 𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
𝒗

▶ Puissance résistante maximale

℘𝒓𝒎 ഥ𝒗 ≡ 𝟎 (Discontinuité de vitesse

pertinente le long de 𝑂𝐵

et massif de cohésion nulle)

▶ Force de poussée

℘𝒆𝒙𝒕 ഥ𝒗 ≤ ℘𝒓𝒎 ഥ𝒗

⟹ 𝑸𝒑 =
𝟏

𝟐
𝜸𝑯𝟐𝑲𝒑 | 𝑲𝒑 = 𝒕𝒂𝒏

𝟐 𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
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Rupture par butée

𝐻

ҧ𝑥

ҧ𝑧

ഥ𝑸𝒑

O

A B

𝝋′ഥ𝒗

ഥ𝜸
𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐
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❑ Exemples d’application

• Soutènements : Cas d’un écran vertical

Domaine des chargements potentiellement supportables

Encadrement : Domaine 𝑲 ഥ𝑸

𝑸𝒂 =
𝟏

𝟐
𝜸𝑯𝟐 𝒕𝒂𝒏𝟐

𝝅

𝟒
−
𝝋′

𝟐
≤ 𝑸 ≤ 𝑸𝒑 =

𝟏

𝟐
𝜸𝑯𝟐 𝒕𝒂𝒏𝟐

𝝅

𝟒
+
𝝋′

𝟐

𝑸𝟐

𝑸𝟏Poussée Butée

𝑸

Limite inférieure 

(Equilibre de poussée)

Limite supérieure 

(Equilibre de butée)

𝑲 ഥ𝑸
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Rupture par poussée

Rupture par butée



Fin du Troisième Chapitre

Merci de votre attention

 118M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur



 119M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M'Sila

EXERCICES

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

Ex. 1 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l’indique la 

figure ci-après. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement 

supportables 𝐾(𝑄ത) pour cette structure, où 𝑄ത  désigne la charge appliquée. 

 

 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

2𝑙 
 ഥ  A B C 

𝐓ഥ𝟐 𝐓ഥ𝟑 𝐓ഥ𝟏 

𝑙 𝑙 

D 

Critère de rupture : |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3  

L – chargement limite (limite de 

résistance du matériau en traction) 
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EXERCICES

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

Ex. 2 Considérons une barre indéformable suspendue par des tirants flexibles comme l’indique la 

figure ci-après. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement 

supportables 𝐾(𝑃ത,𝑄ത) pour cette structure, où 𝑃ത et 𝑄ത  désignent les charges appliquées. 

 

 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

𝑙 
 ഥ  A B C 

𝐓ഥ𝟐 𝐓ഥ𝟑 𝐓ഥ𝟏 

𝑙 𝑙 

E 

𝑙 

 ഥ 

D 

Critère de rupture : |Ti| ≤ L ; i = 1,2,3  

L – chargement limite (limite de 

résistance du matériau en traction) 
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EXERCICES

Ex. 3 Considérons une poutre encastrée d’un côté et simplement appuyée de l’autre comme 

l’indique la figure ci-après. On demande de déterminer le domaine des chargements potentiellement 

supportables 𝐾(𝑄ത) pour cette poutre, où 𝑄ത  désigne la charge appliquée. 

 
 
 
 
 
 
 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Critère de rupture : |𝑀| ≤ m𝑝   

m𝑝  – moment limite (limite de 

résistance du matériau en flexion) 

Calcul à la rupture et analyse limite
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EXERCICES

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

Ex. 4 (Interro. du 28/11/2022) Déterminer les bornes inférieure  𝑄𝑚𝑖𝑛  et supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥  du 

chargement potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, où 𝑄 désigne la charge 

appliquée. Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime 𝑄𝑢𝑙𝑡  

correspondante. 

 
 
 
 
 
 

 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Critère de rupture : |𝑁| ≤ L 

 

L – chargement limite 
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EXERCICES

Calcul à la rupture et analyse limite

Chap. 3 : Approche cinématique par l’extérieur

Ex. 5 (EFS du 10/01/2023) Déterminer les bornes inférieure 𝑄𝑚𝑖𝑛  et supérieure 𝑄𝑚𝑎𝑥  du chargement 

potentiellement supportable de la barre indéformable ci-dessous, où 𝑄 désigne la charge appliquée. 

Commenter ensuite les résultats trouvés, puis déduire la charge ultime 𝑄𝑢𝑙𝑡  correspondante. 

 

 
 
 
 
 
 

      
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Critère de rupture : |𝑁𝐴| ≤ 𝐿   et   |𝑁𝐶| ≤ 3𝐿  

 

L – chargement limite 
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