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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr »

» Tenseur des contraintes planes
o= O'ije_i®€_j | = 1,2 & j= 1,2

Opy T
= 7= on)=(on o) /@D
» Formules de transformation 9 Oyy
Oyu = axx;ayy + axx;ayy cos(2¢) + T,y sin(2¢)
Opy = axx;ayy = axx;ayy coS(2¢) — Ty SiN(2¢p) =

Oxx—0O .
Tyy = Tyysm(Z(p) — Tyy COS(20)

Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr »

» Cercle de Mohr des contraintes

» Directions principales

_ _ _1 -1(_2%xy
Tuy — 0 — P = (pp = Etan (m)
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr »

» Cercle de Mohr des contraintes

A

O min

amax

» Contraintes principales

2
_ OxxtOyy Oxx—Oyy 2
Omax/min = 2 T 2 + (Tx}’)
o +amax_‘7min

» Contrainte de cisaillement maximale: t,,,, = 5

Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr »

» Cercle de Mohr des contraintes

o xx/\. 2 Py

T
Tor &I{\ \ 2¢

0.
B Tuv \ \. n
_Txy o-yy \.\y

O min

Gmax

A

» Contraintes principales

2
_ Oxxt0yy Oxx—Oyy 72
Omax/min = 2 * 2 + (Txy)

» Contrainte de cisaillement maximale: t,,,, = +

Omax—Omin

2
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

Ex.1 Soit le champ de déplacement u défini en un point d’'un solide élastique isotrope
caractérisé par les coefficients de Lamé A et u :

u; = kx,
Uu uZ = kx3 /(fl,fz,fg),
Uz = kx;

ou k > 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.

A. Construire le tenseur des déformations & = [eij], puis calculer les déformations principales

& = €, = &5 correspondantes et leurs directions 14, 1, et 3. Tracer ensuite le tricercle de
Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale y,,,, correspondante.

B. Déterminer le tenseur des contraintes ¢ = [al- j] résultant de la sollicitation appliquée, puis

calculer les contraintes principales g; = 0, = 03 correspondantes et leurs directions 74, 1,
et 3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de
cisaillement maximale t,,,, correspondante.

Commenter les résultats trouvés apres chaque calcul.

Rép. 1
Al. Tenseur des déformations

Il est défini comme suit:
€11 €12 €13
&= (Eij) = [€21 €22 €23
€31 €32 €E33

tel que :
e=jlorad@+ ‘grad@] e ey =3(3+52) = J(uy+w)
D’ou
=Gt a) = e =0
=Gt e =5 =0
=Gt e =5 =0
* &= %(3x2 ZZ) = ‘(k +0) =2 (=én)
TR s ZZ:)=-<0+k>—§ (= &)

= (%% %) 1 k=
° ‘923—2(6%34‘%2 2(k+0)—2 (= €32)

, 0 1 1
1 1 0
Remarque: Tr(g)=¢&;=¢61+¢&;+e3=0 =  Tenseurdéviatorique
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

A2. Déformations principales

Elles sont déterminées comme suit :

(?.' - 8?) =0 & (Sij - SSij)ni =0
avec § =[8;] | Sy=1sii=jet §;=0 sii#j (Tenseurde Kronecker).
D’oul la solution non triviale suivante : det(g; — €6;) =0

kK k
_g — a—
. 0 1 1 1 0 O . 2 ’2(
= 7|1 0 1|—¢|0 1 O||=[; —¢ $|=0
1 1 0 0 0 1 k ko
2 2 €
k ko k k
& 7| k|2 2 2 ¢l 0
= |k ~ 2|k Tl |7
2 2 2 2

= (e+9)[e(e-5)+2(5) ] =0
= (e+)[e(e-D)-2()] =0
- e+ -te-] =0
= (e+§)(e—k)(e+5)=0

& = +k

1

= 52:‘5" (&1 = &, = &3)

£3=—%k
Remarque :

& # & =¢&3; = Etatcylindrique des déformations : Contraction cylindrique

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique 5



Rhéologie des sols

Chap. 2 — Lois de comportement élastique

A3. Directions principales des déformations

Elles sont déterminées comme suit :

(?—s,j)-ﬁpzﬁ

° £1=+k =

k[01 11 1 0 0
—[1 0 1]—k[0 10

211 1 0 00 1

ﬁl = llfl + mlfz + nlfg == {ll H

-t

01 1 1 0 0]
= |11 0 1|—-2|0 1 0

o (85— 58y)(n,), =0

my ; Ny}

I F Rt

1 10 0 0 1.
—211 + mq + ng = O (a)
= L—-2my+n, =0 (b) & F+mi+ni=1 (d
ll + mq — an = O (C)
(b) — (c) = -3my+3n;, =0 = m;=n
(b) - (a) = 3[1 - 3m1 = 0 = ll =my
(d) = 32=1 = L, =vV3/3 (& =+k>0)
= ny = ?(ﬂ + X, + X3) < ny = (? ; g ; ?) (1°7€ trisectrice)

Remarque: L’état des déformations étant cylindrique, toute direction du plan
d’équation x; + x, + x3 = 0 est donc une direction principale associée a la valeur double
k
Ey = &3 = _E .
— A /
X3 7 1™ trisectrice : x; = X, = X3
— (V3 V3 V3
nAm(T T T
7/
7\ Plan principal de normale extérieure 14
Il
)
| / >
// - g
X2
X1
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

A4, Tricercle de Mohr des déformations

AS.

B1.

N
»
>

+3k /4

B . A
€, = &3 = —k/2 O C(k/40) [e1=+k ¢

v

—3k/4

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit
donc a un seul cercle défini par les points A(k, 0) et B(—k/2,0) ; donc un cercle de centre
C(k/4,0) etderayon R = 3k /4.

Distorsion maximale

Y __le1—e3| _ |k+k/2| | 3k _ 3k
(), =50 ="00=t 5 =t
max

Tenseur des contraintes
Sachant que :

G=ATr()é6+2uz o 0ij = Ag by + 2pgy;
telleque: ey = €11+, +633=04+0+0=0
D’ou:
o 0y =AX (g1 + &y +E33) X811 +2UXE =AX0X1+2ux0=0
o 0y =AX (g1 + &g FE33) X gy +2UXEyy =AX0X14+2uXx0=0
o 033 =AX (g1 + €& +E33) X33 +2UuXE33=AX0X1+2ux0=0

o 0-12=AX(€11+€22+€33)X612+2,ux€12=AX0X0+2#X(§)=M’( (=O-21)

o 0'13=/1X(£11+€22+€33)><513+2,u><£13=/1X0X0+2,u><(§) (20_31)

uk
uk (= 032)

L 023=AX(811+822+€33)X523+ZHX823=AXOX0+2HX(§)

0 1 1
1 0 1 = 0=2uf S 0 =2ug;
110

Remarque: Tr(o)=o0; =0, +0,, +033=0 = Tenseurdéviatorique
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

B2. Contraintes principales

Elles sont déterminées comme suit :
(3—a§)ﬁ=6 [— (O'i]-—O'S,-j)nizo
avec 6 = [6ij] | 6;j=1sii=jet ;=0 sii+#j (Tenseurde Kronecker).

D’ou la solution non triviale suivante : det(a,-j — 0'6,-]-) =0

[0 1 1 1 0 0] -0 uk uk
= |uk|1l 0 1|—0a|0 1 Ofl=|uk -0 uk|=0
1 1 0 0 0 1l uk uk —o
| ekl uk uk uk —o| _
= —0 uk  —o uk uk —o + uk uk  uk =0
= —olo? — (uk)?] — uk[—uko — (uk)?] + pk[(uk)* + pko] = 0
= —olo® — (uk)?] + 2uk[uko + (uk)?*] = 0
= —olo? — (uk)?] + 2(uk)*(c + uk) =0
= o(oc—uk)(o+ uk) — 2(uk)*(c +uk) =0
= (0 +uk)[o(o — uk) —2(uk)*] =0
= (0 + uk)[o? — uko — 2(uk)?]1 =0
= (0+ uk)(oc —2uk)(oc + uk) =0
o, = +2uk
= {0, = —uk (01 2 03 = 03)
o3 = —uk
Remarque :

01 # 0, = 03 = Etatcylindrique des contraintes : Compression cylindrique

Nota: Les contraintes principales peuvent étre calculées directement a partir des
déformations principales :

JJoo11 & =+k JJrz 00
5:[31.].]:51 0 1 & &E=—k/2 > EZE 0 -1 0
1 1 0 g3 =—k/2 0 0 -1

D’ou:
L 01=AX(811+822+€33)X611+2‘UX811=AXOX1+2HX(+2)X(§)=+2ﬂk

o 02=AX(€11+€22+€33)X522+2ll><522:AX0X1+2“X(_1)X(§):_#k

° 03=AX(£11+€22+833)X533+2MX833=AXOX1+2,LLX(—1)X(§) _‘uk
Ou bien directement :

® o, =2ue =2ux(+k)=+2uk
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

® o0,=2us, =2uXx (—g) = —uk
® g3 =2UE3 =2UX (—%) = —uk

B3. Directions principales des contraintes

Elles sont déterminées comme suit :

(G- 015) ‘n, =0 < (04 - aptf,-,-)(np)i =0

e 0y =+2uk = o=l +mx, +nx; ={LG 5 my ; ng}
0 1 1 1 0 otk 0
uk101—2/,tk010m1—0
1 1 0 0 0 1l|ln
(0 1 1 1 0 0 2 1 17(4 0
= (|1 o 1 010 = [1 -2 1|{mt=10
1 1 0 0 0 1 1 1 =20ln 0

—211+m1+n1 = O (a)
l1+ m1—2n1 =O (C)

(b) — (c) = -3my+3n;, =0 = m;=n

(b) - (a) = 3[1 - 3m1 = 0 = ll =my

(d) = 32=1 = L, =V3/3 (g =+k>0)
= 7’_11 = \é_g(fl + fz + f3) —4 ﬁl = (\/3—§ ; \/3—5 ; g) (1&‘)"6 tT‘iSECtT‘ice)
Remarque : L’état des contraintes étant cylindrique, toute direction du plan d’équation
X1 + x5 + x3 = 0 est donc une direction principale associée a la valeur double g, = 03 =
—uk .
A
= ST :
X3 L7 1% trisectrice : x; = x5 = X3
— (V3 V3 V3
nAm(T T T
7/

/7 . . ;. _
V Plan principal de normale extérieure 14

v

\\ ___\ Y
<
N\

X1

Nota: Les contraintes principales et les déformations principales ont les mémes
directions.
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

B4. Tricercle de Mohr des contraintes

+3uk/2

B A
o, = 03 = —uk o C(uk/2,0) | oo = +2uk o

v

—3uk/2

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc
a un seul cercle défini par les points A(+2uk, 0) et B(—uk,0) ; donc un cercle de centre
C(uk/2,0) etderayon R = 3uk/2.

B5. Contrainte de cisaillement maximale

__lo1—o3| _ [2uk+uk| _ | 3
Tmax = 2 - 2 - —E.uk
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

Ex.2 Soit le tenseur des contraintes appliqué en un point d’'un solide élastique isotrope
caractérisé par le module de Young E et le coefficient de Poisson v :

k—1 0 0
G=loj]=| 0 k 3 (N/mm?),
0 V3 k+2

ou k > 0 désigne le parametre de chargement.

A. Déterminer les contraintes principales o; = 0, = g3 correspondantes et leurs directions
14, M, et n3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte
de cisaillement maximale t,,,, correspondante.

B. Construire le tenseur des déformations & = [eij] résultant de la sollicitation appliquée, puis
calculer les déformations principales &; > &, = &3 correspondantes et leurs directions
N4, N, et 3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion
maximale y,, 4, correspondante.

Commenter les résultats trouvés apres chaque calcul.

Rép. 2
A1l. Contraintes principales

Elles sont déterminées comme suit :
avec § =[8,] | Sj=1sii=j et §;=0 si i #j (Tenseur de Kronecker)

D’ou la solution non triviale suivante : det(o;; — 68;;) =0

k—1—0 0 0
= 0 k—o V3 =0
0 V3 k+2-0

> (k-1-0)[(k-o)k+2-0) - (V3)'] =0
= (k—-1-0)[c?-2(k+1)o+k?+2k—-3]=0
= (6—k+1)(c—k+1)(c—k—-3)=0

g1 = k + 3

= {02 =k—-1 (N/mm? (00 = 0, = 03)
03 = k -1

Autre approche :

Sachantque: o0y, =073 =0 = Lacontrainte 0;; = k — 1 est donc principale

= O_Izk_l

= O = 2277 4 \/(022_033)2 + (023)% = 2y \/(k_k_z)z + (\/5)2 =k+1+2

2 2 2 2

= O—Il=k+3 & O-I"=k—1
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

0-1:k+3
= {o,=k—1 (N/mm?) Ok.
O-3=k_1

Type de sollicitation :

01 # 0, = 03 = Etatcylindrique des contraintes (Compression triaxiale)

A2, Directions principales des contraintes

Elles sont déterminées comme suit :

(G- alj) 7, =0 < (04 — ap‘sii)(np)i =0

[ 0'1:k+3 = ﬁ1=l1f1+mlfz+n1f3={l1; ml; nl}
k—1 0 0 1 0 0 l 0
0 k V3 |-k+3)|o 1 0 {m1}={0}
V3 k+2 0 0 1jin,J 10

k—1—k—3 0 0 L 0
= 0 k—k—3 V3 {ml}z{o}
i 0 V3 k+2—-k-3 0
—4 0

Iy 0
= 0 -3 \/§ my =40
[0 V3 —-1llmy 0
—4‘l1+0m1+0n1=0 (a)
= {0, —-3m; +V3n, =0 (b) & B+m?+n2=1 (d)
0, +V3m;—n, =0 (o)
(a) = l,=0
(b)ou(c) = m; =n,/V3 = n, =3my
(d) = dm?=1 = m; =1/2 = n, =+3/2
_ _ 1_ V3 _ _
= TL1=OX1+E.X2+?X3 = n1=(0’ % ; ?)
® O-sz_lﬁ ﬁ2=l2f1+m2f2+n2f3={l2 , My nZ}
k—1 O 0 1 0 0 0
0 k3 —(k—1)0 1 o] »={0}
0 V3 k+2 0 0 1 0
[k—1—-k+1 0 0 L, 0
= 0 k—Fk+1 V3 <m2}:{0}
0 V3 k+2—k+1[\n; 0

2 g
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Chap. 2 — Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols
0l2 + Omz + Onz == O (a)

Olz + \/§m2 + 3n2 = 0 (C)

(@ :
(W) ou(c) = m,=—/3n,

Solution indéterminée

(b)et(c) = 1, =0 (laplusgrande valeur possible : 1, = cos (2))

L+ms+ni=1 (d)

= nz = _mz/\/§

T

Autrement: m, #0 et n, #0 = [,=0
d = 4ni=1 = n,=1/2 = m,=-—+3/2
= ﬁ2=0f1—§f2+§f3 = ﬁzz(o; _§ ; %)
o 03=k_1 = ﬁ3=l3f1+m3fz +Tl3f3={l3 , Mgz 7l3}
n;=n;An, | 7_11:(0 ; % ; ?) & ﬁzz(o y _g y %)
[t 7 k1
1 3
= ﬁ3=7_l1A7_l2= 0 E ?
0 ¥ 1
2 2
(1,1, V3 _V3\_ 1 V3) - V3 1\ 1
= (x5 + 3 x )= (0x5-0x )7+ (-0x T -0x )k
= 11— 0] + Ok
= n;=(1,; 0; 0)
Autre approche :
0-3:k_1 = ﬁ3:l3fl+m3f2 +n3f3:{l3 ) m3 B n3}
Sachant que :
o3 =01 (3//%) = nz=01; 0; 0)
T J k
2 —a A, =11 0 0
= =N, ATly =
Ny =Nz ANy L V3
O P
2 2
_ V3 1\ - V3 — 1 =
=(0xZ—0x3)i-(1x2-0x0)7+(1x53-0x0)k
—0r-Cr+ 1k
2 2
_ V31
= nz—(o ; —7 ; E Ok.
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

A3. Tricercle de Mohr des contraintes

3 kPa

—1kPa T (kPa)
a3 =—1kPa

7 (kPa)

o (kPa)

7 (kPa) \

Tyin = —4 kPa

k=0 3 0<k<1

1 kPa

o
0kPa * (kPa) o, =1kPa
+=0kPa o,

aaa

T (kPa)

o (kPa) o (kPa)

Tmin = —4 kPa Tmin = —4 kPa

k=1 k>1

o mps o

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc
a un seul cercle défini par les points A(k + 3,0) et B(k — 1,0) ; donc un cercle de centre
C(k+1,0)etderayonR =k + 1.

A4. Contrainte de cisaillement maximale

lo1—a3| _ [2uk+puk| 3
T = = = +4+-= k
max 2 5 T3 u
B1. Tenseur des déformations
Sachant que :
= v == ., 1+v= _ v 1+v
8——ETT(0')8+TO' (=4 Sij——EO'kk(sij'i‘TO'ij

telleque: oy, =011 + 0y, +033=k—1+k+k+2=3k+1

D’ou:
o 811:_%X(0_11+O-22+O'33)X611+1Z_VXO'11:_%X(3k+1)x1+1;—v><(k_1)

_1-2v _1+2v
E E
v 1+v v 1+v
® Egxp = _EX(O-11+O_22+O'33)X622 +TXO-22 = _EX(3k+1) x1+TX(k)
— 1—2vk_z
E E
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Rhéologie des sols

Chap. 2 — Lois de comportement élastique

o &33 = —KX(O'11+O'22+O'33)><533+1Eﬂ><0'33 = __X(3k+1) X 1+ﬂ><(k+2)
2+v
E
* &= _%X(011+022+033)X512 +?XU12 = —‘X(3k+1) XO"‘H_VX (0)
=0 (= &21)
L 313 = _EX (0'11 +O'22 +O'33) X613 +?X0—13 = __X (3k+1) X0+1+_VX (0)
=0 (= &31)
o &3 = —Zx(011+022+033)><623+1%><023 = ——><(3k+1) x0+ﬂx(\/§)
== (\/_) (= &32)
|'1—2V k _ 1+2v O '|
E E
= (E:':[Sl]]zi 0 1—E2Vk_5 1+V\/— |
14+v 1- Zv 2+v
L 0 = V3 k+ =]
= 1-2 1+2v  1-2 1-2 2+
Remarque: Tr(€) =¢g; =¢&;1+ &y + &35 = Evk - EV+ Evk —%+Tvk +Tv
1-2 1-2
= ( V) (3k + 1) = (_V) Oji
1-2 1-2 E
= & = (Tv) Oji = & = ( V) x (3p) | p=Ke, = K= 30-2v) Ok.
B2. Déformations principales
Elles sont déterminées comme suit :
(E - EE) ‘n= 6 = (Eij - 86,-]-)11,- =0
avec § =[8,] | 8;=1sii=jet §;=0sii#j (Tenseurde Kronecker).
D’ou la solution non triviale suivante : ~ det(&;; — €6;;) = 0
1-2v k — 1+2v 0 0
= ) oE -2 X3 —1(130—0
E E E € g 0 (1) -
0 .3 172V 4 24
E E E
1-2v k 1+2v < 0 0
E E
> 0 —k-l-¢ 1;—” 3 [=0
1+v 1-2v
0 — 3 2V 4 2
1-2v v 1+v
k—-=— —/3
1-2v 1+2v E E
= — k — —-0+0=0
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Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

S (- E2 ) (5 zvk_g_g)(l zvk+2+_v_g)_(1+_wg)z] ~o

E E E E E
1-2v 1+2v 1—21/ 1+2v 3+2v
= k — —& —&)=0
E E E E
1-2v 3+2v
(81 = k
E E
1-2v 1+2v
=4 &y = 5 k — 5 (31232283)
1-2v 1+2v
3~ k —
E E
Remarque :

& # & =& = Etatcylindrique des déformations : Contraction cylindrique

Autre approche :
0-1:k+3
Sachant que : {0'2=k—1 (N /mm?)
0-3:k_1
k+3 0 0
= G=loyl=| 0 k-1 0 | (N/mm?
0 0 k—1
&1 = &1
tellesque:O-kk=0-11+0-22+0-33=k+3+k_1+k_1=3k+1 & 82:‘922
€3 = €33
D’ou:
. 811=—%x(011+022+033)x611+h;—vX011=——><(3k+1)><1+1+—v><(k+3)
1-2v 3+2v
=z k + B (= &)
L] 822:__X(0-11+O-22+O'33)X622+12X0-22:__X(3k+1)><1+1i><(k_1)
1 ka_l-:;v (= 82)
o 533=—gx(an+022+033)X533+1Eﬂ><033=—‘X(3k+1)><1+1ix(k—1)
1-2 1+2
=5 k=% E=)
Remarque: Tr(g)=¢g; =&+ &y, + €33
— 1—2vk+3+2v+ 1—2vk_1+2v+1—2vk_1+2v
E E E E E E
1-2v 1-2v 1-2v
= () *= () Gk D = () ou
1-2 1-2 E
= gii:(Tv) o, = Sv—( V)X(Sp) | p=Keg, > K:3(1—2V) Ok.

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique 16



Rhéologie des sols Chap. 2 — Lois de comportement élastique

B3. Directions principales des déformations

Elles sont déterminées comme suit :

(- 815) ‘7, =0 Aad (&= gp‘sii)(np),- =0

3+2v

L £1=Tk+T = T_llzllfl‘l‘mlfz +n1f3={ll ; m1 B nl}
1—2vk_1+2v 0 0
F 0 ¢ 1—2vk_z 1+v 3 (1 2vk 3+2v) 1 2 0 ll _ 0
ot e e | K] [
14v 1-2v 2+v
I V3 T k+]
_1+21/_3+2v 0 'l
E E
= 0 _Z_3+2V 1+v —
E E
0 liz 3 2+v 3+2v
E
-4 0 071(L 0 01(hL 0
= (1;—”)[0 -3 ﬁ{mllzu = [0 -3 ﬁ]{ }z{}
-1l 0 0 V3 -1lln 0
—4ll+0m1+0n1 =0 (a)
= { 0l;,—-3m;++v3n, =0 (b) & B+m?+ni=1 (d)
Oll + \/_ml - Tl1 = 0 (C)
l1:0
(b) ou (¢) = m1=?n1 = n, =+3m,
(d) = dm?2=1 = m; =1/2 = n, =+3/2
° 2 —1_E2vk—1+EZV = 'Flz =l2f1+m222 +n2f3 ={l2 y My nZ}
1—2vk_1+2v 0 0
E 0 g 1—2vk_z 1+v 3 _(1—2vk 1+2v) 1 2 : lz _ 0
E E E E E g 0 (1) B 8
1+v 1-2v 2+v
0 E 3 E k+T
__1+2v 1+2v 0 0
E E , ) l, 0
N 0 _K+1+V ﬂ 3 {mz}z{()}
E E E n 0
0 V3o 4 2R

0 0 01(L) (0 0 0 07(L) (0
of 3 3 - L 38
0 V3 31im 0 0 v3 3l1im 0
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0l2 + Omz + Onz == O (a)
Olz + \/§m2 + 3n2 = 0 (C)
(a): Solution indéterminée
(Mou(c): = my=-—/3n, = n,=-m,/V3
(b) et (¢) : = [, =0 (laplus grande valeur possible : l, = cos G))

Autrement: m, # 0 et n, #0 = [, =0

(d = 4ni=1 = n,=1/2 = m,=-+3/2

= ﬁ2=0£1—§f2+§f3 = ﬁ2=(o; —g ; %)

L4 83:1_EZV _1+EZV = ﬁ3:l3f1+m3f2 +n3f3:{l3 ) m3 ; n3}
— - V3 - V3
nz=n;An; | n1=(0, %; 73) & le=(0 ; —73; %)

T j  k
1 V3
= mp=mAn,=0 3 7
o G 1
2 2
:(1x3+£x£)f—(Oxl—OXE)j+(—Oxﬁ—0xl)lE
272" 27 2 2 2 2 2
1

Autre approche :
83=%k_% = ﬁ3=l3)zl+m3f2 +n3f3={l3 , Mg Tl3}

Sachantque: & =¢&,; (([n3//%;) = ng=(1; 0; 0)

T k
> i, =nzsAny =1 0 VO_ =0i—“2—§j+§k

o I ¥

2 2

s m=@: 2. Y o
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B4. Tricercle de Mohr des déformations

o 1 & = 3.6 (X1/E) o 1 3.8 (X1/E)
3 (X1/E) " I - e2=—1.6 (X1/E) 5 (X1/E) - - : £ 1.4 (x1/E)
o A 2 £5=—1.6 (x1/E) iy AL AT T2 g5 = —1.4 (x1/E)
e (x1/E) \ « (x1/E)
k=0 —— 0<k<1
( (2)  =-26(x1/E)
E=21x10°MPa o B =21 x 10° M P, * s
7= 2.1 % 10° M Pa 7 =21 x 10° M Pa
v=03 @ v=03 @
pre—reT— v r e :
e, =4 (x1/E) ~ 1 o1 =44 (x1/E)
e2=—1.2 (x1/E) 3 (>1/E) €2 = —0.8 (x1/E)
£3=—1.2 (x1/E) 3= —0.8 (x1/E)
[s )
e (xX1/E) £ e (x1/E)
k=1 o | k>1
(g==2p-L1/) (3) , =-26(x1/B)
« e
E=21x10° MPa E=2.1x% 10° MPa
v=03 O e v=03 O

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit
1-2v k + 3+2v' 0) et B(1—2vk _ 1+2v 0) : donc

donc a un seul cercle défini par les points A( - - - R
un cercle de centre C(I_EZV k + %, 0) etderayon R = I—EZV k + %

B5. Distorsion maximale

|e1—&3] 1|1-2v 3+2v 1-2v 14+2v 2(1+v) 2(1+v)
(Z) = lamesl 1 oy _1m2vy - S
2) max 2 2l E E E E E E
4(1+v)
= VYmax = T £

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique
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Ex.3 Soit le champ de déplacement u défini en un point d'un solide élastique isotrope
caractérisé par le module de compressibilité volumique K et le module de cisaillement G :

u; = k(x, + x3)
U quy = k(xs + xq) / (X1, %3, X3),
u; = k(x; + x3)

ou k > 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.

A.

Construire le tenseur des déformations & = [ei j], puis calculer les déformations principales
& = &, = &5 correspondantes et leurs directions 1, 7, et 3. Tracer ensuite le tricercle de
Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale y,,,, correspondante.

Déterminer le tenseur des contraintes ¢ = [al-j] résultant de la sollicitation appliquée, puis
calculer les contraintes principales g; = 0, > 03 correspondantes et leurs directions 74, 1,
et n;. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de
cisaillement maximale t,,,, correspondante.

Commenter les résultats trouvés apres chaque calcul.

Rép. 3

Al. Tenseur des déformations

Il est défini comme suit:

€11 €12 €13
&= (gij) = |21 €22 &3 / (%1, %5, X3)
€31 €32 €33
tel que :
R ¥ ey P ——— 1 (ou;  0uj 1
£=_[grad@) + ‘grad(@)] ©  gi=; (a_x,l + 0_xi> =2 (wij + ;)
D’ou
YT, T
¢ 811 - 2 (6x1 + axl - 6x1 - 0
(2 g ) 2t
¢ 822 - 2 (axz + a.X'Z - a.X'Z - 0
YT T
¢ 833 - 2 (6x3 6x3 - 6x3 - 0
(2 g o) 2 e (=
o ‘912—2(6%2 s —2(k+k)—k (= &21)
(2 g ) 2 P
d ‘913—2(6%34‘6361 =sk+k) =k (=é&31)
l 6u2 6u3) _ l _ _
o &= (R4 =kt =k (=&
0 k k
= e‘=[su]— k 0 k
k k O
Remarque: Tr(g)=¢g;=¢&1+&,+e3=0 =  Tenseurdéviatorique

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique 20
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A2. Déformations principales

Elles sont déterminées comme suit :

avec 6 = [6ij] |

(? — S?) ‘n= 6 (= (Si]' — SSij)ni =0

6;j=1sii=jet b;=0sii+#j (TenseurdeKronecker).

D’ou la solution non triviale suivante : det(ei]- - eé‘l-j) =0

0 k k 1 0 O - k k
= [kOk]—8[010=k —& k|=0
k k O 0 0 1 k k —¢
- k k k k —¢g| _
i P el W L W Bl
> —e(e?—k?®) —k(=ke—k*) +k(k? +ke) =0
= g(e—k)(e+k)—2k?*(E+k)=0
> (e+k)(e?—ke—-2k*)=0
= (e+k)(e—-2k)(e+k)=0
81:+2k
= {&e, =—k (e, =26, = ¢3)
83:_k
Type de sollicitation :

& # & =& = Etatcylindrique des déformations (Contraction triaxiale)

A3. Directions principales des déformations

Elles sont déterminées comme suit :

(- £p§) ‘M, =0 Aad (24— ep‘sij)(np),- =0

L4 & = +2k = ﬁl = llfl + mlfz + n1.723 = {ll ;

01 1 1 0 off(ly (0
k[t o 1|-2k|o 1 of[{mif=10
110 o o uln) Vo

01 1 1 0 0]|(kL 0
= |11 0 1(—2(0 1 O||ymi=10 =
1 10 0 0 1l|\ny 0

_2l1+m1+n1=0
= l1_2m1+n1:O
l1+ m1_2n1=0

(b) — () =
(b) — (@) =
() =

(a)
(b) & B+m?2+n?2=1 (d)
()

_3m1 + 3711 = O = m1 = Tll
3l1_3m1=0 = ll=m1

32=1 = L, =V3/3 (& =+k>0)

Prof. Mohamed KHEMISSA
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(1%7€ trisectrice)

3

_ 3, -, = _
= n1=§(x1+X2+X3) =4 n1=(\/§ , \E , \/§)
Remarque: L’état des déformations étant cylindrique, toute direction du plan
d’équation x; + x, + x3 = 0 est donc une direction principale associée a la valeur double
32 = 33 = _k .

/7 . ) .
X3 L7 1°¢ trisectrice : x; = x5 = X3

WS 2

/7 . . y . —
’ Plan principal de normale extérieure 1,

%/

] >
Xy
X1
B6. Tricercle de Mohr des déformations

Y A
2

+3k/2

B A

£, = &3 =—k Ol c(ks20) | e1=+2k ¢
—3k/2

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit
donc a un seul cercle défini par les points A(2k,0) et B(—k,0) ; donc un cercle de centre
C(k/2,0) etderayon R = 3k /2.

A6. Distorsion maximale

Y __lex—e3|l _ 12k+k| | 3k _
(B =52 =5"=1T > ua=23k
max
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A7. Illustration graphique via GeoGebra

k=0.5

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

A

.3
5 (%)

k=05

/" =N
GeaGebra b4

e1=1(%)
Eg = 0 (%)
es=—1 (%)
1 (%)
e (%)

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

GeoGebra

! i e1=2 (%)

=1 5 (%) e2 =0 (%)
es = —2 (%)
e (%)
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Prof. Mohamed K hemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie
[} e1=3 (%)
~
5 (%) =
k=15 2 e2=0(%)
¥ | ez = —3 (%)
(5) max =3 (%)
e (%)
x = —
(E)Juin TP (%)
k=15
GecGeb'o\ ili

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

e1=4 (%)
2= 0 (%)
s = —4 (%)

£ £y

e (%)
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B1. Tenseur des contraintes

Sachant que :
o= KTT(E)? + 2Ge 4 O = kakaij + ZGei]‘

g—

e

W=

o= 1
Tr(£)6 Ad eij = £ — 3 €y
telleque:&‘kk=€11+£22+€33=0+0+O=O
D’ou:
1 1
° 911:‘911—5(511+322+333)X511:0—5(0)X1=0
1 1
o 922:522—5(311+322+333)X522:0—5(0)X1=0
1 1
. 333=533—§(511+522+333)X633=0—§(0)X1=0
1 1
° elz=£12—5(£11+£22+£33)><612=k—§(0)><0=k (= ez1)
1 1
o 313=€13—§(€11+322+533)X513=k—§(0)><0=k (= e31)
1 1
o 923=€23—§(511+522+333)X523=k—§(0)><0=k (= e32)
0 k k
k k O
D’ou:
(] 0-11=KX(811+€22+€33)X611+26X811=KX(0)X1+ZGX0=O
(] 0-22=KX(€11+€22+€33)X622+26X€22=KX(O)X1+ZGX0=O
L] 0-33:KX(811+522+€33)X633+26X933:KX(O)Xl‘l‘ZGXO:O
(] 0-12=KX(811+€22+€33)X612+26X€12=KX(0)XO+ZGXk=ZGk (=0-21)

o 0-13=KX(811+€22+€33)X613+26X€13=KX(0)XO+ZGXk=ZGk (=0-31)
o 0-23:KX(811+522+€33)X623+26X923:KX(O)XO‘l‘ZGXk:ZGk (:032)

0 k k
k k 0O
Remarque: Tr(o)=o0; =0, +0,, +033 =0 = Tenseurdéviatorique

B2. Contraintes principales
Elles sont déterminées comme suit :
(G- 03) =0 & (0;-068jn;=0
avec 6 = [5ij] | 6;j=1sii=j et §;=0 sii=+j (Tenseurde Kronecker).

D’ou la solution non triviale suivante : det(oii - adi]-) =0
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0 k k 1 0 0 —o 2Gk 2Gk
= 26|k 0 k|—0c|0 1 O0||=|2Gk —0o 2Gk|=0
k kK O 0 0 1 2Gk 2Gk —o
—o 2Gk 2Gk 2Gk 26k —o| _
= =0l Talm2eklpg T weeklyie sl =0
= —a[a? — (2Gk)?] — 2Gk[-2Gko — (2Gk)?] + 2Gk[(2Gk)? + 2Gka] = 0
= o(oc —2Gk)(o + 2Gk) — 2(2Gk)?*(0o + 2Gk) = 0
= (0 + 2Gk)[0? — 2Gko — 2(2Gk)?] = 0
= (04 2Gk)(c —4Gk)(c + 2Gk) =0
=> {0, = —2Gk (0y =20, = 03)
0-3 = _ZGk
Type de sollicitation :

01 # 0, = 03 = Etatcylindrique des contraintes (Compression triaxiale)

Nota: Les contraintes principales peuvent étre calculées directement a partir des
déformations principales :

0 k k & = +2k +2k 0 0
E=lej]=k 0 k| & {e=-k = &=[0 -k 0
k k 0 g3 = —k 0 0 —k
Sachant que :
o = KTr(¥)d + 2Gé & 0ij = K&y 8y + 2Gey;
= = 1 =Ta 1
e =&— ETT(S)(? S €y = & — ;ekkaij

D’ou :

. 311=511_§(511+522+533)511=0—§(0)X1=0

. 322=522_§(511+522+533)522=0—§(0)X1=0

. 933:533—§(311+522+533)533:0—§(0)X1:0

* Cl1p =& _é(fn + &2z +€33)01, = k —%(O) x0=k (= e21)
* e13=¢&53 —é(en + &2 +€33)013 =k —é(O) X0=k (= e31)

1 1
* €33 = &3 — 5(511 + &35 +€33)0,3 = k — 5(0) x0=k (= es2)

0 k k +2k O 0
k k O 0 0 -k

D’ou:

o 0'1:Kx(811+€22+€33)X611+26X911:KX(O)X1+ZGX(2k):+4Gk

o 02=KX(£11+822+€33)X522+ZGXezz=KX(O)X1+ZGX(—k)X(O)=_26k
o 03=KX(£11+822+€33)X533+ZGXe33=KX(O)X1+ZGX(_k)=_ZGk
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Ou bien directement :

® g, =2Ge& =26 X (+2k) = +4Gk
® o,=2Ge, =2G X (k) =-2Gk
® 03 =2G& =2G X (—k)=-2Gk

B3. Directions principales des contraintes

Elles sont déterminées comme suit :

(o - crlj) M, =0 & (04 — "p‘sij)(np),- =0

® 0'1 = +4Gk = T_ll = llfl + mlfz + n1f3 = {ll ; m1 ; nl}
[ 01 1 1 0 0
= [2Gk|1 0 1|-4Gk|o
_ 1 1 0 0
(0 1 1 1 0 0 2 1 11(L 0
= [l1 o 1/-2]0 1 0 =1 -2 1|{mt=10
1 1 0 0 0 1 1 1 =2ln 0

—211+m1+n1 = O (a)
l1+ m1—2n1 =O (C)

(b) — (c) = -3my+3n;, =0 = m;=n
(b) - (a) = 3l1 - 3m1 =0 = ll =my
(d) = 32=1 = L, =V3/3 (g, =+k=0)
= 7’_11 = ﬁ(fl + fz + f3) —4 ﬁl = (ﬁ ; ﬁ ; E) (1&‘)"6 tT‘iSECtT‘ice)
3 3 3 3
Remarque : L’état des contraintes étant cylindrique, toute direction du plan d’équation
X1 + x5 + x3 = 0 est donc une direction principale associée a la valeur double g, = 03 =
—2Gk.
A
= T :
X3 L7 1" trisectrice : x; = x5 = X3

WA

/7 . . ;. _
V Plan principal de normale extérieure 14

\\ ___\ Y
<
N\

v

X1
Nota: Les contraintes principales et les déformations principales ont les mémes
directions.
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B4. [llustration graphique via GeoGebra

Prof. Mohamed K hemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

| g = 0.8 kPa
T (kPa)

oy =0kPa
k=0.5

o3 = —0.8kPa

E=210 MPa
v=0.3
G=80.77 MPa

Tmaw = 0.81 (kPa)

o (kPa)

Tmin = +0-81 (kPa)

Echelle : 1/200 k=05

GeeGebra| -

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

\ o] = 1.6 kPa
7 (kPa)

oy =0 kPa
k=1

o3 = —1.6 kPa

E=210 MPa
v=0.3
Tmas = 1.62 (kPR)
G=80.77 MPa
O3 el gy
c1 o (kPa)

Tmin = —1.62 (kPa)

Echelle : 1/200 kE1

|
GeaGedra -
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Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

o,=24kPa
7 (kPa)
o, =0kPa
k=1.5
o3 = —2.4 kPa
Tmaz = 2.42 (kPa) E=210 MPa
v=0.3
G=80.77 MPa
oy 3 g, AP .l
b c o (kPa)

Tmin = —2.42 (kPG,)

Echelle : 1/200 KE 1.5

.
GeeGebra| §

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

o, =3.2kPa
7 (kPa)
o, =0kPa
k=2
Trmax = 8.23 (kPg) o3 = —3.2kPa

E=210 MPa
v=0.3
G=80.77 MPa

o (kPa)

Tmin = +3.23 (kPa)

Echelle : 1/200 kr2

& ﬂ
GewGebral
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B5. Tricercle de Mohr des contraintes

+3Gk

B A
g, =63=—2Gk| O C(Gk0) |e&=+4Gk o

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc
a un seul cercle défini par les points A(4Gk,0) et B(—2Gk,0) ; donc un cercle de centre
C(Gk,0) etde rayon R = 3Gk.

B6. Contrainte de cisaillement maximale

Ty = o = — +3Gk
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Ex.4 Soit le tenseur des contraintes appliqué en un point d’'un solide élastique isotrope
caractérisé par le module de Young E et le coefficient de Poisson v :

-k 0 &k
o= [O'ij] = [ 0 2k 0 ] (N/mmz);
k 0 -k

ou k > 0 désigne le parametre de chargement.

A. Déterminer les contraintes principales o; = 0, = g3 correspondantes et leurs directions
14, M, et n3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte
de cisaillement maximale t,,,, correspondante.

B. Construire le tenseur des déformations & = [eij] résultant de la sollicitation appliquée, puis

calculer les déformations principales &; > &, = &3 correspondantes et leurs directions
14, M, et 3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion
maximale y,,4, correspondante.

Commenter les résultats trouvés apres chaque calcul.

Rép. 4
A1l. Contraintes principales
Elles sont déterminées comme suit :
(G-08)-n=0 & (0-06;n;=0
avec § =[8;,] | Sj=1sii=j et §;=0 si i #j (Tenseur de Kronecker)

D’ou la solution non triviale suivante : det(a,-j — 06,-]-) =0

—k—o0 0 k

= 0 2k — o 0 =0
k 0 —k—o0

= Rk—-0)[(-k—-0)*-k?]=0
= 2k-0)[(k+0)*-k?*]=0
= Rk—-o0)k+0—-k)(k+o+k)=0
= 0Rk—0)(c+2k)=0

0-1 == +2k
= {02 =0 (N /mm?) (01 = 0y = 03)

03 = -2k
Autre approche:
Sachantque: gy, =033 =0 = La contrainte o,, = 2k est donc principale

= 07 = 2k

- 2 —k— _ 2
= O = 22705 4 \/(0222033) + (023)% = k2 “+ ( k2+k) +k?=—-ktk

= 0-11 = 0 & 0'”1 = _2k
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01 = +2k
= {0, =0 (N/mm?)
03 = -2k

Type de sollicitation :

og+o;=0 & o0,=0 == Cisaillement pur
Commentaire :
Tr(o) =0;; =0y, + 0,3 + 033 =—k+2k—k=0 = Tenseurdéviatorique

A2, Directions principales des contraintes

Elles sont déterminées comme suit :

(T - alj) ‘M, =0 A (o — "p‘sii)(np)i =0

[ ] 0'1 = +2k = T_ll = llfl + mlfz + n1f3 = {ll ; ml ; nl}
-k 0 k 1 0 0]|(kL 0
0 2k 0|—-(k)O0 1 Offymig=10
k0 -k 0 0 1\n 0

-3k 0 k Iy 0 -3 0 1 Iy 0
k 0 —3kl\ng 0 1 0 -3\ 0

_3l1 + 0m1 + ny = 0 (a)
= {0, +0m;+0n;, =0 (b) & B+mi+ni=1 (d)
ll + 0m1 - 3n1 = O (C)

(b) = Solution indéterminée
(a) = n = 3l1
(C) = ll = 3n1

= ll=1’L1=O
(d) => mi=1 = my=1 (0, =2k=0)

° 0, = 0 = T_lz = lzf1 + mzfz + n2f3 = {lz y My nZ}
-k 0 k 1 0 01f(L2 0
0 2k 0[|—=0)f0 1 0|fymy= {0}
k 0 -k 0 0 11\{n, 0

-k 0 k Ly 0 —1 0 1 ly 0
k 0 —kl\ln, 0 1 0 —-1l\n, 0
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_l2 + Omz + le == O (a)

= {0, +2m, +0n, =0 (b) & LB+mi+ni=1 (d)
lz+0m2_n2=0 (C)
(@ou(c) = I, =n,
(b) = my,=0
(d) = 20=1 = 1L=1/A2 = n,=1//2
e o03=-2k = N3 = l3%; + ma¥, +nzx; ={lz ; mz ; ns}
-k 0 k] 1 0 0]{(ls 0
0 2k 0]|—(=2k)|0 1 Of|im3; =10
k 0 —k| 0 0 1l|\ng 0
k 0 kI(ls 0 1 0 1](Ls 0
= |0 4k 0|im3z; =10 = [0 4 0|ymz; =30
k 0 kllng 0 1 0 1itng 0
l3+0m3+n3:0 (a)
l3+0m3+n3=0 (C)
(@ou(c) = Il3=—-n4
(b) = m3=0
(d) = 2=1 = L=1/V2 = ny=-1/V2
= ﬁ3=\/2—5321+0f2—\/2—5f3 = ﬁgz(g S0 —g)
Autre approche :
Aa=mAm, | m=0; 1; 0 & m=(Z;o0; %
T ] k
o — -0 1 0
N
= N3 =N, AN, 7 3
- 0 -
2 2
_ 2 - V2 V2 - V2 7
=(1x3Z-0x0)i-(0xZ-2x0)7+(0x0-Zx1)k
2. - V27
—71—0]—7](
= n=(Z 1 0s -9
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A3. lllustration graphique via GeoGebra

Prof. Mohamed K hemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

\ g = 1 kPa
T (kPa)
oy =0kPa
k=0.5

o3 = —1kPa

Tmaz = 1 (kPa)
o (kPa)
Tmin = —1 (kPa)
Echelle : 1/1 KEO.S

GeeGebra -

Prof. Mohamed K hemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

Tmin = T2 (kPa)

Echelle : 1/1

GeaGebra

\ g = 2 kPa
T (kPa)
oy =0kPa
k=1
o3 = —2kPa
Tmaz = 2 (kPa)
LV 51
al o (kPa)
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Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

o, =3kPa
7 (kPa)
oy =0 kPa
k=1.5
o3= —3 kPa

Tmaz = 3 (kPa)

o (kPa)

Tmin = T3 (kPﬂ-)

Echelle : 1/1 KE 1.5

.
GeeGebra| §

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

o, =4 kPa
7 (kPa)
Tmaz = 4 (kPa) o2 = 0kPa

k=2

o3 = —4 kPa

93

Tmin = T4 (kPa)
Echelle : 1/1 kr2

» ﬂ
GewGebral
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A4, Tricercle de Mohr des contraintes

+2k

v

(9

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc
a un seul cercle défini par les points A(+2k,0) et B(—2k,0); donc un cercle de centre
C(0,0) etderayon R = 2k.

A5. Contrainte de cisaillement maximale

_ |o1—0a3| _ |2k+2k| _
Tmax = — =~ = +2k

B1. Tenseur des déformations
Sachant que:
= v =\ 1+v — v 1+v
E=—2Tr(@)6+—0 S &=L 0uby +—o0y

telleque: oy, =041 + 053 + 033 =—k+2k—k =0

D’ou:
1+ 1+ 1+v)k

o 811:_gx(0-11+0-22+O'33)X611+TVX0'11:_%X(O)Xl‘l‘TvX(_k):_ EV
1+ 1+ 2(1+v)k

o 522=_EX(UM"'UZZ+033)X522+TVX022=_%X(O)X1+Tvx(2k)=Tv
1+ 1+ a+v)k

o 833=—EX(O-ll+O-22+0-33)X633+TVX0-33=—%X(O)X1+TVX(—I()=_TV
1+ 1+

o 812:_gx(0-11+0-22+O'33)X612+Tv><0'12:_%X(O)XO‘FTVX(O):O:SZ]_
1+ 1+ A+v)k

o 813:_EX(0_11+O_22+O'33)X613+TVXO'13:_%X(O)XO‘}‘TVX(IC): EV = &31
1+ 1+

o 823:_gx(0_11+O_22+O'33)X623+TVX0-23:_%X(O)XO‘FTVX(O):O:S?,Z

_ (a+v)k 0 1+Vk
E E -k 0 k
= 2(1+v)k 1+v 1+v\ =
= £=[gg]=| 0 = 0 :(T)[O 2k 0]=(T)a
a+v)k 0 @)k k0 -k
E E

Remarque 1: Tr(?‘):s,-,-=511+522+e33=(1;v)(—k+2k—k)=0 Ok.

R 2: Sachantque: G =-—— F=1F © g =—

emarque 4 : dacnant que : = 2(1+v) E = ZGO- Eij =G O-i]'
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B2. Déformations principales

Elles sont déterminées comme suit :
(? - S?) =0 & (Si]' - £6i]-)n,- =0
avec 6 = [Sij] | 6;j=1sii=jet ;=0 sii+#j (Tenseurde Kronecker).

D’ou la solution non triviale suivante : det(a,-j — eé‘ij) =0

Loy -k O k 1 0 O
> det(e; —e5,)=|("=)| 0 2k 0|-¢lo 1 of[=0
k 0 -k 0 0 1
(1+v)k (1+v)k
——f ¢ 0 E
_ 0 2(1;1/)]( _ 0 -0
(1+v)k 0 _ (1+v)k _
E E
2(1+v)k (1+V)k 2 rare\?]
( E _8)[(_ E _8) _( E )]_0
2(1+v)k 2(1+v)k _
= s(—E —8)(—E +£)—O
£ =+ 2(1;v)k
= £2=0 (31282233)
_ 2(1+v)k
3=
Type de sollicitation :
& +e& =0 & &=0 = Cisaillement pur
Autre approche :
oy =2k 2k 00
Sachantque: {0, =0 (N/mm?) = &=[oj]=[0 0 o0 (N /mm?)
03 = =2k 0 0 -2k
&1 = &1
telles que: O-kk = 0-11 + 0-22 + 0-33 = Zk + 0 —_ 2k = 0 & 82 = 822
€3 = &33
D’ou:
e &1 = _EX(U11+022+033)X511+1;_VXU11 = _%X(O)X 1+1Eﬂx(2k) =@
I T
L] 822 = —%X(0'11+0'22+O'33)><522+1Ei><0'22 = _%X(O)Xl‘l‘l—EF_VX(O) = 0
= & =0 Ok.
(] 833 = _EX (0-11 +O-22 +O-33) X533+1E£X0-33 = —%X (0) X 1+?X (—Zk) = _@
R L
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B3. Directions principales des déformations

Elles sont déterminées comme suit :

(- Slj) ‘7, =0 Aad (&= gp‘sii)(np),- =0

L 8122(1;1/)k = ﬁ1=llf1+m1f2+n1f3={ll ) ml 5 nl}
-k 0 k 1 0 o1l(y 0
(1%)[0 2k 0]—(2(1;”)")[0 1 o] {ml}:{O}
k 0 -k 0 0 1l|\ng 0
[ -1 0 1 1 0 ol 0
= (@)[0 2 0]—(@)[0 1 0] {m1}={0}
_ 1 0 -1 0 o 1l|{n, 0
-1 0 1 1 0 0l(lLY) (0O -3 0 171(LY) (0
={lo 2 ol-@0 1 ol[{imit=J0of = [0 0o o |{mt=10
L1 0 -1 o0 0o 1l|{n,) V(o 1 0 =31ln,) (o

_3l1 + 0m1 + n1 = 0 (a)
= {0, +0m; +0n; =0 (b) & B+m?2+n2=1 (d)
ll + 0m1 - 3111 = 0 (C)

(b) = Solution indéterminée
(a) = n = 3[1
(C) = ll = 3n1

= l1=n1=0
(d) => mi=1 = m;=1 (o0 =2k=0)

) 82 = 0 = 7_12 = lzfl + mzfz + nzfg = {lz ) mZ H nZ}

Kk 0 k 1 0 01](L 0
(ﬂ)[o 2k 0 —(0)[0 1 0] {m2}={0}
o o 1lln,) (o

E
k 0 -k
17(1L; 0
—11\{n, 0

-k 0 k(L 0 -1
= [0 2k 0 |{my=140 =10
k 0 —ki\n, 0 1
= {0, +2m, +0n, =0 (b) & E+mi+ni=1 (d)

_l2 + Omz + nz == O (a)
l2+0m2_n2:0 (C)

oN O

(@ou(c): = I, =n,
(b): = m, =0
(d) : = 213 = = 1, =1/V2 = n, =1/V2
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. g3=—@ = Ay =Lk +mat, et ={l; ; mg ; ng}

E)fo 2 o] 1
k0 -k 0 0 1

211

-(1+1/)k -1 1]_ _201+v)k 1
= (E)[g 20| (=550

-1 0 1 1 0 0 L, 0 1 0 11(k 0
= 0 2 0[|+(@)]0 1 0f|ymzr =130 = [0 4 0|{m3r =10
1 0 -1 0 0 1lf{{n, 0 1 0 1ltinz) (0
l3+0m3+n3=0 (a)
= <{0l3+4m3;+0n; =0 (b) & E+mi+ni=1 (d)
l3+0m3+n3:0 (C)
(@ou(c) = l3=—-n3
(b) = my=0
(d) = 2% = = L=1/V2 = nz=-1/V2
Autre approche :
z=mAm, | w4 =0; 1; 0) & m=(2; 0; 9
T ] k
m —q -0 1 O
= A =
= Ny =My ARy 7 7
—_ 0 _
2 2
_ 2 - V2 V2 - V2 =
=(1x2-0x0)T-(0xZ-2x0)7+(0x0-2x1)k
Z_ . V27
—71—0]—7]{
:>ﬁ3=(§; 0 ; —g) Ok.

Nota: Les contraintes principales et les déformations principales ont les mémes
directions.
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B4. Illustration graphique via GeoGebra

Prof. Mohamed K hemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

3 e1=0.62%
.
2 (%) 0%
k=0.5 Z €2
E3 — —0.62 %
E=210 MPa
v=0.3
G=80.77 MPa
(... =0u00
« fokeNs
5% e (%)
(%)m — 062 (%)
Echelle : 1/100 k=05

‘ .
GeoGebra | i!/

Prof. Mohamed K hemissa (2026) — Université de M’ Sila, Algérie

3 e1=1.24%
~
5 (%) o
k=1 2 (=)
es=—1.24%
E=210 MPa
v=03
(3),.=1240%) G=80.77 MPa
£y
e (%)
(3) i ="124%)
Echelle : 1/100 kb1

-
. +
GeaGebra |
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Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

e1=1.86 %
% (%) Eg = 0 %
k=1.5
€z = —1.86 %
E=210 MPa
(g)mm = 1.86 (%) T3
G=80.77 MPa
©3 L, ] o i
c2 (o] e (%)
(3),,. =—186(%)
Echelle : 1/100 KE 1.5

.
GeeGebra| §

Prof. Mohamed Khemissa (2026) — Université de M'Sila, Algérie

€1 = 2.48 %
"

2 (%) =0%
k=2 2 =

€z = —2.48 %

E=210 MPa
v=0.3
G=80.77 MPa

= 2.48 (%)

max

e (%)

Echelle : 1/100 k=2

.
GeeGebra| §
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B5. Tricercle de Mohr des déformations

Y
2
+ 2(1+v)k
E
2(1+v)k 2(1+v)k >
83 = _T 81 = + - &
2(1+v)k

E

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit

2(1+v)k 2(1+v)k

donc a un seul cercle défini par les points A(+ — 0) et B(— ,0); donc un cercle

E
de centre €(0,0) et derayon R = 2(1;/)’(.
B6. Distorsion maximale
() e = =2l 55) - (550 = 5 = 25
o Viax = + 2(1;v)k
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