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Ex. 1 Soit le champ de déplacement 𝑢̅ défini en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par les coefficients de Lamé 𝜆 et 𝜇 : 

𝑢̅  {

𝑢1 = 𝑘𝑥2
𝑢2 = 𝑘𝑥3
𝑢3 = 𝑘𝑥1

  / (𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique. 

A. Construire le tenseur des déformations  𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗], puis calculer les déformations principales 

𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 correspondantes et leurs directions 𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de 

Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

B. Déterminer le tenseur des contraintes 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 𝑛̅1, 𝑛̅2 

et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de 

cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 

Rép. 1 

A1. Tenseur des déformations 

Il est défini comme suit : 

𝜀̿ = (𝜀𝑖𝑗) = [

𝜀11 𝜀12 𝜀13
𝜀21 𝜀22 𝜀23
𝜀31 𝜀32 𝜀33

]  / (𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3) 

tel que : 

𝜺̿ =
𝟏

𝟐
[𝒈𝒓𝒂𝒅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝒖̅) + 𝒈𝒓𝒂𝒅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝒖̅)𝒕 ]   ⇔  𝜺𝒊𝒋 =

𝟏

𝟐
(
𝝏𝒖𝒊

𝝏𝒙𝒋
+
𝝏𝒖𝒋

𝝏𝒙𝒊
) =

𝟏

𝟐
(𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒋,𝒊) 

D’où : 

• 𝜀11 =
1

2
(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
) =

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
= 0 

• 𝜀22 =
1

2
(
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
) =

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
= 0 

• 𝜀33 =
1

2
(
𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
) =

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
= 0 

• 𝜀12 =
1

2
(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
) =

1

2
(𝑘 + 0) =

𝑘

2
       (= 𝜀21) 

• 𝜀13 =
1

2
(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥1
) =

1

2
(0 + 𝑘) =

𝑘

2
       (= 𝜀31) 

• 𝜀23 =
1

2
(
𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
) =

1

2
(𝑘 + 0) =

𝑘

2
       (= 𝜀32) 

⇒ 𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] =
𝑘

2
[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

]  

Remarque :  𝑻𝒓(𝜺̿) = 𝜺𝒊𝒊 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0     ⇒ Tenseur déviatorique 
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A2. Déformations principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅  ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]     |    𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗  𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker). 

D’où la solution non triviale suivante :  𝒅𝒆𝒕(𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋) = 𝟎 

⇒ |
𝑘

2
[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 𝜀 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]| = |
|

−𝜀
𝑘

2

𝑘

2
𝑘

2
−𝜀

𝑘

2
𝑘

2

𝑘

2
−𝜀

|
| = 0 

⇒ −𝜀 |
−𝜀

𝑘

2
𝑘

2
−𝜀
| −

𝑘

2
|

𝑘

2

𝑘

2
𝑘

2
−𝜀
| +

𝑘

2
|

𝑘

2
−𝜀

𝑘

2

𝑘

2

| = 0 

⇒ −𝜀 [𝜀2 − (
𝑘

2
)
2

] −
𝑘

2
[−

𝑘

2
𝜀 − (

𝑘

2
)
2

] +
𝑘

2
[(
𝑘

2
)
2

+
𝑘

2
𝜀] = 0 

⇒ −𝜀 [𝜀2 − (
𝑘

2
)
2

] +
𝑘

2
[
𝑘

2
𝜀 + (

𝑘

2
)
2

] +
𝑘

2
[(
𝑘

2
)
2

+
𝑘

2
𝜀] = 0 

⇒ −𝜀 [𝜀2 − (
𝑘

2
)
2

] + 2
𝑘

2
[
𝑘

2
𝜀 + (

𝑘

2
)
2

] = 0 

⇒ −𝜀 [𝜀2 − (
𝑘

2
)
2

] + 2 (
𝑘

2
)
2

(𝜀 +
𝑘

2
) = 0 

⇒ −𝜀 (𝜀 −
𝑘

2
) (𝜀 +

𝑘

2
) + 2 (

𝑘

2
)
2

(𝜀 +
𝑘

2
) = 0 

⇒ (𝜀 +
𝑘

2
) [−𝜀 (𝜀 −

𝑘

2
) + 2 (

𝑘

2
)
2

] = 0 

⇒ (𝜀 +
𝑘

2
) [𝜀 (𝜀 −

𝑘

2
) − 2 (

𝑘

2
)
2

] = 0 

⇒ (𝜀 +
𝑘

2
) [𝜀2 −

𝑘

2
𝜀 −

𝑘2

2
] = 0 

⇒ (𝜀 +
𝑘

2
) (𝜀 − 𝑘) (𝜀 +

𝑘

2
) = 0 

⇒ {

𝜀1 = +𝑘   

𝜀2 = −
1

2
𝑘

𝜀3 = −
1

2
𝑘

  (𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3) 

Remarque : 

 𝜀1 ≠ 𝜀2 = 𝜀3 ⇒ Etat cylindrique des déformations : Contraction cylindrique 
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A3. Directions principales des déformations 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅  ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜀1 = +𝑘   ⇒  𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[
𝑘

2
[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 𝑘 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ [[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  ⇒ [

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ {

−2𝑙1 +𝑚1 + 𝑛1 = 0      (𝑎)

    𝑙1 − 2𝑚1 + 𝑛1 = 0      (𝑏)

   𝑙1 +  𝑚1 − 2𝑛1 = 0      (𝑐)
    &  𝑙1

2 +𝑚1
2 + 𝑛1

2 = 1   (𝑑) 

(𝑏) − (𝑐)  ⇒  −3𝑚1 + 3𝑛1 = 0 ⇒  𝑚1 = 𝑛1 

(𝑏) − (𝑎)  ⇒  3𝑙1 − 3𝑚1 = 0  ⇒  𝑙1 = 𝑚1 

(𝑑)    ⇒  3𝑙1
2 = 1  ⇒  𝑙1 = √3 3⁄     (𝜀1 = +𝑘 > 0) 

⇒ 𝑛̅1 =
√3

3
(𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3)  ⇔  𝑛̅1 = (

√3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)       (1è𝑟𝑒 𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒) 

Remarque :  L’état des déformations étant cylindrique, toute direction du plan 

d’équation  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0  est donc une direction principale associée à la valeur double  

𝜀2 = 𝜀3 = −
𝑘

2
  . 

 

  

𝑥̅1 

𝑛̅1  (
√3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)  

𝑥̅2 

𝑥̅3 

𝑃  

1ère trisectrice : 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 

Plan principal de normale extérieure 𝑛̅1 
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A4. Tricercle de Mohr des déformations 

 

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit 

donc à un seul cercle défini par les points 𝐴(𝑘, 0) et 𝐵(−𝑘/2,0) ; donc un cercle de centre 

𝐶(𝑘/4,0) et de rayon 𝑅 = 3𝑘/4. 

A5. Distorsion maximale 

(
𝜸

𝟐
)
𝒎𝒂𝒙

=
|𝜺𝟏−𝜺𝟑|

𝟐
=

|𝑘+𝑘/2|

2
= ±

3𝑘

4
  ⇒  𝛾𝑚𝑎𝑥 = ±

3𝑘

2
 

B1. Tenseur des contraintes 

Sachant que : 

𝝈̿ = 𝝀𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿ + 𝟐𝝁𝜺̿   ⇔   𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋 

telle que : 𝜀𝑘𝑘 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0 + 0 + 0 = 0 

D’où : 

• 𝜎11 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 + 2𝜇 × 𝜀11 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × 0 = 0 

• 𝜎22 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 + 2𝜇 × 𝜀22 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × 0 = 0 

• 𝜎33 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 + 2𝜇 × 𝜀33 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × 0 = 0 

• 𝜎12 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿12 + 2𝜇 × 𝜀12 = 𝜆 × 0 × 0 + 2𝜇 × (
𝑘

2
) = 𝜇𝑘       (= 𝜎21) 

• 𝜎13 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿13 + 2𝜇 × 𝜀13 = 𝜆 × 0 × 0 + 2𝜇 × (
𝑘

2
) = 𝜇𝑘       (= 𝜎31) 

• 𝜎23 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿23 + 2𝜇 × 𝜀23 = 𝜆 × 0 × 0 + 2𝜇 × (
𝑘

2
) = 𝜇𝑘       (= 𝜎32) 

⇒ 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = 𝜇𝑘 [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

]  ⇒  𝜎 = 2𝜇𝜀  ̿   ⇔  𝜎𝑖𝑗 = 2𝜇𝜀𝑖𝑗 

Remarque :  𝑻𝒓(𝝈̿) = 𝝈𝒊𝒊 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 ≡ 0      ⇒ Tenseur déviatorique 

  

𝜀2 = 𝜀3 = −𝑘/2 𝜀 

𝛾

2
 

C (𝑘/4,0) O 

+3𝑘/4 

B 

𝜀1 = +𝑘 

−3𝑘/4 

A 
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B2. Contraintes principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅  ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]      |      𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗  𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker). 

D’où la solution non triviale suivante :    𝒅𝒆𝒕(𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋) = 𝟎 

⇒ |𝜇𝑘 [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 𝜎 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]| = |
−𝜎 𝜇𝑘 𝜇𝑘
𝜇𝑘 −𝜎 𝜇𝑘
𝜇𝑘 𝜇𝑘 −𝜎

| = 0 

⇒ −𝜎 |
−𝜎 𝜇𝑘
𝜇𝑘 −𝜎

| − 𝜇𝑘 |
𝜇𝑘 𝜇𝑘
𝜇𝑘 −𝜎

| + 𝜇𝑘 |
𝜇𝑘 −𝜎
𝜇𝑘 𝜇𝑘

| = 0 

⇒ −𝜎[𝜎2 − (𝜇𝑘)2] − 𝜇𝑘[−𝜇𝑘𝜎 − (𝜇𝑘)2] + 𝜇𝑘[(𝜇𝑘)2 + 𝜇𝑘𝜎] = 0 

⇒ −𝜎[𝜎2 − (𝜇𝑘)2] + 2𝜇𝑘[𝜇𝑘𝜎 + (𝜇𝑘)2] = 0 

⇒ −𝜎[𝜎2 − (𝜇𝑘)2] + 2(𝜇𝑘)2(𝜎 + 𝜇𝑘) = 0 

⇒ 𝜎(𝜎 − 𝜇𝑘)(𝜎 + 𝜇𝑘) − 2(𝜇𝑘)2(𝜎 + 𝜇𝑘) = 0 

⇒ (𝜎 + 𝜇𝑘)[𝜎(𝜎 − 𝜇𝑘) − 2(𝜇𝑘)2] = 0 

⇒ (𝜎 + 𝜇𝑘)[𝜎2 − 𝜇𝑘𝜎 − 2(𝜇𝑘)2] = 0 

⇒ (𝜎 + 𝜇𝑘)(𝜎 − 2𝜇𝑘)(𝜎 + 𝜇𝑘) = 0 

⇒ {

𝜎1 = +2𝜇𝑘
𝜎2 = −𝜇𝑘  
𝜎3 = −𝜇𝑘  

 (𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3) 

Remarque : 

  𝜎1 ≠ 𝜎2 = 𝜎3  ⇒ Etat cylindrique des contraintes : Compression cylindrique 

Nota : Les contraintes principales peuvent être calculées directement à partir des 

déformations principales :  

𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] =
𝑘

2
[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] &   {

𝜀1 = +𝑘      

𝜀2 = −𝑘 2⁄

𝜀3 = −𝑘 2⁄
     ⇒ 𝜀̿ =

𝑘

2
[
+2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

] 

D’où : 

• 𝜎1 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 + 2𝜇 × 𝜀11 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × (+2) × (
𝑘

2
) = +2𝜇𝑘 

• 𝜎2 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 + 2𝜇 × 𝜀22 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × (−1) × (
𝑘

2
) = −𝜇𝑘 

• 𝜎3 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 + 2𝜇 × 𝜀33 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × (−1) × (
𝑘

2
) = −𝜇𝑘 

Ou bien directement :  

• 𝜎1 = 2𝜇𝜀1 = 2𝜇 × (+𝑘) = +2𝜇𝑘       
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• 𝜎2 = 2𝜇𝜀2 = 2𝜇 × (−
𝑘

2
) = −𝜇𝑘       

• 𝜎3 = 2𝜇𝜀3 = 2𝜇 × (−
𝑘

2
) = −𝜇𝑘       

B3. Directions principales des contraintes 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅   ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜎1 = +2𝜇𝑘   ⇒  𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[𝜇𝑘 [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 2𝜇𝑘 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

⇒ [[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  ⇒ [

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ {

−2𝑙1 +𝑚1 + 𝑛1 = 0    (𝑎)

𝑙1 − 2𝑚1 + 𝑛1 = 0        (𝑏)

𝑙1 +  𝑚1 − 2𝑛1 = 0       (𝑐)
    &  𝑙1

2 +𝑚1
2 + 𝑛1

2 = 1   (𝑑) 

(𝑏) − (𝑐)  ⇒  −3𝑚1 + 3𝑛1 = 0 ⇒  𝑚1 = 𝑛1 

(𝑏) − (𝑎)  ⇒  3𝑙1 − 3𝑚1 = 0  ⇒  𝑙1 = 𝑚1 

(𝑑)    ⇒  3𝑙1
2 = 1  ⇒  𝑙1 = √3 3⁄     (𝜀1 = +𝑘 > 0) 

⇒ 𝑛̅1 =
√3

3
(𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3)  ⇔  𝑛̅1 = (√

3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)       (1è𝑟𝑒 𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒) 

Remarque :  L’état des contraintes étant cylindrique, toute direction du plan d’équation  

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0  est donc une direction principale associée à la valeur double  𝜎2 = 𝜎3 =

−𝜇𝑘  . 

 

Nota : Les contraintes principales et les déformations principales ont les mêmes 

directions. 

 

𝑥̅1 

𝑛̅1  (
√3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)  

𝑥̅2 

𝑥̅3 

𝑃  

1ère trisectrice : 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 

Plan principal de normale extérieure 𝑛̅1 
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B4. Tricercle de Mohr des contraintes 

 

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc 

à un seul cercle défini par les points 𝐴(+2𝜇𝑘, 0) et 𝐵(−𝜇𝑘, 0) ; donc un cercle de centre 

𝐶(𝜇𝑘/2, 0) et de rayon 𝑅 = 3𝜇𝑘/2. 

B5. Contrainte de cisaillement maximale 

𝝉𝒎𝒂𝒙 =
|𝝈𝟏−𝝈𝟑|

𝟐
=

|2𝜇𝑘+𝜇𝑘|

2
= ±

3

2
𝜇𝑘  

  

𝜎2 = 𝜎3 = −𝜇𝑘 𝜎 

𝜏 

C (𝜇𝑘/2,0) O 

+3𝜇𝑘/2 

B 

𝜎1 = +2𝜇𝑘 

−3𝜇𝑘/2 

A 



Rhéologie des sols                Chap. 2 – Lois de comportement élastique 

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique 11 

Ex. 2 Soit le tenseur des contraintes appliqué en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par le module de Young 𝐸 et le coefficient de Poisson 𝜈 : 

𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = [

𝑘 − 1 0 0

0 𝑘 √3

0 √3 𝑘 + 2

]  (𝑁/𝑚𝑚2), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne le paramètre de chargement.  

A. Déterminer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 

𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte 

de cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

B. Construire le tenseur des déformations  𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les déformations principales 𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 correspondantes et leurs directions 

𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion 

maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 

Rép. 2 

A1. Contraintes principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅    ⇔ (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]     |    𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗   𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker) 

D’où la solution non triviale suivante :   𝒅𝒆𝒕(𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋) = 𝟎 

⇒ |

𝑘 − 1 − 𝜎 0 0

0 𝑘 − 𝜎 √3

0 √3 𝑘 + 2 − 𝜎

| = 0 

⇒ (𝑘 − 1 − 𝜎) [(𝑘 − 𝜎)(𝑘 + 2 − 𝜎) − (√3)
2
] = 0 

⇒ (𝑘 − 1 − 𝜎)[𝜎2 − 2(𝑘 + 1)𝜎 + 𝑘2 + 2𝑘 − 3] = 0 

⇒ (𝜎 − 𝑘 + 1)(𝜎 − 𝑘 + 1)(𝜎 − 𝑘 − 3) = 0 

⇒ {

𝜎1 = 𝑘 + 3
𝜎2 = 𝑘 − 1
𝜎3 = 𝑘 − 1

 (𝑁/𝑚𝑚2)  (𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3) 

Autre approche :  

Sachant que : 𝜎12 = 𝜎13 = 0 ⇒ La contrainte  𝜎11 = 𝑘 − 1 est donc principale 

         ⇒ 𝜎𝐼 = 𝑘 − 1 

⇒ 𝜎𝐼𝐼,𝐼𝐼𝐼 =
𝜎22+𝜎33

2
±√(

𝜎22−𝜎33

2
)
2

+ (𝜎23)2 =
𝑘+𝑘+2

2
±√(

𝑘−𝑘−2

2
)
2

+ (√3)
2
= 𝑘 + 1 ± 2 

 ⇒   𝜎𝐼𝐼 = 𝑘 + 3   &  𝜎𝐼𝐼𝐼 = 𝑘 − 1 
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⇒ {

𝜎1 = 𝑘 + 3
𝜎2 = 𝑘 − 1
𝜎3 = 𝑘 − 1

 (𝑁/𝑚𝑚2)  Ok. 

Type de sollicitation : 

 𝜎1 ≠ 𝜎2 = 𝜎3 ⇒ Etat cylindrique des contraintes (Compression triaxiale) 

A2. Directions principales des contraintes 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅   ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜎1 = 𝑘 + 3  ⇒  𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[[

𝑘 − 1 0 0

0 𝑘 √3

0 √3 𝑘 + 2

] − (𝑘 + 3) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ [

𝑘 − 1 − 𝑘 − 3 0 0

0 𝑘 − 𝑘 − 3 √3

0 √3 𝑘 + 2 − 𝑘 − 3

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ [

−4 0 0

0 −3 √3

0 √3 −1

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ {

−4𝑙1 + 0𝑚1 + 0𝑛1 = 0       (𝑎)

0𝑙1 − 3𝑚1 + √3𝑛1 = 0        (𝑏)

0𝑙1 + √3 𝑚1 − 𝑛1   = 0        (𝑐)

  &  𝑙1
2 +𝑚1

2 + 𝑛1
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎)   ⇒  𝑙1 = 0 

(𝑏) 𝑜𝑢 (𝑐) ⇒  𝑚1 = 𝑛1 √3⁄   ⇒  𝑛1 = √3𝑚1 

(𝑑)   ⇒  4𝑚1
2 = 1 ⇒  𝑚1 = 1 2⁄   ⇒  𝑛1 = √3 2⁄  

⇒ 𝑛̅1 = 0𝑥̅1 +
1

2
𝑥̅2 +

√3

2
𝑥̅3  ⇒  𝑛̅1 = (0   ;

1

2
   ;

√3

2
) 

• 𝜎2 = 𝑘 − 1 ⇒ 𝑛̅2 = 𝑙2𝑥̅1 +𝑚2𝑥̅2 + 𝑛2𝑥̅3 = {𝑙2   ; 𝑚2   ; 𝑛2} 

[[

𝑘 − 1 0 0

0 𝑘 √3

0 √3 𝑘 + 2

] − (𝑘 − 1) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 

⇒ [

𝑘 − 1 − 𝑘 + 1 0 0

0 𝑘 − 𝑘 + 1 √3

0 √3 𝑘 + 2 − 𝑘 + 1

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 

⇒ [

0 0 0

0 1 √3

0 √3 3

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 
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⇒ {

0𝑙2 + 0𝑚2 + 0𝑛2 = 0         (𝑎)

0𝑙2 +𝑚2 + √3𝑛2 = 0         (𝑏)

0𝑙2 + √3𝑚2 + 3𝑛2   = 0     (𝑐)

       &  𝑙2
2 +𝑚2

2 + 𝑛2
2 = 1    (𝑑)  

(a)  : Solution indéterminée 

(𝑏) 𝑜𝑢 (𝑐) ⇒ 𝑚2 = −√3𝑛2 ⇒ 𝑛2 = −𝑚2 √3⁄  

 (𝑏) 𝑒𝑡 (𝑐) ⇒ 𝑙2 = 0    (𝑙𝑎 𝑝𝑙𝑢𝑠 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 ∶ 𝑙2 = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
)) 

Autrement :  𝑚2 ≠ 0  et  𝑛2 ≠ 0  ⇒ 𝑙2 = 0 

(𝑑)  ⇒ 4𝑛2
2 = 1 ⇒ 𝑛2 = 1 2⁄  ⇒ 𝑚2 = −√3 2⁄  

⇒ 𝑛̅2 = 0𝑥̅1 −
√3

2
𝑥̅2 +

1

2
𝑥̅3     ⇒ 𝑛̅2 = (0   ; −

√3

2
   ;

1

2
) 

• 𝜎3 = 𝑘 − 1  ⇒  𝑛̅3 = 𝑙3𝑥̅1 +𝑚3𝑥̅2 + 𝑛3𝑥̅3 = {𝑙3   ; 𝑚3   ; 𝑛3} 

  𝒏̅𝟑 = 𝒏̅𝟏 ∧ 𝒏̅𝟐  |   𝑛̅1 = (0   ;
1

2
   ;

√3

2
)   &  𝑛̅2 = (0    ; −

√3

2
   ;

1

2
) 

⇒ 𝑛̅3 = 𝑛̅1 ∧ 𝑛̅2 = |
|

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅

0
1

2

√3

2

0 −
√3

2

1

2

|
| 

                       = (
1

2
×
1

2
+
√3

2
×
√3

2
) 𝑖̅ − (0 ×

1

2
− 0 ×

√3

2
) 𝑗̅ + (−0 ×

√3

2
− 0 ×

1

2
) 𝑘̅ 

    = 1𝑖̅ − 0𝑗̅ + 0𝑘̅    

⇒ 𝑛̅3 = (1   ; 0   ; 0) 

Autre approche : 

 𝜎3 = 𝑘 − 1   ⇒  𝑛̅3 = 𝑙3𝑥̅1 +𝑚3𝑥̅2 + 𝑛3𝑥̅3 = {𝑙3   ; 𝑚3   ; 𝑛3} 

Sachant que : 

𝜎3 = 𝜎11 (𝑛̅3 ∕∕ 𝑥̅1)  ⇒  𝑛̅3 = (1   ; 0   ; 0)  

⇒ 𝑛̅2 = 𝑛̅3 ∧ 𝑛̅1 = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
1 0 0

0
1

2

√3

2

| 

          = (0 ×
√3

2
− 0 ×

1

2
) 𝑖̅ − (1 ×

√3

2
− 0 × 0) 𝑗̅ + (1 ×

1

2
− 0 × 0) 𝑘̅ 

               = 0𝑖̅ −
√3

2
𝑗̅ +

1

2
𝑘̅     

⇒ 𝑛̅2 = (0   ; −
√3

2
   ;

1

2
) Ok. 
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A3. Tricercle de Mohr des contraintes 

  

  

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc 

à un seul cercle défini par les points 𝐴(𝑘 + 3,0) et 𝐵(𝑘 − 1,0) ; donc un cercle de centre 

𝐶(𝑘 + 1, 0) et de rayon 𝑅 = 𝑘 + 1.  

A4. Contrainte de cisaillement maximale 

𝝉𝒎𝒂𝒙 =
|𝝈𝟏−𝝈𝟑|

𝟐
=

|2𝜇𝑘+𝜇𝑘|

2
= ±

3

2
𝜇𝑘  

B1. Tenseur des déformations 

Sachant que : 

𝜺̿ = −
𝝂

𝑬
𝑻𝒓(𝝈̿)𝜹̿ +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈̿    ⇔   𝜺𝒊𝒋 = −

𝝂

𝑬
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈𝒊𝒋 

telle que : 𝜎𝑘𝑘 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 𝑘 − 1 + 𝑘 + 𝑘 + 2 = 3𝑘 + 1 

D’où : 

• 𝜀11 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎11 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘 − 1) 

=
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
  

• 𝜀22 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎22 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘) 

=
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸
  

𝑘 = 0 0 < 𝑘 < 1 

𝑘 = 1 𝑘 > 1 
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• 𝜀33 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎33 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘 + 2) 

=
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸
  

• 𝜀12 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿12 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎12 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 0 +

1+𝜈

𝐸
× (0) 

= 0  (= 𝜀21) 

• 𝜀13 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿13 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎13 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 0 +

1+𝜈

𝐸
× (0) 

= 0        (= 𝜀31)     

• 𝜀23 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿23 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎23 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 0 +

1+𝜈

𝐸
× (√3) 

 =
1+𝜈

𝐸
× (√3)         (= 𝜀32)     

⇒ 𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
0 0

0
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸 ]
 
 
 
 

   

Remarque :  𝑻𝒓(𝜺̿) = 𝜺𝒊𝒊 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
+
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸
+
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸
 

                  = (
1−2𝜈

𝐸
) (3𝑘 + 1) = (

1−2𝜈

𝐸
)𝜎𝑖𝑖   

⇒ 𝜀𝑖𝑖 = (
1−2𝜈

𝐸
)𝜎𝑖𝑖   ⇒  𝜀𝑣 = (

1−2𝜈

𝐸
) × (3𝑝) |   𝒑 = 𝑲𝜺𝒗 ⇒  𝑲 =

𝑬

𝟑(𝟏−𝟐𝝂)
 Ok. 

B2. Déformations principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅  ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]      |     𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗  𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker). 

D’où la solution non triviale suivante :     𝒅𝒆𝒕(𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋) = 𝟎     

⇒ |
|

[
 
 
 
 
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
0 0

0
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸 ]
 
 
 
 

− 𝜀 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]|
| = 0  

⇒ |
|

1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
− 𝜀 0 0

0
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸
− 𝜀

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸
− 𝜀

|
|=0  

⇒ −(
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
− 𝜀) |

1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸
− 𝜀

1+𝜈

𝐸
√3

1+𝜈

𝐸
√3

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸
− 𝜀

| − 0 + 0 = 0 
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⇒ (
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
− 𝜀) [(

1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸
− 𝜀) (

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸
− 𝜀) − (

1+𝜈

𝐸
√3)

2

] = 0 

⇒ (
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
− 𝜀) (

1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
− 𝜀) (

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
− 𝜀) = 0 

⇒ 

{
 
 

 
 𝜀1 =

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸

𝜀2 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸

𝜀3 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸

  (𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3) 

Remarque :  

𝜀1 ≠ 𝜀2 = 𝜀3 ⇒ Etat cylindrique des déformations : Contraction cylindrique 

Autre approche : 

Sachant que : {

𝜎1 = 𝑘 + 3
𝜎2 = 𝑘 − 1
𝜎3 = 𝑘 − 1

     (𝑁/𝑚𝑚2)    

⇒  𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = [
𝑘 + 3 0 0
0 𝑘 − 1 0
0 0 𝑘 − 1

]    (𝑁/𝑚𝑚2) 

telles que :  𝜎𝑘𝑘 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 𝑘 + 3 + 𝑘 − 1 + 𝑘 − 1 = 3𝑘 + 1     &  {

𝜀1 = 𝜀11
𝜀2 = 𝜀22
𝜀3 = 𝜀33

 

D’où : 

• 𝜀11 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎11 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘 + 3) 

=
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
  (= 𝜀1)  

• 𝜀22 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎22 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘 − 1) 

=
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
   (= 𝜀2) 

• 𝜀33 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎33 = −

𝜈

𝐸
× (3𝑘 + 1) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘 − 1) 

=
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
   (= 𝜀3) 

Remarque :  𝑻𝒓(𝜺̿) = 𝜺𝒊𝒊 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 

           =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
+
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
+
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
 

     = (
1−2𝜈

𝐸
) (3𝑘) +

1−2𝜈

𝐸
= (

1−2𝜈

𝐸
) (3𝑘 + 1) = (

1−2𝜈

𝐸
)𝜎𝑖𝑖  

⇒ 𝜀𝑖𝑖 = (
1−2𝜈

𝐸
)𝜎𝑖𝑖   ⇒   𝜀𝑣 = (

1−2𝜈

𝐸
) × (3𝑝) |   𝒑 = 𝑲𝜺𝒗  ⇒    𝑲 =

𝑬

𝟑(𝟏−𝟐𝝂)
  Ok. 
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B3. Directions principales des déformations 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅  ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜀1 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
  ⇒  𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[
 
 
 
 

[
 
 
 
 
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
0 0

0
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸 ]
 
 
 
 

− (
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]

]
 
 
 
 

{
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

⇒ 

[
 
 
 
 −

1+2𝜈

𝐸
−
3+2𝜈

𝐸
0 0

0 −
𝜈

𝐸
−
3+2𝜈

𝐸

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3 +

2+𝜈

𝐸
−
3+2𝜈

𝐸 ]
 
 
 
 

{
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ (
1+𝜈

𝐸
) [

−4 0 0

0 −3 √3

0 √3 −1

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} ⇒ [

−4 0 0

0 −3 √3

0 √3 −1

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ {

−4𝑙1 + 0𝑚1 + 0𝑛1   = 0     (𝑎)

   0𝑙1 − 3𝑚1 + √3𝑛1 = 0      (𝑏)

0𝑙1 + √3 𝑚1 − 𝑛1     = 0       (𝑐)

  &  𝑙1
2 +𝑚1

2 + 𝑛1
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎)   ⇒  𝑙1 = 0 

(𝑏) 𝑜𝑢 (𝑐)    𝑚1 =
√3

3
𝑛1  ⇒  𝑛1 = √3𝑚1 

(𝑑)     4𝑚1
2 = 1 ⇒  𝑚1 = 1 2⁄   ⇒  𝑛1 = √3 2⁄  

⇒ 𝑛̅1 = 0𝑥̅1 +
1

2
𝑥̅2 +

√3

2
𝑥̅3  ⇒ 𝑛̅1 = (0   ;

1

2
   ;

√3

2
) 

• 𝜀2 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
 ⇒ 𝑛̅2 = 𝑙2𝑥̅1 +𝑚2𝑥̅2 + 𝑛2𝑥̅3 = {𝑙2   ; 𝑚2   ; 𝑛2} 

[
 
 
 
 

[
 
 
 
 
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
0 0

0
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

𝜈

𝐸

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

2+𝜈

𝐸 ]
 
 
 
 

− (
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]

]
 
 
 
 

{
𝑙2
𝑚2

𝑛2

}  = {
0
0
0
}  

⇒ 

[
 
 
 
 −

1+2𝜈

𝐸
+
1+2𝜈

𝐸
0 0

0 −
𝜈

𝐸
+
1+2𝜈

𝐸

1+𝜈

𝐸
√3

0
1+𝜈

𝐸
√3 +

2+𝜈

𝐸
+
1+2𝜈

𝐸 ]
 
 
 
 

{
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 

⇒ (
1+𝜈

𝐸
) [

0 0 0

0 1 √3

0 √3 3

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
}  ⇒ [

0 0 0

0 1 √3

0 √3 3

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 
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⇒ {

0𝑙2 + 0𝑚2 + 0𝑛2 = 0       (𝑎)

0𝑙2 +𝑚2 + √3𝑛2 = 0       (𝑏)

0𝑙2 + √3𝑚2 + 3𝑛2 = 0    (𝑐)

      & 𝑙2
2 +𝑚2

2 + 𝑛2
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎) : Solution indéterminée 

(𝑏) 𝑜𝑢 (𝑐) ∶  ⇒ 𝑚2 = −√3𝑛2 ⇒ 𝑛2 = −𝑚2 √3⁄  

(𝑏) 𝑒𝑡 (𝑐) ∶  ⇒ 𝑙2 = 0    (𝑙𝑎 𝑝𝑙𝑢𝑠 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 ∶ 𝑙2 = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
)) 

Autrement : 𝑚2 ≠ 0  et  𝑛2 ≠ 0 ⇒ 𝑙2 = 0 

(𝑑)  4𝑛2
2 = 1 ⇒ 𝑛2 = 1 2⁄  ⇒ 𝑚2 = −√3 2⁄  

⇒ 𝑛̅2 = 0𝑥̅1 −
√3

2
𝑥̅2 +

1

2
𝑥̅3       ⇒ 𝑛̅2 = (0   ; −

√3

2
   ;

1

2
) 

• 𝜀3 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
  ⇒  𝑛̅3 = 𝑙3𝑥̅1 +𝑚3𝑥̅2 + 𝑛3𝑥̅3 = {𝑙3   ; 𝑚3   ; 𝑛3} 

  𝒏̅𝟑 = 𝒏̅𝟏 ∧ 𝒏̅𝟐  |   𝑛̅1 = (0   ;
1

2
   ;

√3

2
)   &  𝑛̅2 = (0    ; −

√3

2
   ;

1

2
) 

⇒ 𝑛̅3 = 𝑛̅1 ∧ 𝑛̅2 = |
|

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅

0
1

2

√3

2

0 −
√3

2

1

2

|
| 

                  = (
1

2
×
1

2
+
√3

2
×
√3

2
) 𝑖̅ − (0 ×

1

2
− 0 ×

√3

2
) 𝑗̅ + (−0 ×

√3

2
− 0 ×

1

2
) 𝑘̅ 

    = 1𝑖̅ − 0𝑗̅ + 0𝑘̅   

⇒ 𝑛̅3 = (1   ; 0   ; 0) 

Autre approche : 

  𝜀3 =
1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
  ⇒  𝑛̅3 = 𝑙3𝑥̅1 +𝑚3𝑥̅2 + 𝑛3𝑥̅3 = {𝑙3   ; 𝑚3   ; 𝑛3} 

Sachant que : 𝜀3 = 𝜀11 (𝑛̅3 ∕∕ 𝑥̅1)  ⇒  𝑛̅3 = (1   ; 0   ; 0)  

⇒ 𝑛̅2 = 𝑛̅3 ∧ 𝑛̅1 = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
1 0 0

0
1

2

√3

2

| = 0𝑖̅ −
√3

2
𝑗̅ +

1

2
𝑘̅  

⇒ 𝑛̅2 = (0   ; −
√3

2
   ;

1

2
) Ok. 
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B4. Tricercle de Mohr des déformations 

  

  

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit 

donc à un seul cercle défini par les points 𝐴(
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
, 0) et 𝐵(

1−2𝜈

𝐸
𝑘 −

1+2𝜈

𝐸
, 0) ; donc 

un cercle de centre 𝐶(
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

1

𝐸
, 0) et de rayon 𝑅 =

1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

1

𝐸
.  

B5. Distorsion maximale  

(
𝜸

𝟐
)
𝒎𝒂𝒙

=
|𝜺𝟏−𝜺𝟑|

𝟐
=

1

2
|
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

3+2𝜈

𝐸
−
1−2𝜈

𝐸
𝑘 +

1+2𝜈

𝐸
| = |

2(1+𝜈)

𝐸
| = ±

2(1+𝜈)

𝐸
   

⇒ 𝛾𝑚𝑎𝑥 = ±
4(1+𝜈)

𝐸
 

 

  

 

 

 

 

  

𝑘 = 0 0 < 𝑘 < 1 

𝑘 = 1 𝑘 > 1 
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Ex. 3 Soit le champ de déplacement 𝑢̅ défini en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par le module de compressibilité volumique 𝐾 et le module de cisaillement 𝐺 : 

𝑢̅  {

𝑢1 = 𝑘(𝑥2 + 𝑥3)

𝑢2 = 𝑘(𝑥3 + 𝑥1)

𝑢3 = 𝑘(𝑥1 + 𝑥2)
  / (𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique. 

A. Construire le tenseur des déformations  𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗], puis calculer les déformations principales 

𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 correspondantes et leurs directions 𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de 

Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

B. Déterminer le tenseur des contraintes 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 𝑛̅1, 𝑛̅2 

et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de 

cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 

Rép. 3 

A1. Tenseur des déformations 

Il est défini comme suit : 

𝜀̿ = (𝜀𝑖𝑗) = [

𝜀11 𝜀12 𝜀13
𝜀21 𝜀22 𝜀23
𝜀31 𝜀32 𝜀33

]  / (𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3) 

tel que : 

𝜺̿ =
𝟏

𝟐
[𝒈𝒓𝒂𝒅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝒖̅) + 𝒈𝒓𝒂𝒅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝒖̅)𝒕 ]   ⇔  𝜺𝒊𝒋 =

𝟏

𝟐
(
𝝏𝒖𝒊

𝝏𝒙𝒋
+
𝝏𝒖𝒋

𝝏𝒙𝒊
) =

𝟏

𝟐
(𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒋,𝒊) 

D’où : 

• 𝜀11 =
1

2
(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
) =

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
= 0 

• 𝜀22 =
1

2
(
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
) =

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
= 0 

• 𝜀33 =
1

2
(
𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
) =

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
= 0 

• 𝜀12 =
1

2
(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
) =

1

2
(𝑘 + 𝑘) = 𝑘       (= 𝜀21) 

• 𝜀13 =
1

2
(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥1
) =

1

2
(𝑘 + 𝑘) = 𝑘       (= 𝜀31) 

• 𝜀23 =
1

2
(
𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
) =

1

2
(𝑘 + 𝑘) = 𝑘       (= 𝜀32) 

⇒ 𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] = [
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

]  

Remarque :  𝑻𝒓(𝜺̿) = 𝜺𝒊𝒊 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0     ⇒ Tenseur déviatorique 
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A2. Déformations principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅   ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]      |     𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗  𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker). 

D’où la solution non triviale suivante :     𝒅𝒆𝒕(𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋) = 𝟎     

⇒  |[
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

] − 𝜀 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]| = |
−𝜀 𝑘 𝑘
𝑘 −𝜀 𝑘
𝑘 𝑘 −𝜀

|=0  

⇒ −𝜀 |
−𝜀 𝑘
𝑘 −𝜀

| − 𝑘 |
𝑘 𝑘
𝑘 −𝜀

| + 𝑘 |
𝑘 −𝜀
𝑘 𝑘

| = 0 

⇒ −𝜀(𝜀2 − 𝑘2) − 𝑘(−𝑘𝜀 − 𝑘2) + 𝑘(𝑘2 + 𝑘𝜀) = 0 

⇒ 𝜀(𝜀 − 𝑘)(𝜀 + 𝑘) − 2𝑘2(𝜀 + 𝑘) = 0 

⇒ (𝜀 + 𝑘)(𝜀2 − 𝑘𝜀 − 2𝑘2) = 0 

⇒ (𝜀 + 𝑘)(𝜀 − 2𝑘)(𝜀 + 𝑘) = 0 

⇒ {

𝜀1 = +2𝑘
𝜀2 = −𝑘   
𝜀3 = −𝑘   

  (𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3) 

Type de sollicitation :   

 𝜀1 ≠ 𝜀2 = 𝜀3 ⇒ Etat cylindrique des déformations (Contraction triaxiale) 

A3. Directions principales des déformations 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅   ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜀1 = +2𝑘   ⇒  𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[𝑘 [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 2𝑘 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

⇒ [[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  ⇒ [

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ {

−2𝑙1 +𝑚1 + 𝑛1 = 0    (𝑎)

𝑙1 − 2𝑚1 + 𝑛1 = 0        (𝑏)

𝑙1 +  𝑚1 − 2𝑛1 = 0       (𝑐)
    &  𝑙1

2 +𝑚1
2 + 𝑛1

2 = 1   (𝑑) 

(𝑏) − (𝑐)  ⇒  −3𝑚1 + 3𝑛1 = 0 ⇒  𝑚1 = 𝑛1 

(𝑏) − (𝑎)  ⇒  3𝑙1 − 3𝑚1 = 0  ⇒  𝑙1 = 𝑚1 

(𝑑)    ⇒  3𝑙1
2 = 1  ⇒  𝑙1 = √3 3⁄     (𝜀1 = +𝑘 > 0) 
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⇒ 𝑛̅1 =
√3

3
(𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3)  ⇔  𝑛̅1 = (√

3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)       (1è𝑟𝑒 𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒) 

Remarque :  L’état des déformations étant cylindrique, toute direction du plan 

d’équation  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0  est donc une direction principale associée à la valeur double  

𝜀2 = 𝜀3 = −𝑘  . 

 

B6. Tricercle de Mohr des déformations 

 

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit 

donc à un seul cercle défini par les points 𝐴(2𝑘, 0) et 𝐵(−𝑘, 0) ; donc un cercle de centre 

𝐶(𝑘/2,0) et de rayon 𝑅 = 3𝑘/2. 

A6. Distorsion maximale 

(
𝜸

𝟐
)
𝒎𝒂𝒙

=
|𝜺𝟏−𝜺𝟑|

𝟐
=

|2𝑘+𝑘|

2
= ±

3𝑘

2
  ⇒  𝛾𝑚𝑎𝑥 = ±3𝑘 

  

𝑥̅1 

𝑛̅1  (
√3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)  

𝑥̅2 

𝑥̅3 

𝑃  

1ère trisectrice : 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 

Plan principal de normale extérieure 𝑛̅1 

 

𝜀2 = 𝜀3 = −𝑘 𝜀 

𝛾

2
 

C (𝑘/2,0) O 

+3𝑘/2 

B 

𝜀1 = +2𝑘 

−3𝑘/2 

A 
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A7. Illustration graphique via GeoGebra 
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B1. Tenseur des contraintes 

Sachant que : 

𝝈̿ = 𝑲𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿ + 𝟐𝑮𝒆̿    ⇔    𝝈𝒊𝒋 = 𝑲𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝑮𝒆𝒊𝒋 

𝒆̿ = 𝜺̿ −
𝟏

𝟑
𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿    ⇔    𝒆𝒊𝒋 = 𝜺𝒊𝒋 −

𝟏

𝟑
𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 

telle que : 𝜀𝑘𝑘 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0 + 0 + 0 = 0 

D’où : 

• 𝑒11 = 𝜀11 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑒22 = 𝜀22 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑒33 = 𝜀33 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑒12 = 𝜀12 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿12 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0=k (= 𝑒21) 

• 𝑒13 = 𝜀13 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿13 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0=k (= 𝑒31) 

• 𝑒23 = 𝜀23 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿23 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0=k (= 𝑒32) 

⇒  𝑒̿ = [𝑒𝑖𝑗] = [
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

]     ⇒ 𝑒̿ = 𝜀  ̿     

D’où :  

• 𝜎11 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 + 2𝐺 × 𝑒11 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × 0 = 0 

• 𝜎22 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 + 2𝐺 × 𝑒22 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × 0 = 0 

• 𝜎33 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 + 2𝐺 × 𝑒33 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × 0 = 0 

• 𝜎12 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿12 + 2𝐺 × 𝑒12 = 𝐾 × (0) × 0 + 2𝐺 × 𝑘 = 2𝐺𝑘     (= 𝜎21) 

• 𝜎13 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿13 + 2𝐺 × 𝑒13 = 𝐾 × (0) × 0 + 2𝐺 × 𝑘 = 2𝐺𝑘     (= 𝜎31) 

• 𝜎23 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿23 + 2𝐺 × 𝑒23 = 𝐾 × (0) × 0 + 2𝐺 × 𝑘 = 2𝐺𝑘     (= 𝜎32) 

⇒ 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = 2𝐺 [
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

]  ⇒  𝜎 = 2𝐺𝜀  ̿  ⇔  𝜎𝑖𝑗 = 2𝐺𝜀𝑖𝑗  

Remarque :  𝑻𝒓(𝝈̿) = 𝝈𝒊𝒊 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 0  ⇒ Tenseur déviatorique 

B2. Contraintes principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅   ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]      |      𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗  𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker). 

D’où la solution non triviale suivante :  𝒅𝒆𝒕(𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋) = 𝟎 
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⇒ |2𝐺 [
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

] − 𝜎 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]| = |
−𝜎 2𝐺𝑘 2𝐺𝑘
2𝐺𝑘 −𝜎 2𝐺𝑘
2𝐺𝑘 2𝐺𝑘 −𝜎

| = 0     

⇒ −𝜎 |
−𝜎 2𝐺𝑘
2𝐺𝑘 −𝜎

| − 2𝐺𝑘 |
2𝐺𝑘 2𝐺𝑘
2𝐺𝑘 −𝜎

| + 2𝐺𝑘 |
2𝐺𝑘 −𝜎
2𝐺𝑘 2𝐺𝑘

| = 0 

⇒ −𝜎[𝜎2 − (2𝐺𝑘)2] − 2𝐺𝑘[−2𝐺𝑘𝜎 − (2𝐺𝑘)2] + 2𝐺𝑘[(2𝐺𝑘)2 + 2𝐺𝑘𝜎] = 0 

⇒ 𝜎(𝜎 − 2𝐺𝑘)(𝜎 + 2𝐺𝑘) − 2(2𝐺𝑘)2(𝜎 + 2𝐺𝑘) = 0 

⇒ (𝜎 + 2𝐺𝑘)[𝜎2 − 2𝐺𝑘𝜎 − 2(2𝐺𝑘)2] = 0 

⇒ (𝜎 + 2𝐺𝑘)(𝜎 − 4𝐺𝑘)(𝜎 + 2𝐺𝑘) = 0 

⇒ {

𝜎1 = +4𝐺𝑘   
𝜎2 = −2𝐺𝑘   
𝜎3 = −2𝐺𝑘   

  (𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3) 

Type de sollicitation :   

 𝜎1 ≠ 𝜎2 = 𝜎3 ⇒ Etat cylindrique des contraintes (Compression triaxiale) 

Nota : Les contraintes principales peuvent être calculées directement à partir des 

déformations principales :  

𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] = [
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

]      & {

𝜀1 = +2𝑘
𝜀2 = −𝑘  
𝜀3 = −𝑘  

       ⇒ 𝜀̿ = [
+2𝑘 0 0
0 −𝑘 0
0 0 −𝑘

] 

Sachant que : 

𝝈̿ = 𝑲𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿ + 𝟐𝑮𝒆̿  ⇔    𝝈𝒊𝒋 = 𝑲𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝑮𝒆𝒊𝒋 

𝒆̿ = 𝜺̿ −
𝟏

𝟑
𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿  ⇔  𝒆𝒊𝒋 = 𝜺𝒊𝒋 −

𝟏

𝟑
𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 

D’où : 

• 𝑒11 = 𝜀11 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)𝛿11 = 0 −

1

3
(0) × 1 = 0 

• 𝑒22 = 𝜀22 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)𝛿22 = 0 −

1

3
(0) × 1 = 0 

• 𝑒33 = 𝜀33 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)𝛿33 = 0 −

1

3
(0) × 1 = 0 

• 𝑒12 = 𝜀12 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)𝛿12 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0 = 𝑘  (= 𝑒21) 

• 𝑒13 = 𝜀13 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)𝛿13 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0 = 𝑘  (= 𝑒31) 

• 𝑒23 = 𝜀23 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)𝛿23 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0 = 𝑘  (= 𝑒32) 

⇒  𝑒̿ = [𝑒𝑖𝑗] = [
0 𝑘 𝑘
𝑘 0 𝑘
𝑘 𝑘 0

]     ⇒ 𝑒̿ = 𝜀  ̿    ⇒  𝑒̿ = [
+2𝑘 0 0
0 −𝑘 0
0 0 −𝑘

] 

D’où :  

• 𝜎1 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 + 2𝐺 × 𝑒11 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × (2𝑘) = +4𝐺𝑘 

• 𝜎2 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 + 2𝐺 × 𝑒22 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × (−𝑘) × (0) = −2𝐺𝑘 

• 𝜎3 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 + 2𝐺 × 𝑒33 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × (−𝑘) = −2𝐺𝑘 
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Ou bien directement :  

• 𝜎1 = 2𝐺𝜀1 = 2𝐺 × (+2𝑘) = +4𝐺𝑘    

• 𝜎2 = 2𝐺𝜀2 = 2𝐺 × (−𝑘) = −2𝐺𝑘       

• 𝜎3 = 2𝐺𝜀3 = 2𝐺 × (−𝑘) = −2𝐺𝑘       

B3. Directions principales des contraintes 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅  ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜎1 = +4𝐺𝑘  ⇒  𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

⇒ [2𝐺𝑘 [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 4𝐺𝑘 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

⇒ [[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] − 2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  ⇒ [

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

⇒ {

−2𝑙1 +𝑚1 + 𝑛1 = 0    (𝑎)

𝑙1 − 2𝑚1 + 𝑛1 = 0        (𝑏)

𝑙1 +  𝑚1 − 2𝑛1 = 0       (𝑐)
    &  𝑙1

2 +𝑚1
2 + 𝑛1

2 = 1   (𝑑) 

(𝑏) − (𝑐)  ⇒  −3𝑚1 + 3𝑛1 = 0 ⇒  𝑚1 = 𝑛1 

(𝑏) − (𝑎)  ⇒  3𝑙1 − 3𝑚1 = 0  ⇒  𝑙1 = 𝑚1 

(𝑑)    ⇒  3𝑙1
2 = 1  ⇒  𝑙1 = √3 3⁄     (𝜀1 = +𝑘 ≥ 0) 

⇒ 𝑛̅1 =
√3

3
(𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3)  ⇔  𝑛̅1 = (√

3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)       (1è𝑟𝑒 𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒) 

Remarque :  L’état des contraintes étant cylindrique, toute direction du plan d’équation 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0  est donc une direction principale associée à la valeur double 𝜎2 = 𝜎3 =

−2𝐺𝑘. 

 
Nota : Les contraintes principales et les déformations principales ont les mêmes 

directions. 

𝑥̅1 

𝑛̅1  (
√3

3
   ;

√3

3
   ;

√3

3
)      

𝑥̅2 

𝑥̅3 

𝑃  

1ère trisectrice : 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 

Plan principal de normale extérieure 𝑛̅1 
 



Rhéologie des sols                Chap. 2 – Lois de comportement élastique 

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique 28 

B4. Illustration graphique via GeoGebra 
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B5. Tricercle de Mohr des contraintes 

 

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc 

à un seul cercle défini par les points 𝐴(4𝐺𝑘, 0) et 𝐵(−2𝐺𝑘, 0) ; donc un cercle de centre 

𝐶(𝐺𝑘, 0) et de rayon 𝑅 = 3𝐺𝑘. 

B6. Contrainte de cisaillement maximale 

𝝉𝒎𝒂𝒙 =
|𝝈𝟏 − 𝝈𝟑|

𝟐
=
|4𝐺𝑘 + 2𝐺𝑘|

2
= ±3𝐺𝑘 

 

  

𝜀2 = 𝜀3 = −2𝐺𝑘 𝜎 

𝜏 

C (𝐺𝑘, 0) O 

+3𝐺𝑘 

B 

𝜀1 = +4𝐺𝑘 

−3𝐺𝑘 

A 
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Ex. 4 Soit le tenseur des contraintes appliqué en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par le module de Young 𝐸 et le coefficient de Poisson 𝜈 : 

𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

]  (𝑁/𝑚𝑚2), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne le paramètre de chargement.  

A. Déterminer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 

𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte 

de cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

B. Construire le tenseur des déformations  𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les déformations principales 𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 correspondantes et leurs directions 

𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion 

maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥 correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 

Rép. 4 

A1. Contraintes principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅   ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]     |    𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗   𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker) 

D’où la solution non triviale suivante :     𝒅𝒆𝒕(𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝜹𝒊𝒋) = 𝟎 

 |
−𝑘 − 𝜎 0 𝑘
0 2𝑘 − 𝜎 0
𝑘 0 −𝑘 − 𝜎

| = 0 

 (2𝑘 − 𝜎)[(−𝑘 − 𝜎)2 − 𝑘2] = 0 

 (2𝑘 − 𝜎)[(𝑘 + 𝜎)2 − 𝑘2] = 0 

 (2𝑘 − 𝜎)(𝑘 + 𝜎 − 𝑘)(𝑘 + 𝜎 + 𝑘) = 0 

 𝜎(2𝑘 − 𝜎)(𝜎 + 2𝑘) = 0 

 {

𝜎1 = +2𝑘
𝜎2 = 0      
𝜎3 = −2𝑘

  (𝑁/𝑚𝑚2)  (𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3) 

Autre approche :  

Sachant que : 𝜎12 = 𝜎23 = 0    La contrainte  𝜎22 = 2𝑘 est donc principale 

            𝜎𝐼 = 2𝑘 

 𝜎𝐼𝐼,𝐼𝐼𝐼 =
𝜎22+𝜎33

2
±√(

𝜎22−𝜎33

2
)
2

+ (𝜎23)2 =
−𝑘−𝑘

2
±√(

−𝑘+𝑘

2
)
2

+ 𝑘2 = −𝑘 ± 𝑘 

      𝜎𝐼𝐼 = 0   &  𝜎𝐼𝐼𝐼 = −2𝑘 
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 {

𝜎1 = +2𝑘
𝜎2 = 0      
𝜎3 = −2𝑘

  (𝑁/𝑚𝑚2) 

Type de sollicitation : 

𝜎1 + 𝜎3 = 0 &    𝜎2 = 0    Cisaillement pur 

Commentaire : 

   𝑻𝒓(𝝈̿) = 𝝈𝒊𝒊 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = −𝑘 + 2𝑘 − 𝑘 = 0      Tenseur déviatorique   

A2. Directions principales des contraintes 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝝈̿ − 𝝈𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅   ⇔  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜎1 = +2𝑘    𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[[
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − (2𝑘) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

 [
−3𝑘 0 𝑘
0 0 0
𝑘 0 −3𝑘

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  [

−3 0 1
0 0 0
1 0 −3

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

 {

−3𝑙1 + 0𝑚1 + 𝑛1 = 0     (𝑎)
0𝑙1 + 0𝑚1 + 0𝑛1  = 0      (𝑏)
   𝑙1 + 0𝑚1 − 3𝑛1 = 0     (𝑐)

  &  𝑙1
2 +𝑚1

2 + 𝑛1
2 = 1    (𝑑) 

(𝑏)    Solution indéterminée 

(𝑎)   𝑛1 = 3𝑙1 

(𝑐)   𝑙1 = 3𝑛1 

 𝑙1 = 𝑛1 = 0 

(𝑑)   𝑚1
2 = 1   𝑚1 = 1  (𝜎1 = 2𝑘 ≥ 0) 

 𝑛̅1 = 0𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 0𝑥̅3  𝑛̅1 = (0   ; 1   ; 0) 

• 𝜎2 = 0    𝑛̅2 = 𝑙2𝑥̅1 +𝑚2𝑥̅2 + 𝑛2𝑥̅3 = {𝑙2   ; 𝑚2   ; 𝑛2} 

[[
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − (0) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 

 [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
}   [

−1 0 1
0 2 0
1 0 −1

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 
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 {

−𝑙2 + 0𝑚2 + 𝑛2 = 0     (𝑎)

0𝑙2 + 2𝑚2 + 0𝑛2 = 0    (𝑏)
𝑙2 + 0𝑚2 − 𝑛2 = 0     (𝑐)

    &  𝑙2
2 +𝑚2

2 + 𝑛2
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎) 𝑜𝑢 (𝑐)  𝑙2 = 𝑛2  

(𝑏)    𝑚2 = 0  

(𝑑)    2𝑙2
2 = 1   𝑙2 = 1 √2⁄       𝑛2 = 1 √2⁄  

 𝑛̅2 =
√2

2
𝑥̅1 + 0𝑥̅2 +

√2

2
𝑥̅3  𝑛̅2 = (

√2

2
   ; 0   ;

√2

2
) 

• 𝜎3 = −2𝑘    𝑛̅3 = 𝑙3𝑥̅1 +𝑚3𝑥̅2 + 𝑛3𝑥̅3 = {𝑙3   ; 𝑚3   ; 𝑛3} 

[[
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − (−2𝑘) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙3
𝑚3

𝑛3

} = {
0
0
0
} 

 [
𝑘 0 𝑘
0 4𝑘 0
𝑘 0 𝑘

] {
𝑙3
𝑚3

𝑛3

} = {
0
0
0
}  [

1 0 1
0 4 0
1 0 1

] {
𝑙3
𝑚3

𝑛3

} = {
0
0
0
} 

 {

𝑙3 + 0𝑚3 + 𝑛3 = 0           (𝑎)
0𝑙3 + 4𝑚3 + 0𝑛3  = 0      (𝑏)
   𝑙3 + 0𝑚3 + 𝑛3 = 0         (𝑐)

   &  𝑙3
2 +𝑚3

2 + 𝑛3
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎) 𝑜𝑢 (𝑐)  𝑙3 = −𝑛3 

(𝑏)    𝑚3 = 0 

(𝑑)    2𝑙3
2 = 1   𝑙3 = 1 √2⁄       𝑛3 = −1 √2⁄  

 𝑛̅3 =
√2

2
𝑥̅1 + 0𝑥̅2 −

√2

2
𝑥̅3  𝑛̅3 = (

√2

2
   ; 0   ; −

√2

2
) 

Autre approche : 

  𝒏̅𝟑 = 𝒏̅𝟏 ∧ 𝒏̅𝟐  |   𝑛̅1 = (0   ; 1   ; 0)  &  𝑛̅2 = (√
2

2
    ; 0   ;

√2

2
) 

 𝑛̅3 = 𝑛̅1 ∧ 𝑛̅2 = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
0 1 0
√2

2
0

√2

2

| 

                       = (1 ×
√2

2
− 0 × 0) 𝑖̅ − (0 ×

√2

2
−
√2

2
× 0) 𝑗̅ + (0 × 0 −

√2

2
× 1) 𝑘̅ 

    =
√2

2
𝑖̅ − 0𝑗̅ −

√2

2
𝑘̅      

 𝑛̅3 = (
√2

2
   ; 0   ; −

√2

2
) 
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A3. Illustration graphique via GeoGebra 

 

 



Rhéologie des sols                Chap. 2 – Lois de comportement élastique 

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S2 - Géotechnique 35 
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A4. Tricercle de Mohr des contraintes 

 

L’état des contraintes étant cylindrique, le tricercle de Mohr des contraintes se réduit donc 

à un seul cercle défini par les points 𝐴(+2𝑘, 0) et 𝐵(−2𝑘, 0) ; donc un cercle de centre 

𝐶(0, 0) et de rayon 𝑅 = 2𝑘. 

A5. Contrainte de cisaillement maximale 

𝝉𝒎𝒂𝒙 =
|𝝈𝟏−𝝈𝟑|

𝟐
=

|2𝑘+2𝑘|

2
= ±2𝑘  

B1. Tenseur des déformations 

Sachant que : 

𝜺̿ = −
𝝂

𝑬
𝑻𝒓(𝝈̿)𝜹̿ +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈̿    ⇔   𝜺𝒊𝒋 = −

𝝂

𝑬
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈𝒊𝒋 

telle que : 𝜎𝑘𝑘 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = −𝑘 + 2𝑘 − 𝑘 = 0 

D’où : 

• 𝜀11 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎11 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (−𝑘) = −

(1+𝜈)𝑘

𝐸
 

• 𝜀22 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎22 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (2𝑘) =

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
 

• 𝜀33 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎33 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (−𝑘) = −

(1+𝜈)𝑘

𝐸
 

• 𝜀12 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿12 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎12 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 0 +

1+𝜈

𝐸
× (0) = 0 = 𝜀21 

• 𝜀13 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿13 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎13 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 0 +

1+𝜈

𝐸
× (𝑘) =

(1+𝜈)𝑘

𝐸
= 𝜀31 

• 𝜀23 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿23 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎23 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 0 +

1+𝜈

𝐸
× (0) = 0 = 𝜀32 

 𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 −

(1+𝜈)𝑘

𝐸
0

(1+𝜈)𝑘

𝐸

0
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
0

(1+𝜈)𝑘

𝐸
0 −

(1+𝜈)𝑘

𝐸 ]
 
 
 
 

= (
1+𝜈

𝐸
) [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] = (
1+𝜈

𝐸
)𝜎 

Remarque 1 : 𝑻𝒓(𝜺̿) = 𝜺𝒊𝒊 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 =
(1+𝜈)

𝐸
(−𝑘 + 2𝑘 − 𝑘) = 0  Ok. 

Remarque 2 : Sachant que :  𝑮 =
𝑬

𝟐(𝟏+𝝂)
     𝜀̿ =

1

2𝐺
𝜎     ⇔ 𝜀𝑖𝑗 =

1

2𝐺
𝜎𝑖𝑗  

𝜎1 = +2𝑘 𝜎 

𝜏 

O 

−2𝑘 

+2𝑘 

𝜎3 = −2𝑘 𝜎2 = 0 
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B2. Déformations principales 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝜹̿) ∙ 𝒏̅ = 𝟎̅  ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒊 = 𝟎 

avec  𝛿̿ = [𝛿𝑖𝑗]      |     𝛿𝑖𝑗 = 1  𝑠𝑖  𝑖 = 𝑗  𝑒𝑡  𝛿𝑖𝑗 = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≠ 𝑗  (Tenseur de Kronecker). 

D’où la solution non triviale suivante :     𝒅𝒆𝒕(𝝈𝒊𝒋 − 𝜺𝜹𝒊𝒋) = 𝟎 

⇒ 𝑑𝑒𝑡(𝜀𝑖𝑗 − 𝜀𝛿𝑖𝑗) = |(
1+𝜈

𝐸
) [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − 𝜀 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]| = 0 

= |
|

−
(1+𝜈)𝑘

𝐸
− 𝜀 0

(1+𝜈)𝑘

𝐸

0
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
− 𝜀 0

(1+𝜈)𝑘

𝐸
0 −

(1+𝜈)𝑘

𝐸
− 𝜀

|
|=0  

⇒ (
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
− 𝜀) [(−

(1+𝜈)𝑘

𝐸
− 𝜀)

2

− (
(1+𝜈)𝑘

𝐸
)
2

] = 0 

⇒ 𝜀 (
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
− 𝜀) (

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
+ 𝜀) = 0 

⇒ 

{
 

 𝜀1 = +
2(1+𝜈)𝑘

𝐸

𝜀2 = 0              

𝜀3 = −
2(1+𝜈)𝑘

𝐸

   (𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3) 

Type de sollicitation : 

𝜀1 + 𝜀3 = 0  &    𝜀2 = 0  ⇒  Cisaillement pur 

Autre approche : 

Sachant que : {
𝜎1 = 2𝑘   
𝜎2 = 0      
𝜎3 = −2𝑘

     (𝑁/𝑚𝑚2)       𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = [
2𝑘 0 0
0 0 0
0 0 −2𝑘

]    (𝑁/𝑚𝑚2) 

telles que :  𝜎𝑘𝑘 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 2𝑘 + 0 − 2𝑘 = 0     &  {

𝜀1 = 𝜀11
𝜀2 = 𝜀22
𝜀3 = 𝜀33

 

D’où : 

• 𝜀11 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎11 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (2𝑘) =

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
 

   𝜀1 =
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
 Ok. 

• 𝜀22 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎22 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (0) = 0 

   𝜀2 = 0  Ok. 

• 𝜀33 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎33 = −

𝜈

𝐸
× (0) × 1 +

1+𝜈

𝐸
× (−2𝑘) = −

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
 

   𝜀3 = −
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
  Ok. 
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B3. Directions principales des déformations 

Elles sont déterminées comme suit : 

(𝜺̿ − 𝜺𝒑𝜹̿) ∙ 𝒏̅𝒑 = 𝟎̅  ⇔  (𝜺𝒊𝒋 − 𝜺𝒑𝜹𝒊𝒋)(𝒏𝒑)𝒊
= 𝟎 

• 𝜀1 =
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
    𝑛̅1 = 𝑙1𝑥̅1 +𝑚1𝑥̅2 + 𝑛1𝑥̅3 = {𝑙1   ; 𝑚1   ; 𝑛1} 

[(
1+𝜈

𝐸
) [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − (
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

 [(
(1+𝜈)𝑘

𝐸
) [
−1 0 1
0 2 0
1 0 −1

] − (
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

 [[
−1 0 1
0 2 0
1 0 −1

] − (2) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}   [

−3 0 1
0 0 0
1 0 −3

] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
}  

 {

−3𝑙1 + 0𝑚1 + 𝑛1 = 0     (𝑎)
0𝑙1 + 0𝑚1 + 0𝑛1  = 0     (𝑏)
𝑙1 + 0𝑚1 − 3𝑛1    = 0     (𝑐)

  &  𝑙1
2 +𝑚1

2 + 𝑛1
2 = 1    (𝑑) 

(𝑏)    Solution indéterminée 

(𝑎)   𝑛1 = 3𝑙1 

(𝑐)   𝑙1 = 3𝑛1 

 𝑙1 = 𝑛1 = 0 

(𝑑)   𝑚1
2 = 1   𝑚1 = 1  (𝜎1 = 2𝑘 ≥ 0) 

 𝑛̅1 = 0𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 0𝑥̅3  𝑛̅1 = (0   ; 1   ; 0)  Ok. 

• 𝜀2 = 0 ⇒ 𝑛̅2 = 𝑙2𝑥̅1 +𝑚2𝑥̅2 + 𝑛2𝑥̅3 = {𝑙2   ; 𝑚2   ; 𝑛2} 

[(
1+𝜈

𝐸
) [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − (0) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

}  = {
0
0
0
}  

 [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
}   [

−1 0 1
0 2 0
1 0 −1

] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

} = {
0
0
0
} 

 {

−𝑙2 + 0𝑚2 + 𝑛2 = 0         (𝑎)

0𝑙2 + 2𝑚2 + 0𝑛2 = 0        (𝑏)
    𝑙2 + 0𝑚2 − 𝑛2 = 0         (𝑐)

      &  𝑙2
2 +𝑚2

2 + 𝑛2
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎) 𝑜𝑢 (𝑐) :  𝑙2 = 𝑛2 

(𝑏) :    𝑚2 = 0  

(𝑑) ∶   2𝑙2
2 = 1   𝑙2 = 1 √2⁄    𝑛2 = 1 √2⁄  
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 𝑛̅2 =
√2

2
𝑥̅1 + 0𝑥̅2 +

√2

2
𝑥̅3    𝑛̅2 = (√

2

2
   ; 0   ;

√2

2
) 

• 𝜀3 = −
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
    𝑛̅3 = 𝑙3𝑥̅1 +𝑚3𝑥̅2 + 𝑛3𝑥̅3 = {𝑙3   ; 𝑚3   ; 𝑛3} 

[(
1+𝜈

𝐸
) [
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

] − (−
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

}  = {
0
0
0
}  

 [(
(1+𝜈)𝑘

𝐸
) [
−1 0 1
0 2 0
1 0 −1

] − (−
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

}  = {
0
0
0
}  

 [[
−1 0 1
0 2 0
1 0 −1

] + (2) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]] {
𝑙2
𝑚2

𝑛2

}  = {
0
0
0
}   [

1 0 1
0 4 0
1 0 1

] {
𝑙3
𝑚3

𝑛3

} = {
0
0
0
} 

 {

𝑙3 + 0𝑚3 + 𝑛3 = 0           (𝑎)
0𝑙3 + 4𝑚3 + 0𝑛3  = 0      (𝑏)
   𝑙3 + 0𝑚3 + 𝑛3 = 0         (𝑐)

   &  𝑙3
2 +𝑚3

2 + 𝑛3
2 = 1    (𝑑) 

(𝑎) 𝑜𝑢 (𝑐)  𝑙3 = −𝑛3 

(𝑏)    𝑚3 = 0 

(𝑑)    2𝑙3
2 = 1   𝑙3 = 1 √2⁄       𝑛3 = −1 √2⁄  

 𝑛̅3 =
√2

2
𝑥̅1 + 0𝑥̅2 −

√2

2
𝑥̅3  𝑛̅3 = (

√2

2
   ; 0   ; −

√2

2
) 

Autre approche : 

  𝒏̅𝟑 = 𝒏̅𝟏 ∧ 𝒏̅𝟐 |   𝑛̅1 = (0   ; 1   ; 0)   &  𝑛̅2 = (√
2

2
   ; 0   ;

√2

2
) 

 𝑛̅3 = 𝑛̅1 ∧ 𝑛̅2 = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
0 1 0
√2

2
0

√2

2

| 

                  = (1 ×
√2

2
− 0 × 0) 𝑖̅ − (0 ×

√2

2
−
√2

2
× 0) 𝑗̅ + (0 × 0 −

√2

2
× 1) 𝑘̅ 

    =
√2

2
𝑖̅ − 0𝑗̅ −

√2

2
𝑘̅   

 𝑛̅3 = (
√2

2
   ; 0   ; −

√2

2
)  Ok. 

Nota : Les contraintes principales et les déformations principales ont les mêmes 

directions. 
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B4. Illustration graphique via GeoGebra 
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B5. Tricercle de Mohr des déformations 

 

L’état des déformations étant cylindrique, le tricercle de Mohr des déformations se réduit 

donc à un seul cercle défini par les points 𝐴(+
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
, 0) et 𝐵(−

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
, 0) ; donc un cercle 

de centre 𝐶(0, 0) et de rayon 𝑅 =
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
.  

B6. Distorsion maximale  

(
𝜸

𝟐
)
𝒎𝒂𝒙

=
|𝜺𝟏−𝜺𝟑|

𝟐
=

1

2
|(+

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
) − (−

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
)| = |

2(1+𝜈)

𝐸
| = ±

2(1+𝜈)𝑘

𝐸
   

⇒  𝛾𝑚𝑎𝑥 = ±
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
 

 

 

  

𝜀1 = +
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
  𝜀 

𝛾

2
 

O 

−
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
  

+
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
  

 

𝜀3 = −
2(1+𝜈)𝑘

𝐸
  𝜀2 = 0 




