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A. (12 pts.) Soit le champ de déplacement défini en un point d’un solide élastique isotrope :

u; = k(x; — x3)
7.7, uz = k(xl + x3) / (fll 9?2, 323)1
us = k(x; + x3)

ou k > 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.

Construire le tenseur des déformations & = [eij] correspondant, puis déterminer le tenseur des con-

traintes & = [o;;] résultant de la sollicitation appliquée.

B. (8 pts.) Soit le tenseur des contraintes appliqué au méme point du solide élastique isotrope consi-
déré ci-dessus:

0 kK O
g = [aij] =2G lk 0 k] (N/mm?),
0 kK O

ou G désigne le module de cisaillement du matériau.

Construire le tenseur des déformations & = [si j] résultant de la sollicitation appliquée, puis déduire la
(ou les) relation (s) possible (s) entre les parameétres de comportement utilisés (4, u, E, v, K, G).

N.B. Seules les notes de cours sont autorisées.
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INT-1 - Rhéologie des sols (09/03/2026)

Corrigé
Partie A
A1l. Tenseur des déformations
Il est défini comme suit :
€11 €12 €13
£= (SU) = [€21 €22 &3 / (%1, %3, X3)
€31 €32 €33
tel que :
= 1, g, C1fou; | dw\ 1
= [grad@) + ‘grad@] o &j =3 (a_x, + 0_xi> =2 (wij + ;)
D’ou :
=10 %) = 0m
¢ 811 - 2 (6x1 + ax1 - axl -
1(%u2 6&) = v _
¢ 822 - 2 (axz + axz - axz -
1(%us %) = dus _
¢ 833 - 2 (aX3 a.X'3 - 8x3 -
1(0u ou 1
TR s ) R CRIOR LI CED
L2y ) L iy =0 (=
o as=3(52438) =2 (-k+k) =0 (=e3)
(2 y 25 1 e (-
o en=;(3242E) =kt =k (=&
0 kK O
= g=[gj]=|k 0 Kk (#6)
0 kK O
Remarque: Tr(€) =&y =¢€11+&3 +633 =0 =  Tenseur déviatorique

A2. Tenseur des contraintes
1¢re Solution

Sachant que:
o= ATT'(?)? + 2M§ (= o-ij = llskk&-j + 2[18,-,-

telleque:Tr(&) =& = €11+ €22 + 633 =04+04+0=0

D’ou :

o 011 =AX(g1+ &+ E33) X811 +2UuXE; =AX0X1+2ux0=0

o 0y =AX (g1 F €+ E33) X Ty +2UXEp =AX0X1+2uXx0=0

o 033 =AX (g1 + & +6E33) X33 +2UXe33=AX0Xx14+2ux0=0

o 0, =AX (g1 + 6y +8E33) X8, +2UXE, =AX0X0+2ux (k) =2uk (=0y)
o 03 =AX (g1 +6E+6E33) X8 3+2uXe3=AX0X04+2ux(0)=0 (=o03;)

L 0'23:AX(Sll‘l‘gzz+€33)X623+2‘UX€23:AXOXO'FZ‘UX(k):Z‘uk (20_32)
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0 kK O
= o=[o;]=2n|lk 0 k (#6) = 0=2uf & 0y =2ug;
0 kK O

Remarque1l: Tr(6) = oy, = 041 + 0y, + 033 =0 = Tenseur déviatorique

Remarque 2: Sachantque:Tr(§) =g, =0 = aJ=2us & 0ij = 21E;;
0 kK O
= &=o;|=2ulk 0 k Ok.
0 kK O
2éme Solution
Sachant que :
o= KTT(?:)? + 2Ge = 0;j = Kekkaij + ZGe,-]-
= = 1, == 1
e=¢— ETr(s)é‘ S ejj = &;j — Eekk&-j

telleque:Tr(&) = e = €11 + €22+ 633 =04+04+0=0

D’ou:

° 311=311_§(511+322+533)X611=0—§(0)X1=0

°* € :gzz—§(511+522+533)><522 :0—§(0)X1:0

* €33 :‘933—§(511+522+533)X533 :0—§(0)X1:0

® €12 =¢&p —§(€11 + &2 +E33) X8 =k —é(O) X 0=k (=ez)
® e13=é&3 —§(511 + &2z +&33) X813 =10 —%(0) X 0=0 (=e3)
® €33 = &3~ %(511 + &2 +E33) X 03 =k —%(O) x 0=k (=e3)

0 k 0
= 5=[el~j]=[k 0 k] > &=%
0 k 0

o 0-11:KX(gll+€22+€33)X611+ZGX611:KX(O)X1+2GXO:0

o 0-22:KX(811+822+€33)X622+ZGX922:KX(O)Xl‘l‘ZGXO:O

L 033=KX(811+€22+833)X533+26X633=KX(O)X1+ZGX0=O

L 012=KX(Ell+€22+833)X512+20X€12=KX(O)XO+ZGXk=ZGk (=O-21)
L 013=KX(Ell+€22+833)X513+26X€13=KX(O)XO+ZGX0=O (=O-31)

o 0'23:KX(811+822+€33)X623+ZGX923:KX(O)XO‘l‘ZGXkZZGk (20_32)

0 kK O
0 kK O

Remarque1l: Tr(o) = oy = 011 + 055 + 033 =0 = Tenseur déviatorique
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Remarque 2: Sachantque:Tr(€) =g, =0 =
=

0 k 0
= 5=[aij]=26[k 0 k] Ok.

Partie B
B1. Tenseur des déformations
1¢re Solution
Sachant que :
E=—Tr(@)8+—0 © &=—10ud;+ =0y

telle que: oy = 091 + 05, + 033 =0+0+0=0

D’ou:

. en=—%x(011+022+a33)x611+1;—v><011=—%x0x1+1;—vx0=0

o 822=—%x(0'11+022+033)><622+1Eﬂ><0'22=—%x0><1+1Eﬂ><0=0

o 833=—%x(0'11+022+033)><633+1Eﬂ><0'33=—%x0><1+1Eﬂ><0=0

o 812=—%x(011+022+a33)><512+1;—v><012=—%><0><0+1;—v><k=1;—v2Gk (= 021)

. 513=—%x(011+022+a33)x613+1;—v><013=—%x0x0+1;—vx0=0 (= 031)

. 823=—gx(011+022+a33)><623+1Eﬂ><023=—%x0x0+1Eﬂxk=1EﬂZGk (= 033)
0 kK O 0 kK O

= §=[£i]-]=1—;’<2(}k 0 k>= k 0 k] (#6) = F="25F & g =g,
0 kK O 0 kK O

Remarquel: Tr(e) =&, =¢€11 +&,+633=0 = Tenseur déviatorique

Remarque 2: Sachantque:Tr(0) =0y, =0 = §=?5 S ?O’U
- 0 £k O 0 kK O
= &=[gy]=—(26|k 0 Kk[|=|k 0 k Ok.
0 £k O 0 kK O
2¢éme Solution :
Sachant que:
- 1 —5, 1= 1 1
& = ETT'(O’)S"‘ES (= 8,-]- = ﬁakk(sij +Esi]'

1

I
5= a—gTr(a)é‘ = Sy =0y —3

o'kkaij
telleque:Tr(6) = oy, =041+ 05, + 033 =0+0+0=0
D’ou:

1 1
® S11 =011 _§(011 + 0y +033) X 611 = 0—5(0) X 1=0
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o 522=Uzz—§(011+022+033)><522=0—§(0)X1=0

o 533:033—§(011+022+033)X533:0—§(0)><1=0

® S12 =012~ §(011 + 032 + 033) X 615 = 2Gk —%(0) X 0=2Gk (= 521)
® S13 =013~ §(011 + 032 + 033) X 613 =0 — %(0) X0=0 (=s31)

® Sy3 = 033 _é(an + 022 + 033) X 833 = 2Gk — g(O) X 0=2Gk (= e3z)

0 k£ O
= S=[s;]=26lk 0 kK| = 5§=¢
0 kK O
D’ou:
1 1 1 1
. 511=3_KX(011+022+U33)X511+§X511=3_KX(O)X1+EX(0)=O

* 522=3iKX(011+022+033)X522+%XS22=3%X(0)X1+%X(0)=0

. 333=$x(011+022+a33)x633+%><s33=§x(0)x1+%x(0)=0

o 312=$x(011+022+a33)><612+%><512=§X(O)XO+%X(2Gk)=k (= &21)
* 513=3iKX(011+022+033)X513+%XS13=3%X(O)XO+%X(0)=O (= €31)

1

o 823=3KX(011+022+0-33)X623+%x523=3iKX(0)XO+%X(ZGk)=k (=€32)
0 kK O

= g=[gj]=|k 0 Kk Ok.
0 kK O

Remarque1l: Tr(e) =& =¢&11 + & +633 =0 = Tenseur déviatorique

Remarque 2: Sachantque:Tr(6) =0y, =0 = §=0 ©  s;=0;

ewiesfef )

B2. Parametres de comportement

1 = 1
o Eij=

J
o
Il
Q | =
%]
Il
I
g

Les relations possibles entre les parametres de comportement utilisés ci-dessus sont les suivantes :

e Sachantque: & =2ué & 0 =2G¢ > u=G (#1)
= = = 1+v = E
e Sachantque: o =2G¢ & E=—0 = G = 20 (#1)

—S.: = —0;:
2¢6°Y 26
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