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A. (12 pts.) Soit le champ de déplacement défini en un point d’un solide élastique isotrope : 

𝑢̅  {

𝑢1 = 𝑘(𝑥2 − 𝑥3)

𝑢2 = 𝑘(𝑥1 + 𝑥3)

𝑢3 = 𝑘(𝑥1 + 𝑥2)
  / (𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique. 

Construire le tenseur des déformations  𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] correspondant, puis déterminer le tenseur des con-

traintes 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] résultant de la sollicitation appliquée.  

 

B. (8 pts.) Soit le tenseur des contraintes appliqué au même point du solide élastique isotrope consi-

déré ci-dessus : 

𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = 2𝐺 [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]  (𝑁/𝑚𝑚2), 

où 𝐺 désigne le module de cisaillement du matériau.  

Construire le tenseur des déformations  𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] résultant de la sollicitation appliquée, puis déduire la 

(ou les) relation (s) possible (s) entre les paramètres de comportement utilisés (𝜆, 𝜇, 𝐸, 𝜈, 𝐾, 𝐺). 

 

 
 

N.B.  Seules les notes de cours sont autorisées. 

Bonne chance 

Prof. Mohamed Khemissa  
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INT-1 - Rhéologie des sols (09/03/2026) 

Corrigé 
 
Partie A 

A1. Tenseur des déformations 

Il est défini comme suit : 

𝜀̿ = (𝜀𝑖𝑗) = [

𝜀11 𝜀12 𝜀13

𝜀21 𝜀22 𝜀23

𝜀31 𝜀32 𝜀33

]  / (𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3) 

tel que : 

𝜺̿ =
𝟏

𝟐
[𝒈𝒓𝒂𝒅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝒖̅) + 𝒈𝒓𝒂𝒅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝒖̅)𝒕 ]  ⇔  𝜺𝒊𝒋 =

𝟏

𝟐
(

𝝏𝒖𝒊

𝝏𝒙𝒋
+

𝝏𝒖𝒋

𝝏𝒙𝒊
) =

𝟏

𝟐
(𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒋,𝒊) 

D’où : 

• 𝜀11 =
1

2
(

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
) =

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
= 0 

• 𝜀22 =
1

2
(

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
) =

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
= 0 

• 𝜀33 =
1

2
(

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
) =

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
= 0 

• 𝜀12 =
1

2
(

𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
) =

1

2
(𝑘 + 𝑘) = 𝑘       (= 𝜀21) 

• 𝜀13 =
1

2
(

𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥1
) =

1

2
(−𝑘 + 𝑘) = 0       (= 𝜀31) 

• 𝜀23 =
1

2
(

𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
) =

1

2
(𝑘 + 𝑘) = 𝑘       (= 𝜀32) 

⇒ 𝜺̿ = [𝜺𝒊𝒋] = [
𝟎 𝒌 𝟎
𝒌 𝟎 𝒌
𝟎 𝒌 𝟎

]   (#6) 

Remarque :  𝑻𝒓(𝜺̿) = 𝜺𝒌𝒌 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0     ⇒ Tenseur déviatorique 

A2. Tenseur des contraintes 

1ère Solution 

Sachant que : 

𝝈̿ = 𝝀𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿ + 𝟐𝝁𝜺̿   ⇔   𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋 

telle que : 𝑇𝑟(𝜀)̿ = 𝜀𝑘𝑘 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0 + 0 + 0 = 0 

D’où : 

• 𝜎11 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 + 2𝜇 × 𝜀11 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × 0 = 0 

• 𝜎22 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 + 2𝜇 × 𝜀22 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × 0 = 0 

• 𝜎33 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 + 2𝜇 × 𝜀33 = 𝜆 × 0 × 1 + 2𝜇 × 0 = 0 

• 𝜎12 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿12 + 2𝜇 × 𝜀12 = 𝜆 × 0 × 0 + 2𝜇 × (𝑘) = 2𝜇𝑘       (= 𝜎21) 

• 𝜎13 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿13 + 2𝜇 × 𝜀13 = 𝜆 × 0 × 0 + 2𝜇 × (0) = 0       (= 𝜎31) 

• 𝜎23 = 𝜆 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿23 + 2𝜇 × 𝜀23 = 𝜆 × 0 × 0 + 2𝜇 × (𝑘) = 2𝜇𝑘       (= 𝜎32) 
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⇒ 𝝈̿ = [𝝈𝒊𝒋] = 𝟐𝝁 [
𝟎 𝒌 𝟎
𝒌 𝟎 𝒌
𝟎 𝒌 𝟎

]  (#6) ⇒  𝜎 = 2𝜇𝜀  ̿   ⇔  𝜎𝑖𝑗 = 2𝜇𝜀𝑖𝑗  

Remarque 1 : 𝑻𝒓(𝝈̿) = 𝝈𝒌𝒌 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 0 ⇒ Tenseur déviatorique 

Remarque 2 :  Sachant que : 𝑇𝑟(𝜀)̿ = 𝜀𝑘𝑘 = 0     ⇒ 𝜎 = 2𝜇𝜀  ̿  ⇔  𝜎𝑖𝑗 = 2𝜇𝜀𝑖𝑗 

    ⇒ 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = 2𝜇 [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]  Ok. 

2ème Solution 

Sachant que : 

𝝈̿ = 𝑲𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿ + 𝟐𝑮𝒆̿    ⇔   𝝈𝒊𝒋 = 𝑲𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝑮𝒆𝒊𝒋 

𝒆̿ = 𝜺̿ −
𝟏

𝟑
𝑻𝒓(𝜺̿)𝜹̿    ⇔   𝒆𝒊𝒋 = 𝜺𝒊𝒋 −

𝟏

𝟑
𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 

telle que : 𝑇𝑟(𝜀)̿ = 𝜀𝑘𝑘 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 = 0 + 0 + 0 = 0 

D’où : 

• 𝑒11 = 𝜀11 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑒22 = 𝜀22 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑒33 = 𝜀33 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑒12 = 𝜀12 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿12 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0=k (= 𝑒21) 

• 𝑒13 = 𝜀13 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿13 = 0 −

1

3
(0) × 0=0 (= 𝑒31) 

• 𝑒23 = 𝜀23 −
1

3
(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿23 = 𝑘 −

1

3
(0) × 0=k (= 𝑒32) 

⇒  𝑒̿ = [𝑒𝑖𝑗] = [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]     ⇒ 𝑒̿ = 𝜀  ̿     

D’où :  

• 𝜎11 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿11 + 2𝐺 × 𝑒11 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × 0 = 0 

• 𝜎22 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿22 + 2𝐺 × 𝑒22 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × 0 = 0 

• 𝜎33 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿33 + 2𝐺 × 𝑒33 = 𝐾 × (0) × 1 + 2𝐺 × 0 = 0 

• 𝜎12 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿12 + 2𝐺 × 𝑒12 = 𝐾 × (0) × 0 + 2𝐺 × 𝑘 = 2𝐺𝑘     (= 𝜎21) 

• 𝜎13 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿13 + 2𝐺 × 𝑒13 = 𝐾 × (0) × 0 + 2𝐺 × 0 = 0     (= 𝜎31) 

• 𝜎23 = 𝐾 × (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) × 𝛿23 + 2𝐺 × 𝑒23 = 𝐾 × (0) × 0 + 2𝐺 × 𝑘 = 2𝐺𝑘     (= 𝜎32) 

⇒ 𝝈̿ = [𝝈𝒊𝒋] = 𝟐𝑮 [
𝟎 𝒌 𝟎
𝒌 𝟎 𝒌
𝟎 𝒌 𝟎

]    ⇒  𝜎 = 2𝐺𝜀  ̿  ⇔  𝜎𝑖𝑗 = 2𝐺𝜀𝑖𝑗  

Remarque 1 : 𝑻𝒓(𝝈̿) = 𝝈𝒌𝒌 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 0 ⇒ Tenseur déviatorique 
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Remarque 2 :  Sachant que : 𝑇𝑟(𝜀)̿ = 𝜀𝑘𝑘 = 0 ⇒ 𝑒̿ = 𝜀  ̿   ⇔  𝑒𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗  

            ⇒ 𝜎 = 2𝐺𝑒̿ = 2𝐺𝜀 ̿   ⇔  𝜎𝑖𝑗 = 2𝐺𝑒𝑖𝑗 = 2𝐺𝜀𝑖𝑗  

⇒ 𝜎 = [𝜎𝑖𝑗] = 2𝐺 [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]  Ok. 

Partie B 

B1. Tenseur des déformations 

1ère Solution 

Sachant que : 

𝜺̿ = −
𝝂

𝑬
𝑻𝒓(𝝈̿)𝜹̿ +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈̿   ⇔   𝜺𝒊𝒋 = −

𝝂

𝑬
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈𝒊𝒋 

telle que : 𝜎𝑘𝑘 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 0 + 0 + 0 = 0 

D’où : 

• 𝜀11 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎11 = −

𝜈

𝐸
× 0 × 1 +

1+𝜈

𝐸
× 0 = 0 

• 𝜀22 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎22 = −

𝜈

𝐸
× 0 × 1 +

1+𝜈

𝐸
× 0 = 0 

• 𝜀33 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎33 = −

𝜈

𝐸
× 0 × 1 +

1+𝜈

𝐸
× 0 = 0 

• 𝜀12 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿12 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎12 = −

𝜈

𝐸
× 0 × 0 +

1+𝜈

𝐸
× 𝑘 =

1+𝜈

𝐸
2𝐺𝑘       (= 𝜎21) 

• 𝜀13 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿13 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎13 = −

𝜈

𝐸
× 0 × 0 +

1+𝜈

𝐸
× 0 = 0       (= 𝜎31) 

• 𝜀23 = −
𝜈

𝐸
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿23 +

1+𝜈

𝐸
× 𝜎23 = −

𝜈

𝐸
× 0 × 0 +

1+𝜈

𝐸
× 𝑘 =

1+𝜈

𝐸
2𝐺𝑘       (= 𝜎32) 

⇒ 𝜺̿ = [𝜺𝒊𝒋] =
𝟏+𝝂

𝑬
(𝟐𝑮 [

𝟎 𝒌 𝟎
𝒌 𝟎 𝒌
𝟎 𝒌 𝟎

]) = [
𝟎 𝒌 𝟎
𝒌 𝟎 𝒌
𝟎 𝒌 𝟎

]  (#6) ⇒ 𝜀̿ =
𝟏+𝝂

𝑬
𝜎 ⇔   𝜀𝑖𝑗 =

𝟏+𝝂

𝑬
𝜎𝑖𝑗  

Remarque 1 : 𝑻𝒓(𝜺) = 𝜺𝒌𝒌 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 ≡ 0      ⇒ Tenseur déviatorique 

Remarque 2 :  Sachant que : 𝑇𝑟(𝜎̿) = 𝜎𝑘𝑘 = 0     ⇒ 𝜀̿ =
𝟏+𝝂

𝑬
𝜎  ⇔    𝜀𝑖𝑗 =

𝟏+𝝂

𝑬
𝜎𝑖𝑗  

    ⇒ 𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] =
1+𝜈

𝐸
(2𝐺 [

0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]) = [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]  Ok. 

2ème Solution : 

Sachant que : 

𝜺̿ =
𝟏

𝟑𝑲
𝑻𝒓(𝝈̿)𝜹̿ +

𝟏

𝟐𝑮
𝒔̿   ⇔    𝜺𝒊𝒋 =

𝟏

𝟑𝑲
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏

𝟐𝑮
𝒔𝒊𝒋 

𝒔̿ = 𝝈̿ −
𝟏

𝟑
𝑻𝒓(𝝈̿)𝜹̿   ⇔   𝒔𝒊𝒋 = 𝝈𝒊𝒋 −

𝟏

𝟑
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 

telle que : 𝑇𝑟(𝜎̿) = 𝜎𝑘𝑘 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 = 0 + 0 + 0 = 0 

D’où : 

• 𝑠11 = 𝜎11 −
1

3
(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 
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• 𝑠22 = 𝜎22 −
1

3
(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑠33 = 𝜎33 −
1

3
(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 = 0 −

1

3
(0) × 1=0 

• 𝑠12 = 𝜎12 −
1

3
(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿12 = 2𝐺𝑘 −

1

3
(0) × 0=2𝐺𝑘    (= 𝑠21) 

• 𝑠13 = 𝜎13 −
1

3
(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿13 = 0 −

1

3
(0) × 0=0 (= 𝑠31) 

• 𝑠23 = 𝜎23 −
1

3
(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿23 = 2𝐺𝑘 −

1

3
(0) × 0=2𝐺𝑘 (= 𝑒32) 

⇒  𝑠̿ = [𝑠𝑖𝑗] = 2𝐺 [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]     ⇒ 𝑠̿ = 𝜎     

D’où : 

• 𝜀11 =
1

3𝐾
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿11 +

1

2𝐺
× 𝑠11 =

1

3𝐾
× (0) × 1 +

1

2𝐺
× (0) = 0 

• 𝜀22 =
1

3𝐾
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿22 +

1

2𝐺
× 𝑠22 =

1

3𝐾
× (0) × 1 +

1

2𝐺
× (0) = 0 

• 𝜀33 =
1

3𝐾
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿33 +

1

2𝐺
× 𝑠33 =

1

3𝐾
× (0) × 1 +

1

2𝐺
× (0) = 0 

• 𝜀12 =
1

3𝐾
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿12 +

1

2𝐺
× 𝑠12 =

1

3𝐾
× (0) × 0 +

1

2𝐺
× (2𝐺𝑘) = 𝑘     (= 𝜀21) 

• 𝜀13 =
1

3𝐾
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿13 +

1

2𝐺
× 𝑠13 =

1

3𝐾
× (0) × 0 +

1

2𝐺
× (0) = 0     (= 𝜀31)     

• 𝜀23 =
1

3𝐾
× (𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) × 𝛿23 +

1

2𝐺
× 𝑠23 =

1

3𝐾
× (0) × 0 +

1

2𝐺
× (2𝐺𝑘) = 𝑘     (= 𝜀32) 

⇒ 𝜺̿ = [𝜺𝒊𝒋] = [
𝟎 𝒌 𝟎
𝒌 𝟎 𝒌
𝟎 𝒌 𝟎

]  Ok. 

Remarque 1 : 𝑻𝒓(𝜺) = 𝜺𝒌𝒌 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 ≡ 0      ⇒ Tenseur déviatorique 

Remarque 2 :  Sachant que : 𝑇𝑟(𝜎̿) = 𝜎𝑘𝑘 = 0  ⇒ 𝑠̿ = 𝜎   ⇔  𝑠𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗  

             ⇒ 𝜀̿ =
1

2𝐺
𝑠̿ =

1

2𝐺
𝜎     ⇔ 𝜀𝑖𝑗 =

1

2𝐺
𝑠𝑖𝑗 =

1

2𝐺
𝜎𝑖𝑗  

    ⇒ 𝜀̿ = [𝜀𝑖𝑗] =
1

2𝐺
(2𝐺 [

0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]) = [
0 𝑘 0
𝑘 0 𝑘
0 𝑘 0

]  Ok. 

B2. Paramètres de comportement 

Les relations possibles entre les paramètres de comportement utilisés ci-dessus sont les suivantes : 

• Sachant que : 𝜎 = 2𝜇𝜀  ̿    &  𝜎 = 2𝐺𝜀  ̿  ⇒  𝝁 = 𝑮  (#1) 

• Sachant que : 𝜎 = 2𝐺𝜀  ̿    &  𝜀̿ =
1+𝜈

𝐸
𝜎   ⇒  𝑮 =

𝑬

𝟐(𝟏+𝝂)
  (#1) 

 


