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❑ Comportement élastique des sols et théorie de contact de Hertz

La description du comportement élastique des sols a pour origine la théorie de contact 

de Hertz (1881) entre solides élastiques linéaires.

• Théorie de contact de Hertz (1881)

Lorsqu’une sphère solide percute une surface élastique, la surface

de contact augmente. Le déplacement relatif est proportionnel

à la contrainte moyenne élevée à la puissance deux tiers :

∆𝒍 ~ 𝝈𝒎
𝟐/𝟑

Le module de compressibilité volumique d’un assemblage de

sphères élastiques linéaires en contact est proportionnel à la

racine cubique de la contrainte moyenne résultante :

𝑲 ~ 𝝈𝒎
𝟏/𝟑

Nota : Si les deux sphères sont soumises à une force tangentielle, la contrainte 

tangentielle sur le pourtour de la surface de contact devenait infinie dès lors qu’on 

n’admettait aucun glissement.
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❑ Comportement élastique des sols et théorie de contact de Hertz

• Cas des sols : Forme & Texture

Les grains constituant les sols ne sont pas des sphères parfaites, mais plutôt des 

particules anguleuses pour les sables et sous forme de plaquettes pour les argiles. 

La théorie de contact de Hertz (1881) peut toutefois être utilisée pour caractériser 

le comportement mécanique des sols moyennant adaptation selon la forme et la 

texture des grains qui les composent. 
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❑ Comportement élastique non-linéaire et essais de laboratoire

Les paramètres de comportement élastique des sols (module de Young tangent initial 𝑬𝒊, 

module de déchargement-rechargement 𝑬𝒖𝒓 et coefficient de Poisson initial 𝝂𝒊) peuvent 

être identifiés à partir des essais courants de laboratoire sur les courbes ci-après.

Cependant, cette approche est peu fiable et souvent entachée d’erreurs dues au 

comportement non linéaire des sols, d’une part, et au peu de mesures disponibles au 

début des essais, d’autre part.

Modules de déformation Coefficient de Poisson
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❑ Comportement élastique non-linéaire et essais de laboratoire

La théorie de contact de Hertz permet d’établir les relations suivantes pour les 

paramètres de comportement des sols qu’on peut identifier à partir des essais courants 

de laboratoire.

• Module de Young tangent initial

Le module de Young tangent initial 𝐸𝑖 s’exprime en fonction de la contrainte de 

confinement 𝜎3 par la relation suivante :

𝑬𝒊 = 𝑬𝒐 ∙ 𝒑𝒂 ∙
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒏

(𝐽𝑎𝑛𝑏𝑢, 1963)

avec 𝐸𝑜 = 50 à 500 et 𝑛 = 0.35 à 0.55 (paramètres expérimentaux) et 𝑝𝑎 une 

pression de référence prise égale à la pression atmosphérique.

• Module de déchargement-rechargement

Le module de déchargement-rechargement 𝐸𝑢𝑟 est défini par la relation suivante :

𝑬𝒖𝒓 = 𝑬𝒖𝒓 𝒐 ∙ 𝒑𝒂 ∙
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒎

(𝑊𝑜𝑛𝑔 𝑒𝑡 𝐷𝑢𝑛𝑐𝑎𝑛, 1974)

avec 𝐸𝑢𝑟 𝑜 ≈ 𝐸𝑜 à 3𝐸𝑜 et  m ≈ 𝑛.



❑ Comportement élastique non-linéaire et essais de laboratoire

• Module de compressibilité volumique

Il est admis que le module de compressibilité volumique 𝐾 des sols peut être 

exprimé en fonction de la pression moyenne 𝑝 appliquée par la relation suivante :

𝑲 = 𝑨 ∙ 𝒑𝒂 ∙
𝒑

𝒑𝒂

𝒏

(𝐽𝑎𝑛𝑏𝑢, 1963)

où 𝑝𝑎 désigne la pression atmosphérique, 𝐴 une constante et l’exposant 𝑛 compris 

entre 
1

3
et 2 (𝑛 ≈ 0.4 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑡 𝑛 ≈ 0.5 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑔𝑖𝑙𝑒𝑠).

• Module de cisaillement

Il paraît que le module de cisaillement 𝐺 des sols peut aussi être exprimé comme 

fonction puissance de la pression moyenne 𝑝 par la relation suivante :

𝑮 = 𝑩 ∙ 𝒑𝒂 ∙
𝒑

𝒑𝒂

𝒎

(𝑊𝑟𝑜𝑡ℎ 𝑒𝑡 𝐻𝑜𝑢𝑙𝑠𝑏𝑦, 1985)

où 𝐵 désigne une constante et l’exposant 𝑚 un paramètre similaire à 𝑛.

Si le coefficient de Poisson 𝜈 est constant, alors  𝑚 = 𝑛. 
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❑ Comportement élastique non-linéaire et essais de laboratoire

• Coefficient de Poisson tangent initial

Le coefficient de Poisson tangent initial 𝜈𝑖 peut être exprimé en fonction de la 

contrainte de confinement 𝜎3 par la relation suivante :

𝝂𝒊 = 𝑨 − 𝑩 ∙ 𝒍𝒐𝒈
𝝈𝟑

𝒑𝒂
(𝐽𝑎𝑛𝑏𝑢, 1963)

où 𝐴 et 𝐵 désignent des paramètres expérimentaux.

Remarque : Cette relation est en contradiction avec les résultats théoriques de 

Mindlin (1953) qui considère que le coefficient de Poisson 𝜈 est constant.

• Autres expressions mathématiques pour E et  (i.e.  K et G) 

L’expérience montre que le module de Young 𝐸 et le coefficient de Poisson 𝜈

dépendent de la contrainte de confinement 𝜎3. En conséquence :

𝐄 = ฬ
𝚫𝒒

𝚫𝜺𝟏 𝝈𝟏=𝝈𝟑

et 𝝂 =
𝟏

𝟐
𝟏 − ฬ

𝚫𝜺𝒗

𝚫𝜺𝟏 𝝈𝟏=𝝈𝟑

où 𝑞 = 𝜎1 − 𝜎3 désigne le déviateur de contraintes, 𝜀1 la déformation axiale et

𝜀𝑣 la déformation volumique.



❑ Comportement élastique non-linéaire et essais de laboratoire

Les variations du module de Young 𝐸 et du coefficient de Poisson 𝜈 en fonction de la 

contrainte de confinement 𝜎3 sont généralement des types ci-après, où 𝑎 et 𝑏 sont 

des constantes réelles positives.

Nota : Il faut autant d’essais triaxiaux qu’il y a de paramètres à déterminer.
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𝑬 𝝈𝟑 𝝂 𝝈𝟑

𝑬𝒐 𝝂𝒐

𝑬𝒐 + 𝒂𝝈𝟑 𝝂𝒐 + 𝒂𝝈𝟑

𝑬𝒐 𝝈𝟑
𝒂 𝝂𝒐 𝝈𝟑

𝒂

𝑬𝒐 𝟏 + 𝝈𝟑
𝒂 𝝂𝒐 𝟏 + 𝝈𝟑

𝒂

𝑬𝒐 𝟏 + 𝒃𝝈𝟑
𝒂 𝝂𝒐 𝟏 + 𝒃𝝈𝟑

𝒂

𝑬𝒐 − 𝑬𝟏 − 𝑬𝒐 𝒆−𝒂𝝈𝟑 𝝂𝒐 − 𝝂𝟏 − 𝝂𝒐 𝒆−𝒂𝝈𝟑

Τ𝑬𝒐 + 𝑬𝟏𝒂𝝈𝟑 𝟏 + 𝒂𝝈𝟑 Τ𝝂𝒐 + 𝝂𝟏𝒂𝝈𝟑 𝟏 + 𝒂𝝈𝟑

𝑬𝒐 − 𝑬𝟏 − 𝑬𝒐 𝒕𝒉 𝒂𝝈𝟑 𝝂𝒐 − 𝝂𝟏 − 𝝂𝒐 𝒕𝒉 𝒂𝝈𝟑



Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

FORMULATION DES LOIS DE COMPORTEMENT

ÉLASTIQUE NON-LINÉAIRE

 11M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila



Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 12M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

Il existe deux formulations des lois de comportement élastique non-linéaire, l’une de 

type hypo-élastique et l’autre de type hyper-élastique.

• Formulation de type hypo-élastique

Cette formulation est utilisée pour décrire le comportement des matériaux lorsque 

l’état des contraintes dépend de l’état actuel des déformations et du chemin de 

chargement.

Cette approche consiste à considérer que le taux d’accroissement de contrainte 

dépend non seulement de l’incrément de déformation, mais aussi de la contrainte 

elle-même. Soit donc :

𝒅ന𝝈 = നന𝑪 ന𝝈, ധ𝜺 : 𝒅ധ𝜺 ⇔ 𝒅𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 𝝈𝒎𝒏, 𝜺𝒎𝒏 𝒅𝜺𝒌𝒍

Et inversement :

𝒅ധ𝜺 = നന𝑫 ന𝝈, ധ𝜺 : 𝒅ന𝝈 ⇔ 𝒅𝜺𝒊𝒋 = 𝑫𝒊𝒋𝒌𝒍 𝝈𝒎𝒏, 𝜺𝒎𝒏 𝒅𝝈𝒌𝒍
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❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

Pour la formulation du comportement de type hypo-élastique, on distingue entre 

autres les modèles suivants :

Exemples de modèles de comportement de type hypo-élastique

Modèle Expression Paramètres

Ramberg et Osgood (1943) 𝜺 =
𝝈

𝑬
+ 𝒌

𝝈

𝑬

𝒏

𝑬, 𝒌, 𝒏

Hansen (1963) 𝝈 =
𝜺

𝒂 + 𝒃𝜺
𝒂, 𝒃

Kondner (1963) 𝝈 =
𝜺

𝒂 + 𝒃𝜺
𝒂, 𝒃

Janbu (1963) 𝑬𝒊 = 𝑲𝒉𝒑𝒂

𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒏

𝑲𝒉, 𝒏

Desai et Christian (1977) 𝑮𝒕 = 𝑮𝒊 𝟏 −
𝑹𝒇 𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟐 𝒄∙𝒄𝒐𝒔 𝝋 +𝝈𝟑∙𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝟐

  et   𝝂 = 𝒄𝒔𝒕𝒆 𝝂, 𝒄, 𝝋, 𝑹𝒇, 𝑮𝒊

Zytinski et al. (1978) 𝑲 =
𝟏+𝒆𝒐

𝜿
𝒑      et      𝑮 =

𝟑 𝟏−𝟐𝝂

𝟐 𝟏+𝝂
𝑲 𝒆𝒐, 𝜿, 𝝂

Pastor et al. (1990) 𝑲 =
𝟏+𝒆𝒐

𝜿
𝒑      et      𝑮 = 𝑮𝒐

𝒑

𝒑𝒐
𝒆𝒐, 𝜿, 𝒑𝒐, 𝑮𝒐



❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

• Formulation de type hyper-élastique

On introduit l’énergie potentielle 𝑊 𝜀𝑖𝑗 pour formuler les lois de comportement 

de type hyper-élastique. Pour un matériau élastique isotrope, on peut écrire:

𝑾 = 𝑾(𝑬𝟏, 𝑬𝟐, 𝑬𝟑)

avec :

▪ 𝑬𝟏 = 𝜺𝒊𝒊 = 𝜺𝟏 + 𝜺𝟐 + 𝜺𝟑

▪ 𝑬𝟐 =
𝟏

𝟐
𝜺𝒊𝒊𝜺𝒋𝒋 − 𝜺𝒊𝒋𝜺𝒋𝒊 = 𝜺𝟏𝜺𝟐 + 𝜺𝟐𝜺𝟑 + 𝜺𝟑𝜺𝟏

▪ 𝑬𝟑 = ധ𝜺 = 𝜺𝟏𝜺𝟐𝜺𝟑

où 𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 désignent les déformations principales respectivement majeure, 

intermédiaire et mineure.

Comme : 𝝈𝒊𝒋 =
𝝏𝑾

𝝏𝜺𝒊𝒋

⇒ 𝝈𝒊𝒋 =
𝝏𝑾

𝝏𝑬𝟏

𝝏𝑬𝟏

𝝏𝜺𝒊𝒋
+

𝝏𝑾

𝝏𝑬𝟐

𝝏𝑬𝟐

𝝏𝜺𝒊𝒋
+

𝝏𝑾

𝝏𝑬𝟑

𝝏𝑬𝟑

𝝏𝜺𝒊𝒋
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❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

Inversement, on peut introduire l’énergie complémentaire Ω 𝜎𝑖𝑗 et l’on peut 

écrire:

𝛀 = 𝛀(𝑰𝟏, 𝑰𝟐, 𝑰𝟑)

avec :

▪ 𝑰𝟏 = 𝝈𝒊𝒊 = 𝝈𝟏 + 𝝈𝟐 + 𝝈𝟑

▪ 𝑰𝟐 =
𝟏

𝟐
𝝈𝒊𝒊𝝈𝒋𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝝈𝒋𝒊 = 𝝈𝟏𝝈𝟐 + 𝝈𝟐𝝈𝟑 + 𝝈𝟑𝝈𝟏

▪ 𝑰𝟑 = ന𝝈 = 𝝈𝟏𝝈𝟐𝝈𝟑

où 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 désignent les contraintes principales respectivement majeure, 

intermédiaire et mineure.

Comme : 𝜺𝒊𝒋 =
𝝏𝛀

𝝏𝝈𝒊𝒋

⇒ 𝜺𝒊𝒋 =
𝝏𝛀

𝝏𝑰𝟏

𝝏𝑰𝟏

𝝏𝝈𝒊𝒋
+

𝝏𝛀

𝝏𝑰𝟐

𝝏𝑰𝟐

𝝏𝝈𝒊𝒋
+

𝝏𝛀

𝝏𝑰𝟑

𝝏𝑰𝟑

𝝏𝝈𝒊𝒋
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❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

D’où, l’on peut écrire :

ന𝝈 = നന𝑪 ധ𝜺 : ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 𝜺𝒎𝒏 𝜺𝒌𝒍

ou inversement :

ധ𝜺 = നന𝑫 ന𝝈 : ന𝝈 ⇔ 𝜺𝒊𝒋 = 𝑫𝒊𝒋𝒌𝒍 𝝈𝒎𝒏 𝝈𝒌𝒍

où  നന𝑪 ധ𝜺 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 𝜺𝒎𝒏 désigne le tenseur de souplesse et  നന𝑫 ന𝝈 = 𝑫𝒊𝒋𝒌𝒍 𝝈𝒎𝒏

le tenseur de compliance qui dépendent respectivement de l’état actuel des 

déformations et des contraintes. 

Nota : Les paramètres constitutifs des tenseurs de souplesse et de compliance 

doivent satisfaire aux principes de la thermodynamique et ne pas produire de 

dissipation d’énergie au cours des cycles de chargement-déchargement. Dans ces 

conditions,  le modèle obtenu est isotrope, réversible et indépendant du trajet de 

chargement.
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❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

Exemple : Le module de Young 𝐸 peut être remplacé par une fonction des invariants 

de contraintes 𝑓𝐸(𝐼1, 𝐼2 𝐼3) tel que :

𝜺𝒊𝒋 =
𝟏+𝝂

𝒇𝑬 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑
𝝈𝒊𝒋 −

𝝂

𝒇𝑬 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋

De même, le coefficient de Poisson 𝜈 peut être remplacé par une fonction des 

invariants de contraintes 𝑓𝜈(𝐼1, 𝐼2 𝐼3) tel que :

𝜺𝒊𝒋 =
𝟏+𝒇𝝂 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑

𝑬
𝝈𝒊𝒋 −

𝒇𝝂 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑

𝑬
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋

ou bien la combinaison des deux :

𝜺𝒊𝒋 =
𝟏+𝒇𝝂 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑

𝒇𝑬 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑
𝝈𝒊𝒋 −

𝒇𝝂 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑

𝒇𝑬 𝑰𝟏,𝑰𝟐 𝑰𝟑
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋

Nota : On peut aussi construire des modèles de comportement de type hyper-

élastique en remplaçant les modules 𝐾 et 𝐺 par des fonctions des invariants 𝐸1, 𝐸2

et 𝐸3.



❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

Pour la formulation du comportement de type hyper-élastique, on distingue entre 

autres les modèles suivants :

Exemples de modèles de comportement de type hyper-élastique

Modèle Expression Paramètres

Boyce (1980)
𝑲 =

𝑲𝟏𝒑𝟏−𝒏

𝟏 − 𝟏 − 𝒏
𝑲𝟏

𝟔𝑮𝟏

𝒒
𝒑

𝟐
𝒆𝒕 𝑮 = 𝑮𝟏𝒑𝟏−𝒏

𝑲𝟏, 𝑮𝟏, 𝒏

Loret (1980) 𝑬 = 𝑬𝒐𝒑𝒂

𝒑

𝒑𝒂

𝟐

𝟏 +
𝑲

𝟑𝑮

𝒒

𝒑

𝟐
𝟏−𝒏

𝟐

𝒆𝒕 𝝂 = 𝒄𝒔𝒕𝒆 𝑬𝒐, 𝝂, 𝒏

Lade et Nelson (1987) 𝑬 = 𝑴𝒑𝒂

𝑰𝟏

𝒑𝒂

𝟐

+ 𝟔
𝟏 + 𝝂

𝟏 − 𝟐𝝂

𝑱𝟐

𝒑𝒂
𝟐

𝝀

𝒆𝒕 𝝂 = 𝒄𝒔𝒕𝒆
𝝂, 𝑴, 𝝀, 𝒑𝒂

Molenkamp (1988) 𝑲 =
𝟏

𝟑

𝒑𝒂

𝑨𝒑

𝑰𝟏

𝟑𝒑𝒂

𝟏−𝑷

𝒆𝒕 𝑮 =
𝑹𝒑𝒂

𝟑𝑨𝒑

𝑰𝟏

𝟑𝒑𝒂

𝟏−𝑷
𝑨, 𝑷, 𝑹

Prevost (1990) 𝑲 = 𝑲𝒐

𝒑

𝒑𝒂

𝒏

𝒆𝒕 𝑮 = 𝑮𝒐

𝒑

𝒑𝒂

𝒏

𝑲𝒐, 𝑮𝒐, 𝒏
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❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

• Fonctions mathématiques de base : Exemple de tracé via MatLab (ChatGPT)
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Fonctions mathématiques

- Hyperbole : 𝑦 =
1

𝑥

- Parabole : 𝑦 = 𝑥2

- Logarithme : 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔 𝑥

- Exponentielle : 𝑦 = 𝑒𝑥



❑ Formulation des lois de comportement élastique non-linéaire

• Fonctions mathématiques de base : Exemple de tracé via MatLab (ChatGPT)
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❑ Application aux modèles hyperboliques

Pour l’analyse du comportement élastique non-linéaire des sols, certains modèles sont 

mathématiquement basés sur une représentation de la relation contrainte-déformation 

à partir d’une courbe hyperbolique ou parabolique. Ce genre de loi de comportement est 

défini en tout point matériel par un module de Young tangent 𝑬𝒕 et un coefficient de 

Poisson tangent 𝝂𝒕. 

• Considérations générales

La relation incrémentale de comportement s’écrit alors sous la forme suivante :

𝒅ധ𝜺 = −
𝝂𝒕

𝑬𝒕
𝑻𝒓 𝒅ന𝝈 ന𝜹 +

𝟏+𝝂𝒕

𝑬𝒕
𝒅ന𝝈 ⇔ 𝒅𝜺𝒊𝒋 = −

𝝂𝒕

𝑬𝒕
𝒅𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏+𝝂𝒕

𝑬𝒕
𝒅𝝈𝒊𝒋

Pour un essai triaxial classique, il vient de suite :

𝒅 𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝑬𝒕𝒅𝜺𝟏 ;     𝒅𝜺𝟑 = −𝝂𝒕𝒅𝜺𝟏 ;     𝒅𝜺𝒗 = 𝟏 − 𝟐𝝂𝒕 𝒅𝜺𝟏

L’identification des paramètres 𝐸𝑡 et 𝜈𝑡 s’effectue par calage successif sur les 

courbes expérimentales. On obtient ainsi une suite de valeurs selon le niveau de 

contraintes.



❑ Application aux modèles hyperboliques

Une autre façon simple de procéder consiste à approximer ces courbes par des 

fonctions mathématiques. En effet, les courbes expérimentales présentent des 

allures d’hyperbole ou de parabole, de fonction logarithmique ou exponentielle.

La loi hyperbolique de Kondner (1963) est à la base des modèles, dits modèles 

hyperboliques, dont le plus connu est le modèle quasi-linéaire de Duncan et Chang 

(1970) et ses versions ultérieures.
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❑ Application aux modèles hyperboliques

• Loi hyperbolique de Kondner (1963)

La courbe de cisaillement triaxial 𝜎1 − 𝜎3 , 𝜀1 est approximée par l’hyperbole 

d’équation :

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 =
𝜺𝟏

𝒂 + 𝒃𝜺𝟏
(𝐾𝑜𝑛𝑑𝑛𝑒𝑟, 1963)

où 𝑎 et 𝑏 désignent des constantes expérimentales.

Ces constantes se déterminent aisément comme suit :

• 𝑬𝒊 = ฬ
𝒅 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝒅𝜺𝟏 𝜺𝟏=𝟎
=

𝒅

𝒅𝜺𝟏
ฬ

𝜺𝟏

𝒂+𝒃𝜺𝟏 𝜺𝟏=𝟎
= ฬ

𝒂

𝒂+𝒃𝜺𝟏
𝟐

𝜺𝟏=𝟎
=

𝟏

𝒂

⇒     𝑬𝒊 =
𝟏

𝒂
(𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑌𝑜𝑢𝑛𝑔 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙) ⇒     𝒂 =

𝟏

𝑬𝒊

• 𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕 = 𝒍𝒊𝒎
𝜺𝟏→∞

𝜺𝟏

𝒂+𝒃𝜺𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝜺𝟏→∞

𝟏
𝒂

𝜺𝟏
+𝒃

=
𝟏

𝒃

⇒     𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕 =
𝟏

𝒃
(𝐷é𝑣𝑖𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑢𝑙𝑡𝑖𝑚𝑒) ⇒     𝒃 =

𝟏

𝝈𝟏−𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕
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𝝈𝟏 − 𝝈𝟑

𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

𝑬𝒊



❑ Application aux modèles hyperboliques

• Loi hyperbolique de Kondner (1963)

Soit donc :

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 =
𝜺𝟏

𝟏
𝑬𝒊

+
𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

⇒
𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑
=

𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕
+

𝟏

𝑬𝒊

• Modèles dérivés : Duncan et Chang (1970), Kulhawy et Duncan (1972), 

Duncan et al. (1980).
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

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑

𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

𝑬𝒊

Courbe de cisaillement

𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑

𝜺𝟏

𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

𝟏

𝑬𝒊 

Courbe transformée



❑ Application aux modèles hyperboliques

• Modèle de Duncan et Chang (1970)

Sachant que :

𝑬𝒕 =
𝒅 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝒅𝜺𝟏
=

𝒅

𝒅𝜺𝟏

𝜺𝟏

𝒂+𝒃𝜺𝟏
=

𝒂

𝒂+𝒃𝜺𝟏
𝟐

et que :

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 =
𝜺𝟏

𝒂+𝒃𝜺𝟏
⇒ 𝜺𝟏 =

𝒂∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟏−𝒃∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

Soit alors :

𝑬𝒕 =
𝒂

𝒂+𝒃
𝒂∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟏−𝒃∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟐 =
𝟏

𝒂
𝟏 − 𝒃 ∙ 𝝈𝟏 − 𝝈𝟑

𝟐

D’où : 𝑬𝒕 = 𝑬𝒊 𝟏 −
𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝝈𝟏−𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

𝟐

tel que :  𝑬𝒊 = 𝑲𝒉𝒑𝒂
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒏

(𝐽𝑎𝑛𝑏𝑢, 1963)

avec  𝑝𝑎 (Pression de référence), 𝐾ℎ et n (Constantes expérimentales). 
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

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑

𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

𝑬𝒊

Courbe de cisaillement

𝜺𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑

𝜺𝟏

𝒃 =
𝟏

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕

𝒂 =
𝟏

𝑬𝒊 

Courbe transformée



❑ Application aux modèles hyperboliques

• Modèle de Duncan et Chang (1970)

Si l’on pose :

𝑹𝒇 =
𝝈𝟏−𝝈𝟑 𝒓𝒖𝒑

𝝈𝟏−𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕
ห 0.5 ≤ 𝑅𝑓 < 1 ⇒ 𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕 =

𝝈𝟏−𝝈𝟑 𝒓𝒖𝒑

𝑹𝒇

où 𝜎1 − 𝜎3 𝑟𝑢𝑝 désigne le déviateur de contraintes à la rupture défini par le critère 

de rupture de type Mohr-Coulomb : 

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 − 𝝈𝟏 + 𝝈𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋 − 𝟐𝒄 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝝋 ≤ 𝟎

où 𝑐 et 𝜑 désignent la cohésion et l’angle de frottement interne du sol.

⇒ 𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 ≤
𝟐𝒄∙𝒄𝒐𝒔 𝝋 +𝟐𝝈𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋

⇒ 𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒓𝒖𝒑 =
𝟐𝒄∙𝒄𝒐𝒔 𝝋 +𝟐𝝈𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋

Soit donc :

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 𝒖𝒍𝒕 =
𝟐𝒄∙𝒄𝒐𝒔 𝝋 +𝟐𝝈𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝑹𝒇 𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋
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𝝉

𝝈𝒏

𝒄

𝝋

O C𝝈𝟑 𝝈𝟏
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❑ Application aux modèles hyperboliques

• Modèle de Duncan et Chang (1970)

On obtient finalement l’expression du module de Young tangent :

𝑬𝒕 = 𝑲𝒉𝒑𝒂
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒏

𝟏 −
𝑹𝒇 𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟐𝒄∙𝒄𝒐𝒔 𝝋 +𝟐𝝈𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝟐

Dans le cas d’un déchargement-rechargement, le module de Young correspondant 

peut se mettre sous la forme :

𝑬𝒖𝒓 = 𝑲𝒖𝒓𝒑𝒂
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒎

où 𝐾𝑢𝑟 et 𝑚 désignent deux constantes expérimentales.

Remarque : 𝐾ℎ ≈ 𝐾𝑢𝑟 et  𝑚 ≈ 𝑛

Ainsi, le modèle de Duncan et Chang (1970) est caractérisé par 8 paramètres :

𝐾ℎ, 𝑛, 𝐾𝑢𝑟 , 𝑚, 𝑅𝑓, 𝑐, 𝜑 𝑒𝑡 𝑝𝑎
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❑ Application aux modèles hyperboliques

• Modèle de Kulhawy et Duncan (1972)

D’une façon similaire, le coefficient de Poisson

tangent 𝜈𝑡 peut être déterminé par approximation

hyperbolique de la courbe 𝜀1 , −𝜀3 .

𝜺𝟏 = −
𝜺𝟑

𝒄−𝒅∙𝜺𝟑
⇒ 𝜺𝟑 = −

𝒄∙𝜺𝟏

𝟏−𝒅∙𝜺𝟏

où 𝑐 et 𝑑 désignent des constantes expérimentales.

L’expression de 𝜈𝑡 se déduit par dérivation : 

𝝂𝒕 = −
𝒅𝜺𝟑

𝒅𝜺𝟏
=

𝒄

𝟏−𝒅∙𝜺𝟏
𝟐

Si l’on fait apparaître les contraintes 𝜎1 et 𝜎3 :

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 =
𝜺𝟏

𝒂+𝒃𝜺𝟏
⇒ 𝜺𝟏 =

𝒂∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟏−𝒃∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

tels que  𝑎 =
1

𝐸𝑖

, 𝑏 =
1

𝜎1−𝜎3 𝑢𝑙𝑡
et  𝑐 = 𝜈𝑖 = ȁ𝜈𝑡 𝜀1=0



𝜺𝟏

−𝜺𝟑

𝜺𝟏 𝒖𝒍𝒕

Τ𝟏 𝝂𝒊

Courbe de déformation

−
𝜺𝟑

𝜺𝟏

−𝜺𝟑

𝒅

𝒄 = 𝝂𝒊

Courbe transformée



❑ Application aux modèles hyperboliques

• Modèle de Kulhawy et Duncan (1972)

Si l’on admet que le coefficient de Poisson initial 𝜈𝑖

varie en fonction de la contrainte 𝜎3 :

𝝂𝒊 = 𝑮∗ − 𝑭∗ 𝒍𝒐𝒈
𝝈𝟑

𝒑𝒂

où 𝐺∗ et 𝐹∗ désignent des paramètres expérimentaux.

On obtient alors l’expression du coefficient de Poisson tangent :

𝝂𝒕 =
𝑮∗−𝑭∗ 𝒍𝒐𝒈

𝝈𝟑
𝒑𝒂

𝟏 −
𝒅∙ 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝑲𝒉𝒑𝒂
𝝈𝟑
𝒑𝒂

𝒏
𝟏−

𝑹𝒇 𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝝋 𝝈𝟏−𝝈𝟑
𝟐𝒄∙𝒄𝒐𝒔 𝝋 +𝟐𝝈𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝋

𝟐

Le modèle de Kulhawy et Duncan (1972) est caractérisé par 8 paramètres :

𝐾ℎ, 𝑛, 𝑅𝑓, 𝑐, 𝜑, 𝐺∗, 𝐹∗𝑒𝑡 𝑝𝑎

𝝂𝒊

𝒍𝒐𝒈
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝑭∗

𝑮∗
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❑ Application aux modèles hyperboliques

• Modèle de Duncan et al. (1980)

De même, on peut écrire le module de compressibilité volumique tangent 𝐾𝑡 sous  

la forme :

𝑲𝒕 = 𝑲𝒃𝒑𝒂
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒎

où 𝐾𝑏 et 𝑚 désignent deux constantes expérimentales,

tel que le coefficient de Poisson 𝜈 soit égal à :

𝝂 =
𝟑𝑲𝒕 − 𝑬𝒕

𝟔𝑲𝒕

Le modèle de Duncan et al. (1980) est alors caractérisé par 8 paramètres :

𝐾ℎ, 𝑛, 𝐾𝑏, 𝑚, 𝑅𝑓, 𝑐, 𝜑 𝑒𝑡 𝑝𝑎

𝒍𝒐𝒈
𝑲𝒕

𝒑𝒂

𝒍𝒐𝒈
𝝈𝟑

𝒑𝒂

𝒎

𝒍𝒐𝒈 𝑲𝒃
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❑ Relations de comportement

Les relations de comportement en élasticité non-linéaire isotrope sont données sous 

forme incrémentale comme suit :

𝒅𝝈𝟏

𝒅𝝈𝟐

𝒅𝝈𝟑

=
𝑬𝒕

𝟏+𝝂𝒕 𝟏−𝟐𝝂𝒕

𝟏 − 𝝂𝒕 𝝂𝒕 𝟎
𝝂𝒕 𝟏 − 𝝂𝒕 𝟎

𝟎 𝟎
𝟏−𝝂𝒕

𝟐

𝒅𝜺𝟏

𝒅𝜺𝟐

𝒅𝜺𝟑

𝒅𝝈𝟏

𝒅𝝈𝟐

𝒅𝝈𝟑

=
𝑬𝒕

𝟏 + 𝝂𝒕 𝟏 − 𝟐𝝂𝒕

𝟏 − 𝝂𝒕 𝝂𝒕 𝟎
𝝂𝒕 𝟏 − 𝝂𝒕 𝟎

𝟎 𝟎
𝟏 − 𝝂𝒕

𝟐

𝒅𝜺𝟏

𝒅𝜺𝟐

𝒅𝜺𝟑
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Merci de votre attention
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Ex. 1 Le tableau ci-après présente les résultats d’un essai triaxial de cisaillement drainé de type 

CID réalisé sur un sol sableux sous contrainte radiale 𝜎𝑟 = 50 𝑘𝑃𝑎, où 𝜎𝑎  désigne la contrainte 

axiale appliquée et 𝜀𝑎  la déformation axiale correspondante. 

𝜎𝑎  (𝑘𝑃𝑎) 50 95 120 150 165 175 180 190 195 200 204 205 206 207 208 

𝜀𝑎  (%) 0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 

Si l’on admet pour ce sol une loi d’élasticité hyperbolique de type Kondner (1963), on demande 

de déterminer le module de Young tangent initial 𝐸𝑖  et le déviateur de contraintes ultime 

(𝜎𝑎 − 𝜎𝑟 )𝑢𝑙𝑡 , puis de tracer les courbes de cisaillement expérimentale et simulée 

correspondantes. Commenter ensuite les résultats trouvés. 
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Ex. 2 Les résultats d’une série d’essais triaxiaux de cisaillement drainé de type CID réalisés sur 

un sable d’angle de frottement interne effectif 𝜑′ = 30° sont présentés dans le tableau ci-après, 

où 𝐸𝑖  désigne le module de Young tangent initial et (𝜎1 − 𝜎3)𝑢𝑙𝑡  le déviateur de contraintes 

ultime. 

Essai 𝜎3  (𝑘𝑃𝑎) 𝐸𝑖  (𝑀𝑃𝑎) (𝜎1 − 𝜎3)𝑢𝑙𝑡  (𝑘𝑃𝑎) 

1 50 25 110 

2 100 100 220 

3 200 400 440 

A. Calculer pour chaque essai le déviateur de contraintes à la rupture (𝜎1 − 𝜎3)𝑟𝑢𝑝  satisfaisant 

au critère de Mohr-Coulomb, puis déduire les valeurs du paramètres 𝑅𝑓  correspondantes. 

B. Déterminer les valeurs des paramètres 𝐾ℎ  et 𝑛 pour le modèle de Duncan et Chang (1970). 

Prendre comme pression de référence 𝑝𝑎 = 100 𝑘𝑃𝑎. 

C. Représenter ensuite l’évolution du module de Young tangent initial 𝐸𝑖  en fonction de la 

contrainte de confinement 𝜎3 , puis déduire la valeur de celui-ci pour une contrainte de 

confinement 𝜎3 = 150 𝑘𝑃𝑎. 
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Ex. 3 Les résultats d’une série d’essais triaxiaux de cisaillement drainé de type CID réalisés sur 

un sable d’angle de frottement interne effectif 𝜑′ = 35° sont présentés dans le tableau ci-après, 

où 𝐸𝑖  désigne le module de Young tangent initial et (𝜎1 − 𝜎3)𝑢𝑙𝑡  le déviateur de contraintes 

ultime. 

Essai 1 2 3 4 5 6 

𝜎3  (𝑘𝑃𝑎) 25 50 75 100 125 150 

𝐸𝑖  (𝑀𝑃𝑎) 1.250 10.000 33.750 80.000 156.250 270.000 

(𝜎1 − 𝜎3)𝑢𝑙𝑡  (𝑘𝑃𝑎) 110 220 330 440 550 660 

A. Calculer pour chaque essai le déviateur de contraintes à la rupture (𝜎1 − 𝜎3)𝑟𝑢𝑝  satisfaisant 

au critère de Mohr-Coulomb, puis déduire les valeurs du paramètres 𝑅𝑓  correspondantes. 

B. Déterminer les valeurs des paramètres 𝐾ℎ  et 𝑛 pour le modèle de Duncan et Chang (1970). 

Prendre comme pression de référence 𝑝𝑎 = 100 𝑘𝑃𝑎. 

C. Représenter ensuite l’évolution du module de Young tangent initial 𝐸𝑖  en fonction de la 

contrainte de confinement 𝜎3 , puis déduire la valeur de celui-ci pour une contrainte de 

confinement 𝜎3 = 165 𝑘𝑃𝑎. 



Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

EXERCICES

 38M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Ex. 4 (Interro. du 16/05/2022). Les résultats d’une série d’essais triaxiaux de type CID 
réalisés sur un sol sableux d’angle de frottement interne effectif 𝜑′ = 30° sont présentés dans 
le tableau ci-après, où 𝐸𝑖  désigne le module tangent initial et (𝜎1 − 𝜎3)𝑢𝑙𝑡  le déviateur de 
contraintes ultime. 

Essai 1 2 3 

𝜎3  (𝑘𝑃𝑎) 50 100 200 

𝐸𝑖  (𝑀𝑃𝑎) 10 80 640 

(𝜎1 − 𝜎3)𝑢𝑙𝑡  (𝑘𝑃𝑎) 125 250 500 

A. Calculer pour chaque essai le déviateur de contraintes à la rupture (𝜎1 − 𝜎3)𝑟𝑢𝑝  satisfaisant 

au critère de Mohr-Coulomb, puis déduire les valeurs du paramètre 𝑅𝑓  correspondantes. 

B. Déterminer les valeurs des paramètres 𝐾ℎ  et 𝑛 pour le modèle de Duncan et Chang (1970). 
Prendre 𝑝𝑎 = 100 𝑘𝑃𝑎. 
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NOMS & Prénoms

ADJILI Ali 1 5 12

BAKOUR Zinelabidine 1 6 11

BEKOUCHE Dhia-Eddine 1 7 10

BENCHARIF Djamel-Eddine 2 5 10

BITAR Lina-Achwak 2 6 9

CHENDI Yaakoub 2 7 12

DJEDILI Wefa 3 5 11

GUELIEL Feryal 3 6 10

MESSEGUEM Malika 3 8 9

ROUIBI Kamilia 3 4 7

SALEM Amina-Melek 4 5 8

ZEGAAR Zahia 4 6 12

ZIOUECHE Aya 5 7 9

TP n° 2 - Rhéologie des sols

N° des essais à traiter
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