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Exemple 1 : Cylindre creux

𝝈 =
𝑭

𝟐𝝅𝑹𝒆

𝝉 =
𝑴

𝟐𝝅𝑹𝟐𝒆

⇒

ധ𝜎 =
0 0 0
0 0 𝜏
0 𝜏 𝜎

/ ҧ𝑒𝑟 , ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝑧

⇒

ധ𝜎 = 0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝑟 + 0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝜃 + ҧ𝑒𝜃⨂ ҧ𝑒𝑟
+0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝑧 + ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝑟 + 0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝑟
+𝜏 ҧ𝑒𝜃⨂ ҧ𝑒𝑧 + ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝜃 + 𝜎 ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝑧

⇒

ധ𝜎 = 𝜎 ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝑧 + 𝜏 ҧ𝑒𝜃⨂ ҧ𝑒𝑧 + ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝜃

❑ Préambule

• Rappels de Maths

✓ Produit tensoriel

Soit :   ധ𝜎 =

𝜎11 𝜎12 𝜎13
𝜎21 𝜎22 𝜎23
𝜎31 𝜎32 𝜎33

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

On peut écrire :

ധ𝜎 = 𝜎11 ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒1 + 𝜎12 ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒2 + 𝜎13 ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒3
+

𝜎21 ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒1 + 𝜎22 ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒2 + 𝜎23 ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒3
+

𝜎31 ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒1 + 𝜎32 ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒2 + 𝜎33 ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒3

Soit donc :

ന𝝈 = 𝝈𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋
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Exemple 2

Ӗ𝐴 =
𝛼 0 1
0 𝛼 0
1 0 𝛼

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

ധ𝐵 =
1 0 1
0 1 0
1 0 1

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

⇒   ന𝑪 = ന𝑨 ∙ ന𝑩 ⟺ 𝑪𝒊𝒋 = 𝑨𝒊𝒌𝑩𝒌𝒋

 ⇒ Ӗ𝐶 =
𝛼 0 1
0 𝛼 0
1 0 𝛼

∙
1 0 1
0 1 0
1 0 1

⇒   𝐶11 = 𝛼 × 1 + 0 × 0 + 1 × 1

𝐶13 = 𝛼 × 1 + 0 × 0 + 1 × 1

𝐶23 = 0 × 1 + 𝛼 × 0 + 0 × 1

…

⇒ Ӗ𝐶 =
𝛼 + 1 0 𝛼 + 1
0 𝛼 0

𝛼 + 1 0 𝛼 + 1

Remarque : 𝑇𝑟 Ӗ𝐶 = 𝐶𝑖𝑖 = 3𝛼 + 2
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❑ Préambule

• Rappels de Maths

✓ Produit simplement contracté

Soient :   Ӗ𝐴 =

𝐴11 𝐴12 𝐴13
𝐴21 𝐴22 𝐴23
𝐴31 𝐴32 𝐴33

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

et   ധ𝐵 =

𝐵11 𝐵12 𝐵13
𝐵21 𝐵22 𝐵23
𝐵31 𝐵32 𝐵33

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

On peut écrire :

ന𝑪 = ന𝑨 ∙ ന𝑩 ⟺ 𝑪𝒊𝒋 = 𝑨𝒊𝒌𝑩𝒌𝒋

Ex.

𝐶11 = 𝐴11𝐵11 + 𝐴12𝐵21 + 𝐴13𝐵31
𝐶13 = 𝐴11𝐵13 + 𝐴12𝐵23 + 𝐴13𝐵33
𝐶23 = 𝐴21𝐵13 + 𝐴22𝐵23 + 𝐴23𝐵33



Exemple 3

Ӗ𝐴 =
𝛼 0 1
0 𝛼 0
1 0 𝛼

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

ധ𝐵 =
1 0 1
0 1 0
1 0 1

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

⇒ 

    𝑎 = Ӗ𝐴 ∶ ധ𝐵 ⟺ 𝑎 = 𝐴𝑖𝑘𝐵𝑘𝑖

⇒

    𝑎 = 𝛼 × 1 + 0 × 0 + 1 × 1

+ 0 × 0 + 𝛼 × 1 + 0 × 0

+ 1 × 1 + 0 × 0 + 𝛼 × 1

⇒

𝑎 = 3𝛼 + 2

⇒ 

    𝑎 = 𝑇𝑟 Ӗ𝐴 ∙ ധ𝐵 = 𝐶𝑖𝑖 = 3𝛼 + 2

❑ Préambule

• Rappels de Maths

✓ Produit doublement contracté

Soient : ӖӖ𝐶 − 𝑇𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 4è𝑚𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒

Ӗ𝐴 − 𝑇𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 2è𝑚𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒

ധ𝐵 − 𝑇𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 2è𝑚𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒

𝑎 − 𝑆𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒

On peut écrire :

1. 𝒂 = ന𝑨 ∶ ന𝑩 = 𝑨𝒊𝒌𝑩𝒌𝒊 = 𝑻𝒓 ന𝑨 ∙ ന𝑩

   ⇒ 𝑎 = 𝐴11𝐵11 + 𝐴12𝐵21 + 𝐴13𝐵31

+ 𝐴21𝐵12 + 𝐴22𝐵22 + 𝐴23𝐵32

+ 𝐴31𝐵13 + 𝐴32𝐵23 + 𝐴33𝐵33

2. ന𝝈 = നന𝑪 ∶ ധ𝜺 ⟺ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍

(Voir ci-après : Formulation générale de  

l’élasticité linéaire)
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❑ Préambule

• Définition

Le comportement d’un matériau solide est dit élastique, lorsque celui-ci  

retrouve sa forme d’origine après avoir été déformé. L’histoire du chargement 

n’intervient donc pas et qu’à un état de contrainte donné correspond un état de 

déformation et un seul.

⇒ Du point de vue thermodynamique, les évolutions sont réversibles dans le 

comportement élastique.

On distingue deux types d’élasticité :

a/  Elasticité linéaire :  Dans le cas du comportement élastique linéaire, le tenseur  

des déformations est proportionnel au tenseur des contraintes au cours des 

sollicitations, d’où l’on parle d’élasticité de Hooke (1678).

⇒ La courbe "contrainte-déformation" est linéaire et réversible.

b/  Elasticité non-linéaire :  De manière générale, le comportement élastique linéaire 

ne constitue qu’une approximation du comportement réversible des matériaux. 

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 6M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila



Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

CONSTATATIONS EXPÉRIMENTALES

 7M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila



❑ Constatations expérimentales

𝝈 = 𝑬𝜺 𝝈 = 𝒇 𝜺

𝐸 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 (𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑌𝑜𝑢𝑛𝑔)

𝛼

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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a/ Elasticité linéaire b/ Elasticité non-linéaire

𝑉𝑜𝑖𝑟 ∶ 2è𝑚𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑒 𝐶ℎ𝑎𝑝𝑖𝑡𝑟𝑒
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❑ Etendue du domaine élastique des matériaux

L’étendue du domaine élastique est différente d’un matériau à l’autre :

- Sols : 0.01%

- Métaux : 0.3%

- Bois : 0.9%

- Caoutchouc : 300%

Nota : Il convient de remarquer que la limite d’élasticité des matériaux 

dépend de la précision des mesures effectuées au cours des essais.
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Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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❑ Mécanismes de déformation des sols

Les déformations macroscopiques correspondantes sont associées à des 

déplacements relatifs de particules par rapport à d’autres particules. Les 

déformations des sols ne sont pas donc physiquement réversibles. 

⇒ Ceci tendrait à prouver que les sols possèdent un domaine d’élasticité très

réduit, sinon nul (Déformation de l’ordre de 0.01%).

Déformation par cisaillementDéformation par plastification

Retrait - Gonflement du sol de fondation Glissement de terrain

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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L’ ÉLASTICITÉ LINÉAIRE
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❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

Le comportement élastique des matériaux solides est caractérisé par une 

relation de la forme suivante entre le tenseur des contraintes  ന𝝈 et le 

tenseur des déformations  ധ𝜺 (Loi de Hooke généralisée) :

ന𝝈 = നന𝑪 ∶ ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍

où  നന𝑪 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 désigne le tenseur des raideurs (𝒊, 𝒋, 𝒌, 𝒍 = 𝟏, 𝟐, 𝟑).

De manière générale, le tenseur നന𝑪 comporte : 𝟗 × 𝟗 = 𝟖𝟏 paramètres 

indépendants. Par raison de symétrie, le nombre de ces paramètres se 

réduit comme suit :

- Symétrie du tenseur des contraintes : 𝟔 × 𝟗 = 𝟓𝟒

- Symétrie du tenseur des déformations : 𝟗 × 𝟔 = 𝟓𝟒

- Symétrie des tenseurs des contraintes et des déformations : 𝟔 × 𝟔 = 𝟑𝟔

- Symétrie du tenseur des raideurs : 𝟑𝟔 − 𝟏𝟓 = 𝟐𝟏

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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Tenseur des contraintes – Tenseur des déformations

❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

ന𝝈 = നന𝑪 ∶ ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍

ന𝝈 = 𝝈𝒊𝒋 =

𝝈𝟏𝟏 𝝈𝟏𝟐 𝝈𝟏𝟑
𝝈𝟐𝟏 𝝈𝟐𝟐 𝝈𝟐𝟑
𝝈𝟑𝟏 𝝈𝟑𝟐 𝝈𝟑𝟑

=

𝝈𝟏𝟏 𝝈𝟏𝟐 𝝈𝟏𝟑
𝝈𝟏𝟐 𝝈𝟐𝟐 𝝈𝟐𝟑
𝝈𝟏𝟑 𝝈𝟐𝟑 𝝈𝟑𝟑

Tenseur des contraintes : 6 paramètres indépendants

ധ𝜺 = 𝜺𝒊𝒋 =

𝜺𝟏𝟏 𝜺𝟏𝟐 𝜺𝟏𝟑
𝜺𝟐𝟏 𝜺𝟐𝟐 𝜺𝟐𝟑
𝜺𝟑𝟏 𝜺𝟑𝟐 𝜺𝟑𝟑

=

𝜺𝟏𝟏 𝜺𝟏𝟐 𝜺𝟏𝟑
𝜺𝟏𝟐 𝜺𝟐𝟐 𝜺𝟐𝟑
𝜺𝟏𝟑 𝜺𝟐𝟑 𝜺𝟑𝟑

Tenseur des déformations : 6 paramètres indépendants

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

ന𝝈 = നന𝑪 ∶ ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍

𝝈𝟏𝟏

𝝈𝟏𝟐

𝝈𝟏𝟑

𝝈𝟐𝟏

𝝈𝟐𝟐

𝝈𝟐𝟑

𝝈𝟑𝟏

𝝈𝟑𝟐

𝝈𝟑𝟑

=

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟏𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟑𝟏𝟏𝟏

𝑪𝟑𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟏𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟑𝟏𝟏𝟐

𝑪𝟑𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟏𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟑𝟏𝟏𝟑

𝑪𝟑𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟏

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟏

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟏

𝑪𝟐𝟏𝟐𝟏

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟏

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟏

𝑪𝟑𝟏𝟐𝟏

𝑪𝟑𝟐𝟐𝟏

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟏

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟏𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟑𝟏𝟐𝟐

𝑪𝟑𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟏𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟑𝟏𝟐𝟑

𝑪𝟑𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟑𝟏

𝑪𝟏𝟐𝟑𝟏

𝑪𝟏𝟑𝟑𝟏

𝑪𝟐𝟏𝟑𝟏

𝑪𝟐𝟐𝟑𝟏

𝑪𝟐𝟑𝟑𝟏

𝑪𝟑𝟏𝟑𝟏

𝑪𝟑𝟐𝟑𝟏

𝑪𝟑𝟑𝟑𝟏

𝑪𝟏𝟏𝟑𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟑𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟑𝟐

𝑪𝟐𝟏𝟑𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟑𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟑𝟐

𝑪𝟑𝟏𝟑𝟐

𝑪𝟑𝟐𝟑𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟑𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟏𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟑𝟏𝟑𝟑

𝑪𝟑𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑
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𝜺𝟏𝟐

𝜺𝟏𝟑

𝜺𝟐𝟐

𝜺𝟐𝟑

𝜺𝟑𝟑
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6x6=36

Elimination des lignes et des colonnes barrées



❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

ന𝝈 = നന𝑪 ∶ ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍

𝝈𝟏𝟏

𝝈𝟐𝟐

𝝈𝟑𝟑

𝝈𝟏𝟐

𝝈𝟏𝟑

𝝈𝟐𝟑

=

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑

𝜺𝟏𝟏

𝜺𝟐𝟐

𝜺𝟑𝟑

𝜺𝟏𝟐

𝜺𝟏𝟑

𝜺𝟐𝟑
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6x6=36

Réarrangement du système d’équations



❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

ന𝝈 = നന𝑪 ∶ ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍

𝝈𝟏𝟏

𝝈𝟐𝟐

𝝈𝟑𝟑

𝝈𝟏𝟐

𝝈𝟏𝟑

𝝈𝟐𝟑

=

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑

𝜺𝟏𝟏

𝜺𝟐𝟐

𝜺𝟑𝟑

𝜺𝟏𝟐

𝜺𝟏𝟑

𝜺𝟐𝟑
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Symétrie du tenseur des raideurs : 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗
(Conservation de l’énergie de déformation)

6x6-15=21



❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

Ainsi, le tenseur des raideurs  നന𝑪 comporte 21 paramètres indépendants. 

Dans le cas des sols, ce nombre peut se réduire à :

- deux paramètres (E ,  ) dans le cas du comportement élastique 

isotrope (Massifs homogènes),

- cinq paramètres (Ev , Eh , hh , vh , Gv ) dans le cas du comportement 

élastique aélotrope ou anisotrope de révolution (Massifs hétérogènes).

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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Massif  homogène Massif  hétérogène



Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 24M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

Exemples types : Hétérogénéité des sols (Strates géologiques)



Une image contenant ciel, plein air, marron, paysage

Description générée automatiquement
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❑ Formulation générale de l’élasticité linéaire

Exemples types : Hétérogénéité des sols (Strates géologiques)

https://www.wsp.com/en-gl/services/geotechnical-and-ground-engineering
https://www.wsp.com/en-gl/services/geotechnical-and-ground-engineering
https://www.wsp.com/en-gl
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Un matériau solide est dit isotrope si toutes ses directions sont équivalentes. 

⇒ La loi de comportement élastique isotrope ne dépend alors que de deux 

paramètres :

- le module de Young E et le coefficient de Poisson 

ou bien :

- les coefficients de Lamé  et 

de sorte que :

ന𝝈 = 𝝀𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 + 𝟐𝝁ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋

et inversement :

ധ𝜺 = −
𝝂

𝑬
𝑻𝒓 ന𝝈 ന𝜹 +

𝟏+𝝂

𝑬
ന𝝈 ⇔ 𝜺𝒊𝒋 = −

𝝂

𝑬
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏+𝝂

𝑬
𝝈𝒊𝒋

où  ന𝜹 = 𝜹𝒊𝒋 désigne le tenseur unité (Tenseur de Kronecker) tel que :

ന𝜹 = 𝜹𝒊𝒋 =
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

⇔ 𝜹𝒊𝒋 = ቊ
𝟏 𝒔𝒊 𝒊 = 𝒋
𝟎 𝒔𝒊 𝒊 ≠ 𝒋

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Les relations entre les paramètres d’élasticité sont : 

𝝀 =
𝑬𝝂

𝟏+𝝂 𝟏−𝟐𝝂
et 𝝁 = 𝑮 =

𝑬

𝟐 𝟏+𝝂

ou inversement :

𝑬 =
𝝁 𝟑𝝀+𝟐𝝁

𝝀+𝝁
et 𝝂 =

𝝀

𝟐 𝝀+𝝁

La condition de stabilité s’écrit :

𝑬 > 𝟎 et −𝟏 < 𝝂 < +
𝟏

𝟐

En pratique, le coefficient de Poisson  est toujours positif, d’où :

𝟎 < 𝝂 < +
𝟏

𝟐

Nota :  L’expérience montre que la plupart des matériaux solides possèdent une valeur 

de 𝜈 positive, généralement comprise entre 0.2 et 0.4, sauf que certains matériaux, 

comme le liège, ne présentent pas de contraction latérale (𝜈 = 0). Tandis que d’autres 

matériaux à structure complexe (mousses solides, métamatériaux) s’étendent 

latéralement suite à une traction (𝜈 < 0) et sont dits auxétiques. 
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

En introduisant les contraintes moyenne p et déviatorique q :

𝒑 =
𝟏

𝟑
𝝈𝟏 + 𝝈𝟐 + 𝝈𝟑 et      𝒒 =

𝟐

𝟐
𝝈𝟏 − 𝝈𝟐

𝟐 + 𝝈𝟐 − 𝝈𝟑
𝟐 + 𝝈𝟑 − 𝝈𝟏

𝟐

on peut écrire la condition triaxiale suivante :

𝒑 = 𝑲𝜺𝒗 et 𝒒 = 𝟑𝑮𝜺𝒅

où 𝑲 désigne le module de compressibilité volumique et 𝑮 le module de 

cisaillement, telles que :

• 𝜺𝒗 = 𝜺𝟏 + 𝜺𝟐 + 𝜺𝟑 (Déformation volumique)

• 𝜺𝒅 =
𝟐

𝟑
𝜺𝟏 − 𝜺𝟐

𝟐 + 𝜺𝟐 − 𝜺𝟑
𝟐 + 𝜺𝟑 − 𝜺𝟏

𝟐 (Déformation déviatorique)

On déduit alors :

𝑲 =
𝑬

𝟑 𝟏−𝟐𝝂
et   𝑮 =

𝑬

𝟐 𝟏+𝝂
ou bien    𝑬 =

𝟗𝑲𝑮

𝟑𝑲+𝑮
et    𝝂 =

𝟑𝑲−𝟐𝑮

𝟔𝑲+𝟐𝑮

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

On peut aussi écrire les relations suivantes :

ന𝝈 = 𝒑ന𝜹 + ധ𝒔 =
𝟏

𝟑
𝑻𝒓 ന𝝈 ന𝜹 + ധ𝒔 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 =

𝟏

𝟑
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝒔𝒊𝒋

ധ𝜺 = 𝜺𝒗ന𝜹 + ധ𝒆 =
𝟏

𝟑
𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 + ധ𝒆 ⇔ 𝜺𝒊𝒋 =

𝟏

𝟑
𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝒆𝒊𝒋

D’où les tenseurs de contraintes et de déformations déviatoriques :

ധ𝒔 = ന𝝈 −
𝟏

𝟑
𝑻𝒓 ന𝝈 ന𝜹 ⇔ 𝒔𝒊𝒋 = 𝝈𝒊𝒋 −

𝟏

𝟑
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋

ധ𝒆 = ധ𝜺 −
𝟏

𝟑
𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 ⇔ 𝒆𝒊𝒋 = 𝜺𝒊𝒋 −

𝟏

𝟑
𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋

Sachant que :

𝒑 = 𝑲𝜺𝒗 ⇔ 𝝈𝒌𝒌 = 𝟑𝑲𝜺𝒌𝒌

ധ𝒔 = 𝟐𝑮ധ𝒆 ⇔ 𝒔𝒊𝒋 = 𝟐𝑮𝒆𝒊𝒋
on déduit alors :

ന𝝈 = 𝑲𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 + 𝟐𝑮ധ𝒆 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝑲𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝑮𝒆𝒊𝒋

ധ𝜺 =
𝟏

𝟑𝑲
𝑻𝒓 ന𝝈 ന𝜹 +

𝟏

𝟐𝑮
ധ𝒔 ⇔ 𝜺𝒊𝒋 =

𝟏

𝟑𝑲
𝝈𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 +

𝟏

𝟐𝑮
𝒔𝒊𝒋

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 30M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Dans le cas de l’essai triaxial classique, on peut écrire les relations suivantes :

𝝈𝒂 = 𝝈𝟏 et 𝝈𝒓 = 𝝈𝟐 = 𝝈𝟑

où  𝝈𝒂 𝒆𝒕 𝝈𝒓 désignent les contraintes axiale et radiale respectivement.

Soit donc :

𝒑 =
𝟏

𝟑
𝝈𝒂 + 𝟐𝝈𝒓

𝒒 = 𝝈𝒂 − 𝝈𝒓
et

𝜺𝒗 = 𝜺𝒂 + 𝟐𝜺𝒓

𝜺𝒅 =
𝟐

𝟑
𝜺𝒂 − 𝜺𝒓

Pour des raisons de commodité, on adopte en pratique la relation suivante :

𝜺𝒅 ≈ 𝜺𝒂 − 𝜺𝒓

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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ҧ𝑧

𝝈𝒓 = 𝝈𝟐 = 𝝈𝟑

ҧ𝑥 ത𝑦

𝝈𝒂 = 𝝈𝟏



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Identification expérimentale (Essai triaxial)

𝝂𝒐 = ቤ−
𝚫𝜺𝟑
𝚫𝜺𝟏 𝜺𝟏=𝟎
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𝑬𝒐 −𝑴𝒐𝒅𝒖𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝒀𝒐𝒖𝒏𝒈 𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒂𝒍 𝝂𝒐 − 𝑪𝒐𝒆𝒇𝒇𝒊𝒄𝒊𝒆𝒏𝒕 𝒅𝒆 𝑷𝒐𝒊𝒔𝒔𝒐𝒏 𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒂𝒍

𝑬𝒐 = ቤ
𝚫𝒒

𝚫𝜺𝟏 𝜺𝟏=𝟎



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Valeurs typiques des paramètres d’élasticité des sols

Matériaux 𝑬𝒐 (MPa) 𝝂𝒐

Argile

très molle 0.35 – 3 0.30 – 0.50

molle 2 – 5 0.30 – 0.50

moyenne 4 – 8 0.30 – 0.40

raide 7 – 18 0.30 – 0.40

Sable
lâche 10 – 25 0.30 – 0.35

dense 50 – 80 0.30 – 0.35

Argile sableuse 30 – 40 0.30 – 0.42

Marne 50 – 1000 0.25 – 0.35

Calcaire

compact 30000 – 60000 0.25 – 0.35

normal 10000 – 30000 0.25 – 0.35

tendre 2000 – 10000 0.25 – 0.35
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Le tenseur നന𝑪 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 prend la forme générale suivante :

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

où 𝝀 et 𝝁 désignent les coefficients de Lamé et  ന𝜹 = 𝜹𝒊𝒋 le tenseur unité 

(Tenseur de Kronecker ∶ 𝜹𝒊𝒋 = 𝟏 𝒔𝒊 𝒊 = 𝒋 & 𝜹𝒊𝒋= 𝟎 𝒔𝒊 𝒊 ≠ 𝒋),

ou encore :

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 =
𝑬𝝂

(𝟏 + 𝝂) 𝟏 − 𝟐𝝂
𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 +

𝑬

𝟐 𝟏 + 𝝂
𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

où E désigne le module de Young et 𝝂 le coefficient de Poisson.
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i
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Forme générale du tenseur des raideurs élastiques



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

നന𝑪 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 =

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟏

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟑𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟐𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟏𝟑

𝑪𝟏𝟏𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟑𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑

𝑪𝟏𝟑𝟐𝟑

𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑

=? ? ?

Chap. 2 : Lois de comportement élastique
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Q

u

i

z

❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

• 𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝝀𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟏 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟏 + 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟏 = 𝝀 + 𝟐𝝁

• 𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐 = 𝝀𝜹𝟏𝟏𝜹𝟐𝟐 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟐 = 𝝀

• 𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟏𝜹𝟑𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟑 = 𝝀

• 𝑪𝟏𝟏𝟏𝟐 = 𝝀𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟐 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟐 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟏𝟏𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟏𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟑 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟏𝟐𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟏𝜹𝟐𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟑 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝀𝜹𝟐𝟐𝜹𝟏𝟏 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟐 = 𝝀

• 𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝝀𝜹𝟐𝟐𝜹𝟐𝟐 + 𝝁 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟐𝟐 + 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟐𝟐 = 𝝀 + 𝟐𝝁

• 𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑 = 𝝀𝜹𝟐𝟐𝜹𝟑𝟑 + 𝝁 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟐𝟑 + 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟐𝟑 = 𝝀

• 𝑪𝟐𝟐𝟏𝟐 = 𝝀𝜹𝟐𝟐𝜹𝟏𝟐 + 𝝁 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟏𝟐 + 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟐𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟐𝟏𝟑 = 𝝀𝜹𝟐𝟐𝜹𝟏𝟑 + 𝝁 𝜹𝟐𝟏𝜹𝟐𝟑 + 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟐𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟐𝟐𝟑 = 𝝀𝜹𝟐𝟐𝜹𝟐𝟑 + 𝝁 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟐𝟑 + 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟐𝟐 = 𝟎

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 36M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Composantes élastiques du tenseur des raideurs



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

• 𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝀𝜹𝟑𝟑𝜹𝟏𝟏 + 𝝁 𝜹𝟑𝟏𝜹𝟑𝟏 + 𝜹𝟑𝟏𝜹𝟑𝟏 = 𝝀

• 𝑪𝟑𝟑𝟐𝟐 = 𝝀𝜹𝟑𝟑𝜹𝟐𝟐 + 𝝁 𝜹𝟑𝟐𝜹𝟑𝟐 + 𝜹𝟑𝟐𝜹𝟑𝟐 = 𝝀

• 𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑 = 𝝀𝜹𝟑𝟑𝜹𝟑𝟑 + 𝝁 𝜹𝟑𝟑𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟑𝟑𝜹𝟑𝟑 = 𝝀 + 𝟐𝝁

• 𝑪𝟑𝟑𝟏𝟐 = 𝝀𝜹𝟑𝟑𝜹𝟏𝟐 + 𝝁 𝜹𝟑𝟏𝜹𝟑𝟐 + 𝜹𝟑𝟐𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟑𝟑𝟏𝟑 = 𝝀𝜹𝟑𝟑𝜹𝟏𝟑 + 𝝁 𝜹𝟑𝟏𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟑𝟑𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟑𝟑𝟐𝟑 = 𝝀𝜹𝟑𝟑𝜹𝟐𝟑 + 𝝁 𝜹𝟑𝟐𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟑𝟑𝜹𝟑𝟐 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟐𝟏𝟏 = 𝝀𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟏 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟐𝟏 + 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟐𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟐𝟐𝟐 = 𝝀𝜹𝟏𝟐𝜹𝟐𝟐 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟐𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟐𝟐 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟐𝟑𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟐𝜹𝟑𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟐𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟐𝟑 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟐𝟏𝟐 = 𝝀𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟐 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟐𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟐𝟏 = 𝝁

• 𝑪𝟏𝟐𝟏𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟐𝜹𝟏𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟐𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟐𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟐𝟐𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟐𝜹𝟐𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟐𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟐𝟐 = 𝟎

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 37M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Composantes élastiques du tenseur des raideurs



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

• 𝑪𝟏𝟑𝟏𝟏 = 𝝀𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟏 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟑𝟏 + 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟑𝟐𝟐 = 𝝀𝜹𝟏𝟑𝜹𝟐𝟐 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟑𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟑𝟐 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟑𝟑𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟑𝜹𝟑𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟑𝟑 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟑𝟏𝟐 = 𝝀𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟐 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟑𝟐 + 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟏𝟑𝟏𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟑𝜹𝟏𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟏𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟑𝟏 = 𝝁

• 𝑪𝟏𝟑𝟐𝟑 = 𝝀𝜹𝟏𝟑𝜹𝟐𝟑 + 𝝁 𝜹𝟏𝟐𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟏𝟑𝜹𝟑𝟐 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟑𝟏𝟏 = 𝝀𝜹𝟐𝟑𝜹𝟏𝟏 + 𝝁 𝜹𝟐𝟏𝜹𝟑𝟏 + 𝜹𝟐𝟏𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟑𝟐𝟐 = 𝝀𝜹𝟐𝟑𝜹𝟐𝟐 + 𝝁 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟑𝟐 + 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟑𝟐 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟑𝟑𝟑 = 𝝀𝜹𝟐𝟑𝜹𝟑𝟑 + 𝝁 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟑𝟑 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟑𝟏𝟐 = 𝝀𝜹𝟐𝟑𝜹𝟏𝟐 + 𝝁 𝜹𝟐𝟏𝜹𝟑𝟐 + 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟑𝟏𝟑 = 𝝀𝜹𝟐𝟑𝜹𝟏𝟑 + 𝝁 𝜹𝟐𝟏𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟑𝟏 = 𝟎

• 𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑 = 𝝀𝜹𝟐𝟑𝜹𝟐𝟑 + 𝝁 𝜹𝟐𝟐𝜹𝟑𝟑 + 𝜹𝟐𝟑𝜹𝟑𝟐 = 𝝁

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 38M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Composantes élastiques du tenseur des raideurs



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

നന𝑪 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 =

𝑪𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟏𝟐𝟐 𝑪𝟏𝟏𝟑𝟑 𝟎 𝟎 𝟎

𝑪𝟐𝟐𝟏𝟏 𝑪𝟐𝟐𝟐𝟐 𝑪𝟐𝟐𝟑𝟑 𝟎 𝟎 𝟎

𝑪𝟑𝟑𝟏𝟏 𝑪𝟑𝟑𝟐𝟐 𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝑪𝟏𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑪𝟏𝟑𝟏𝟑 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 39M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

നന𝑪 = 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 =

𝝀 + 𝟐𝝁 𝝀 𝝀 𝟎 𝟎 𝟎

𝝀 𝝀 + 𝟐𝝁 𝝀 𝟎 𝟎 𝟎

𝝀 𝝀 𝝀 + 𝟐𝝁 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝝁 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝝁 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝝁

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 40M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila
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❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

ന𝑪 = 𝑪𝑰𝑱 =

𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟑 𝟎 𝟎 𝟎

𝑪𝟐𝟏 𝑪𝟐𝟐 𝑪𝟐𝟑 𝟎 𝟎 𝟎

𝑪𝟑𝟏 𝑪𝟑𝟐 𝑪𝟑𝟑 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝑪𝟒𝟒 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑪𝟓𝟓 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑪𝟔𝟔

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 41M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Notation de Voigt : Passage de 4 à 2 indices

𝒊 𝒋 𝒌 𝒍 → 𝑰 𝑱

1111 → 11

1122 → 12

1133 → 13

2211 → 21

2222 → 22

2233 → 23

3311 → 31

3322 → 32

3333 → 33

1212 → 44

1313 → 55

2323 → 66



 ന𝝈 = 𝝀𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 + 𝟐𝝁ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋

❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

ന𝑪 = 𝑪𝑰𝑱 =

𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎

𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎

𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟏 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎
𝑪𝟏𝟏−𝑪𝟏𝟐

𝟐
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝑪𝟏𝟏−𝑪𝟏𝟐

𝟐
𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝑪𝟏𝟏−𝑪𝟏𝟐

𝟐
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Notation de Voigt – Matériau isotrope

Matériau isotrope

𝐶11 = 𝐶22 = 𝐶33
𝐶12 = 𝐶13 = 𝐶23

𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 =
𝐶
11
−𝐶

12

2

Nota

Posons : 𝐶11− 𝐶12 = 2𝜇

𝐶12 = 𝜆


𝐶11 = 𝜆 + 2𝜇



 ന𝝈 = 𝝀𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 + 𝟐𝝁ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋

❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 = 𝝀𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 + 𝝁 𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

ന𝑪 = 𝑪𝑰𝑱 =

𝝀 + 𝟐𝝁 𝝀 𝝀 𝟎 𝟎 𝟎

𝝀 𝝀 + 𝟐𝝁 𝝀 𝟎 𝟎 𝟎

𝝀 𝝀 𝝀 + 𝟐𝝁 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝝁 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝝁 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝝁
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Notation de Voigt – Matériau isotrope

𝝀 =
𝑬𝝂

𝟏+𝝂 𝟏−𝟐𝝂

𝝁 = 𝑮 =
𝑬

𝟐 𝟏+𝝂

𝑬 =
𝝁 𝟑𝝀+𝟐𝝁

𝝀+𝝁

𝝂 =
𝝀

𝟐 𝝀+𝝁



 ന𝝈 = 𝝀𝑻𝒓 ധ𝜺 ന𝜹 + 𝟐𝝁ധ𝜺 ⇔ 𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋

❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 =
𝑬𝝂

(𝟏 + 𝝂) 𝟏 − 𝟐𝝂
𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 +

𝑬

𝟐 𝟏 + 𝝂
𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌

ന𝑪 = 𝑪𝑰𝑱 =
𝑬

𝟏+𝝂 𝟏−𝟐𝝂

𝟏 − 𝝂 𝝂 𝝂 𝟎 𝟎 𝟎

𝝂 𝟏 − 𝝂 𝝀 𝟎 𝟎 𝟎

𝝂 𝝂 𝟏 − 𝝂 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎
𝟏−𝟐𝝂

𝟐
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟏−𝟐𝝂

𝟐
𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟏−𝟐𝝂

𝟐
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Notation de Voigt – Matériau isotrope

𝝀 =
𝑬𝝂

𝟏+𝝂 𝟏−𝟐𝝂

𝝁 = 𝑮 =
𝑬

𝟐 𝟏+𝝂

𝑬 =
𝝁 𝟑𝝀+𝟐𝝁

𝝀+𝝁

𝝂 =
𝝀

𝟐 𝝀+𝝁



❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Q

u

i

z

𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍 =
𝑬𝝂

(𝟏 + 𝝂) 𝟏 − 𝟐𝝂
𝜹𝒊𝒋𝜹𝒌𝒍 +

𝑬

𝟐 𝟏 + 𝝂
𝜹𝒊𝒌𝜹𝒋𝒍 + 𝜹𝒊𝒍𝜹𝒋𝒌
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Visualisation des contraintes

𝑬 = 𝟐𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝑴𝑷𝒂

𝝂 = 𝟎. 𝟑

https://www.google.com/search?q=calculer+les+%C3%A9l%C3%A9ments+d+la+matrice+de+rigidit%C3%A9+d%C3%A9fine+par+%3A+%F0%9D%91%AA_%F0%9D%92%8A%F0%9D%92%8B%F0%9D%92%8C%F0%9D%92%8D%3D%F0%9D%9D%80%F0%9D%9C%B9_%F0%9D%92%8A%F0%9D%92%8B+%F0%9D%9C%B9_%F0%9D%92%8C%F0%9D%92%8D%2B%F0%9D%9F%90%F0%9D%9D%81%28%F0%9D%9C%B9_%F0%9D%92%8A%F0%9D%92%8C+%F0%9D%9C%B9_%F0%9D%92%8B%F0%9D%92%8D%2B%F0%9D%9C%B9_%F0%9D%92%8A%F0%9D%92%8D+%F0%9D%9C%B9_%F0%9D%92%8B%F0%9D%92%8C+%29&sca_esv=9ec7fb6c511368bf&rlz=1C1VDKB_enDZ1143DZ1146&sxsrf=ANbL-n6aluNSA-JTx-fBtucd2TZ8uoRMew%3A1771672552787&udm=50&fbs=ADc_l-bpk8W4E-qsVlOvbGJcDwpnAZSMear974weD6LplNmZUQrg3XAE60bXmmaETk4AJ0XNFq6Y7KpNvlcFI583nNW7lo7gAZlBiQfzcBhTEUkU5no5aBzkKfVNej19em7egtSrgmz1QRgWtFxnv2RNdQuOGdXflrPFoQppUo15lDvOtPuFyekFItdkO-eTjwccKjOxsS0Bccme42s1z3n5QkXHOINvcA&aep=1&ntc=1&sa=X&ved=2ahUKEwj59KrJuuqSAxUGhf0HHTWmMkoQ2J8OegQIDxAE&biw=1599&bih=731&dpr=1.8&mstk=AUtExfAgViGaQg5FHppYXh1V4aOCOnt2J4JgWS29Y7UoNBTG3us9Jn4YpA0S9JbI6ScJm4vicjgA7MZNAS-BFp4F64pkU6wDUyQ9inzzIiP1YndZ32h_GM-KeqK9_WD5BneZ2E6ph-ec9Lf1mM5BjRehw-5_OlItu1X5YGQ99fTloD2l6WUfBvPr5cbWkwjOYG1aNtXJ7dwQqn81Qrmeb9dkDkcdOxThZ_4Tv4tBWzTnXadz68WKBj_zfOtpn0087NJABRP3L1Zhfv_iLROiiq1z0tfggfDofz7UXBBdkzblFjY3PyOrTrvSqO-n6kijGFfIT8im0tfqEwFtEA&csuir=1&mtid=eJSZaYyjLoX4kdUPguudIA#sv=CB8SWwomZWR1Z3JhcGgtaW1nLVNubWRhWXFHRzllb2tkVVB0OEtlMkFvXzMQABoGajNQWUtlIicjZWR1Z3JhcGgtaW1nLVNubWRhWXFHRzllb2tkVVB0OEtlMkFvXzMYQyDXwcrRAjAE


𝝈𝟏𝟏
𝝈𝟐𝟐
𝝈𝟑𝟑
𝝈𝟏𝟐
𝝈𝟏𝟑
𝝈𝟐𝟑

=
𝑬

𝟏 + 𝝂 𝟏 − 𝟐𝝂

𝟏 − 𝝂
𝝂
𝝂
𝟎
𝟎
𝟎

𝝂
𝟏 − 𝝂
𝝂
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𝟎
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𝟎
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𝜺𝟑𝟑
𝜺𝟏𝟐
𝜺𝟏𝟑
𝜺𝟐𝟑

Résolution de l’équation de l’élasticité tridimensionnelle isotrope - ChatGPT

𝜺𝟏𝟏
𝜺𝟐𝟐
𝜺𝟑𝟑
𝜺𝟏𝟐
𝜺𝟏𝟑
𝜺𝟐𝟑

=
𝟏

𝑬

𝟏
−𝝂
−𝝂
𝟎
𝟎
𝟎

−𝝂
𝟏
−𝝂
𝟎
𝟎
𝟎

−𝝂
−𝝂
𝟏
𝟎
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎
𝟎

𝟏 + 𝝂
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎
𝟎
𝟎

𝟏 + 𝝂
𝟎

𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎

𝟏 + 𝝂

𝝈𝟏𝟏
𝝈𝟐𝟐
𝝈𝟑𝟑
𝝈𝟏𝟐
𝝈𝟏𝟑
𝝈𝟐𝟑

❑ Cas du comportement élastique linéaire isotrope

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 46M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Relations de comportement

(Conditions tridimensionnelles)


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Modes de sollicitations du sol en place 

et leur simulation en laboratoire  

Sollicitations en place

Simulation en laboratoire

❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Contraintes dans le terrain Paramètres d’élasticité aélotrope
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𝜎𝑧𝑧

ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑥𝑦

𝜎𝑦𝑧

𝜎𝑦𝑥

𝜎𝑧𝑥

𝜎𝑧𝑦

𝜈ℎℎ
′

ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧 𝐸𝑣
′

𝐸ℎ
′

𝐺𝑣
′

𝜈ℎ𝑣
′

𝜈𝑣ℎ
′

𝐺ℎ
′
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𝝂𝒉𝒗
′ = 𝝂𝒗𝒉

′ 𝑬𝒉
′

𝑬𝒗
′

𝑮𝒉
′ =

𝑬𝒉
′

𝟐 𝟏 + 𝝂𝒉𝒉
′

Paramètres d’élasticité aélotrope

𝜈ℎℎ
′

ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧 𝐸𝑣
′

𝐸ℎ
′

𝐺𝑣
′

𝜈ℎ𝑣
′

𝜈𝑣ℎ
′

𝐺ℎ
′



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

 51M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Identification expérimentale

Éprouvette verticale

ҧ𝑥

ത𝑦

ത𝑦

ҧ𝑧

Éprouvette horizontale

ҧ𝑥

ҧ𝑧

ҧ𝑧

ത𝑦

Éprouvette inclinée

ҧ𝑧

ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧ഥ𝒙
ഥ𝒚

ത𝒛

ഥ𝒙
ഥ𝒚

ത𝒛



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Eprouvette verticale
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Remarque : Une augmentation du volume sous compression simple se traduit 

par 𝜈𝑣ℎ
′ > 0.5 (Sols fortement surconsolidés).

𝑬𝒗
′ =

𝜟𝝈𝒛
′

𝜟𝜺𝒛

𝝂𝒗𝒉
′ =

𝟏

𝟐
𝟏 −

𝜟𝜺𝒗
𝜟𝜺𝒛

ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧 𝐸𝑣
′

𝐸ℎ
′

𝜈𝑣ℎ
′

𝜈ℎℎ
′



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Eprouvette horizontale

Remarque : Une augmentation du volume sous compression simple se traduit

par 1 − 𝜈ℎℎ
′ − 𝑛𝜈𝑣ℎ

′ < 0.
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𝑬𝒉
′ =

𝜟𝝈𝒙
′

𝜟𝜺𝒙

𝝂𝒉𝒉
′ = 𝟏 − 𝒏𝝂𝒗𝒉

′ −
𝜟𝜺𝒗
𝜟𝜺𝒙

ത𝑦

ҧ𝑥

ҧ𝑧

𝐸𝑣
′

𝐸ℎ
′

𝜈𝑣ℎ
′

𝜈ℎℎ
′ 𝑛 = Τ𝐸ℎ

′ 𝐸𝑣
′



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Eprouvette inclinée

Remarque : La détermination expérimentale de 𝐺𝑣
′ est une opération très délicate 

de sorte qu’elle ne peut être recommandée en pratique, d’où 
l’utilisation de formules empiriques. 

ҧ𝑥

ത𝑦

ҧ𝑧



ഥ𝑖
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(Barden, 1963)

𝑮𝒗
′ = 𝑬𝒗

′
𝒏

𝟏 + 𝒏 + 𝟐𝒏𝝂𝒗𝒉
′

𝐺𝑣
′ = 𝑓 𝜃 , 𝐸𝑖

′

= 𝑓 𝐸𝑣
′ , 𝑛 = Τ𝐸ℎ

′ 𝐸𝑣
′ , 𝜈𝑣ℎ

′ , 𝜈ℎℎ
′

𝐸𝑖
′



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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Anisotropie de résistance

Anisotropie de déformabilité

su – résistance au cisaillement non drainée

Eu – module de déformation non drainé
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Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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𝟏𝟔. 𝟑 𝑴𝑷𝒂 ≤ 𝑬𝒗
′ ≤ 𝟐𝟐. 𝟖 𝑴𝑷𝒂

𝟎. 𝟏𝟏 ≤ 𝝂𝒗𝒉
′ ≤ 𝟎. 𝟏𝟗

𝟕. 𝟔 𝑴𝑷𝒂 ≤ 𝑬𝒉
′ ≤ 𝟏𝟐. 𝟒 𝑴𝑷𝒂

𝟎. 𝟎𝟗 ≤ 𝝂𝒉𝒉
′ ≤ 𝟎. 𝟑𝟐



❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Exemple : Argile molle de Guiche, France (Khemissa et al., 1993)
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❑ Cas du comportement élastique linéaire aélotrope

Paramètres d’aélotropie de quelques sols naturels

Sables : La mesure directe des paramètres d’élasticité aélotrope des sables a été 
rarement effectuée (très peu de données expérimentales).

Argiles : Pour les argiles, les résultats expérimentaux sont plus nombreux. Des 
valeurs typiques sont données ci-après.
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Argile 𝒛 (𝒎) 𝒘 (%) 𝑬𝒗
′ (𝑴𝑷𝒂) 𝑬𝒉

′ (𝑴𝑷𝒂) 𝑮𝒗
′ (𝑴𝑷𝒂) 𝝂𝒉𝒉

′ 𝝂𝒗𝒉
′

Cubzac-les-Ponts, France
Magnan et al. (1982)

5 – 6 82 2.70 1.94 1.75 0.11 0.24

Guiche, France
Khemissa et al. (1993)

10 – 14 60 18.30 9.90 6.10 0.21 0.14

Muar-Flat, Malaisie
Balasubramanian et al. (1989)

<10 80 6.75 4.46 3.05 0.10 0.25

Leda, Canada
Lo et al. (1977)

<10 65 7.10 4.50 2.80 0.20 0.19

Bonsecours, Québec, Canada
Yong and Silvestri (1979)

- 66 6.90 4.30 - 0.20 0.35

Londres, United Kingdom
Atkinson (1973)

- 28 11.03 22.06 - 0.00 0.19



Résolution de l’équation de l’élasticité tridimensionnelle anisotrope -

ChatGPT
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Relations de comportement

(Conditions triaxiales)

𝝈𝒉
′

𝝈𝒗
′

𝝉

=

𝑬𝒗
′ 𝟏 − 𝒏𝝂𝒗𝒉

′𝟐

𝟏 + 𝝂𝒉𝒉
′ 𝟏 − 𝝂𝒉𝒉

′ − 𝟐𝒏𝝂𝒗𝒉
′𝟐

𝑬𝒉
′ 𝝂𝒗𝒉

′

𝟏 − 𝝂𝒉𝒉
′ − 𝟐𝒏𝝂𝒗𝒉

′𝟐 𝟎

𝑬𝒉
′ 𝝂𝒗𝒉

′

𝟏 − 𝝂𝒉𝒉
′ − 𝟐𝒏𝝂𝒗𝒉

′𝟐

𝑬𝒉
′ 𝟏 − 𝝂𝒉𝒉

′

𝟏 − 𝝂𝒉𝒉
′ − 𝟐𝒏𝝂𝒗𝒉

′𝟐 𝟎

𝟎 𝟎 𝑮𝒗
′

𝜺𝒉

𝜺𝒗

𝜸
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Ex. 1 Soit le champ de déplacement 𝑢ത  défini en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par les coefficients de Lamé 𝜆 et 𝜇 : 

𝑢ത   

𝑢1 = 𝑘𝑥2

𝑢2 = 𝑘𝑥3

𝑢3 = 𝑘𝑥1

  / (𝑥ҧ1, 𝑥ҧ2, 𝑥ҧ3), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique. 

A. Construire le tenseur des déformations  𝜀Ӗ =  𝜀𝑖𝑗  , puis calculer les déformations principales 

𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 correspondantes et leurs directions 𝑛ത1,𝑛ത2 et 𝑛ത3 . Tracer ensuite le tricercle de 

Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

B. Déterminer le tenseur des contraintes 𝜎ധ =  𝜎𝑖𝑗   résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 𝑛ത1,𝑛ത2 

et 𝑛ത3 . Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de 

cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 
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Ex. 2 Soit le tenseur des contraintes appliqué en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par le module de Young 𝐸 et le coefficient de Poisson 𝜈 : 

𝜎ധ =  𝜎𝑖𝑗  =  

𝑘 − 1 0 0

0 𝑘  3

0  3 𝑘 + 2

   (𝑁/𝑚𝑚2), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne le paramètre de chargement.  

A. Déterminer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 

𝑛ത1,𝑛ത2 et 𝑛ത3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte 

de cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

B. Construire le tenseur des déformations  𝜀Ӗ =  𝜀𝑖𝑗   résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les déformations principales 𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3  correspondantes et leurs directions 

𝑛ത1,𝑛ത2 et 𝑛ത3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion 

maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 
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Ex. 3 Soit le champ de déplacement 𝑢ത  défini en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par le module de compressibilité volumique 𝐾 et le module de cisaillement 𝐺 : 

𝑢ത   

𝑢1 = 𝑘(𝑥2 + 𝑥3)

𝑢2 = 𝑘(𝑥3 + 𝑥1)

𝑢3 = 𝑘(𝑥1 + 𝑥2)
  / (𝑥ҧ1, 𝑥ҧ2 , 𝑥ҧ3), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique. 

A. Construire le tenseur des déformations  𝜀Ӗ =  𝜀𝑖𝑗  , puis calculer les déformations principales 

𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3 correspondantes et leurs directions 𝑛ത1,𝑛ത2 et 𝑛ത3 . Tracer ensuite le tricercle de 

Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

B. Déterminer le tenseur des contraintes 𝜎ധ =  𝜎𝑖𝑗   résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 𝑛ത1,𝑛ത2 

et 𝑛ത3 . Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de 

cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 



Chap. 2 : Lois de comportement élastique

Rhéologie des sols

EXERCICES

 68M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Ex. 4 Soit le tenseur des contraintes appliqué en un point d’un solide élastique isotrope 

caractérisé par le module de Young 𝐸 et le coefficient de Poisson 𝜈 : 

𝜎ധ =  𝜎𝑖𝑗  =  
−𝑘 0 𝑘
0 2𝑘 0
𝑘 0 −𝑘

   (𝑁/𝑚𝑚2), 

où 𝑘 ≥ 0 désigne le paramètre de chargement.  

A. Déterminer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 correspondantes et leurs directions 

𝑛ത1,𝑛ത2 et 𝑛ത3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte 

de cisaillement maximale 𝜏𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

B. Construire le tenseur des déformations  𝜀Ӗ =  𝜀𝑖𝑗   résultant de la sollicitation appliquée, puis 

calculer les déformations principales 𝜀1 ≥ 𝜀2 ≥ 𝜀3  correspondantes et leurs directions 

𝑛ത1,𝑛ത2 et 𝑛ത3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion 

maximale 𝛾𝑚𝑎𝑥  correspondante. 

Commenter les résultats trouvés après chaque calcul. 
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