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Q Introduction

Modes de vibration des fondations
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Q Introduction

p(t) = p,e'®!

[

Semelle + Machine

Masse : m
+w(t)
Ressort Amortisseur
Raideur: k Amortissement: c
7
a/ Modéle physique b/ Modeéle rhéologique : Kelvin-Voigt

Modélisation des fondations sous chargement vibratoire
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a Notion d’amortisseurs

- Propriétés des amortisseurs de structures

L'amortissement des ouvrages de génie-civil peut provenir de :

v’ ouverture / fermeture des fissures (u-fissures),

v’ déformation des éléments secondaires (cloisons),

v’ frottements des interfaces structure principale - éléments
secondaires, oA

v' comportement anélastique des matériaux liés a leur viscosité. 5 s

- Valeurs typ:ques du taux d’amortissement & selon le PS 92

£ (%)

Béton précontraint 2
Charpente métallique 2-4
Béton non armé 3

Béton armé

Bois 4-5
Maconnerie 5-6
Sol de fondation 5
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a Notion d’amortisseurs

- Propriétés des amortisseurs de structures

L'amortissement des ouvrages de génie-civil peut provenir de :

v’ ouverture / fermeture des fissures (u-fissures),

v’ déformation des éléments secondaires (cloisons),

v’ frottements des interfaces structure principale - éléments
secondaires, oA

v' comportement anélastique des matériaux liés a leur viscosité. ,» s

- Valeurs typ:ques du taux d’amortissement £ selon le RPA 2024

£ (%) osssoceeeieeooooooo :

: |
Remplissage Léger  Dense ; !
i 1
Portiques  Béton armé 6 7 ]
Acier 4 5

Voiles en béton armé

10
Murs en magonnerie
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Notion d’amortisseurs

- Réle de 'amortissement dans la stabilité des structures

O Kl 0307030
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a Notion d’amortisseurs

- Exemples d’amortisseurs de structures

Ressort-Amortisseur parasismique Boite a ressort antivibratoire

Amortisseur viscoélastique Amortisseur harmonique Simulateur, Kobé, Japon, 2010
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O Notion d’amortisseurs
- Exemples d’amortisseurs de structures

B 5 - o = : 7 -
8 #Djamad El #Djazair WA K B d 2 e : 0 < o3 e
La #grande #mosquée #d'Alger 2 Koy & LG M|na ret
AUTEURS : #lan Akkermann b 2T - 3 2 X e ;3 | T s
B #Dan Constantinescu ;#Eric Fischer #Alexander Hewener
8 #Dietlinde Kéber réimpression de: Ingenieurbaukunst 2016 | Bautechnik 92
8 (2015), numéro 1 Stahlbau 84 (2015), numére 1 | Construction en béton et béton &
armé 110 (2015), Numéro 2 . ;

15 étages
Surface=53 m?

Systéme parasismique : Djamaa El-Djazair i) gl
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O Notion d'oscillateurs

ARISTOTLE UNIVERSITY
1} A OF THESSALONIKI

us” GREECE

DEPARTMENT
OF CIVIL
ENGINEERING

fla

SDGEE

Research Unit of Soil Dynamics and Geotechnical Earthquake Engineering

Medieval City of Rhodes, Greece: Numerical modeling of Suleiman Mosque (a) a single cantilever column and (b) modeling of the
whole structure. Sensors configuration Is also shown

Exemples d’oscillateurs simples (Auvent) et multiples (Batiment et Minaret)
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Exemples d’oscillateurs simples
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0 Cas de l'oscillateur simple

Exemples d’oscillateurs simples : Insolite
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a Cas de l'oscillateur simple
- Modéle physique : Console

o

- Modeéle rhéologique : Kelvin-Voigt

= P = poei

‘ Masse (m)

Raideur (k)

Viscosité (c)

VI

(k)
— ANAANAANA—
— —@—— r(®)
T (m)
' > u(t)
(c)

- Bilan des forces

Fi=mi = f—c— p(t) —a

- Equation du mouvement : Y. F = 0
= F,+F,+F =p(t)

= mit+ cit + ku = p(t)

: k :
Soit w,, = \/% la pulsation naturelle

(Pulsation propre du systéme)

= i) + ) + wiu() = —-p()
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a Cas de l'oscillateur simple

De facon équivalente, on introduit les
parametres suivants :

v" Lafréquence propre :

w 1 |k
fn - .

Zn_Zn - (Hertz)

v’ La période propre:

T, = f_ln wn \/7 (sec)

v" Le taux d’amortissement * :
: C C C
2Vkm 2mw, c.

ou ¢, = 2mw,, désigne le coefficient

d’amortissement critique, tel que :

c (<1 (Systeme sous-amorti)
§=— (=1 (Systeme a amortissement critique)
Cc (> 1 (Systéme sur-amorti)

D’ou I’équation générale du mouvement :

i(0) + 28w, (8) + wiu(®) = - p(®)

La solution générale de I'équation est donnée
par 'intégrale de Duhamel :

¢
u(t) = f p(1) e ¥t sin[wp (t — 7)] dt
0

mwyp

ol wp = w,/1— &% estla pulsation propre
amortie (Pseudo-pulsation propre).

* Facteur ou coefficient d'amortissement, Amortissement réduit, Pourcentage d’amortissement critique (RPA 2024)
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Cas de l'oscillateur simple

. (<1 (Systéme sous-amorti) Systeme sous-amorti
§=— {=1 (Systeme a amortissement critique) 120 (E<1) |
¢ {>1 (Systeme sur-amorti) - Tis)
N 1) 7 . 7 ’ s
D’ou I'équation générale du mouvement : 80 \
1 60 10
i1(t) + 28w, 1(t) + wiu(t) = —p(0) £ 40 [\ A 2
2 2 AN /T™\
()]
La solution générale de I'’équation est donnée 5 o \\ //xy/ \s\vksjy/\x ’\]«'/“
par l'intégrale de Duhamel : .z.}-zo n Y \ /
t 40 A /
u(t) = j (1) e 3D sin[w,(t — 7)] dt 60
map Jo* P AV,
-80
ol wp = wy/1— &% estlapulsation propre -100
0 10 20 30 40 50 60
amortie (Pseudo-pulsation propre). Temps t (s
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o Cas de l'oscillateur simple

<1 (Systéme sous-amorti) Systeme a amortissement critique
§=— (=1 (Systeme a amortissement critique) 120 (E=1)
€c (> 1 (Systéme sur-amorti) Tis)
Sy : 4 100 5
D’ou I'’équation générale du mouvement :
—10

i(0) + 28w, 0(0) + wiu(®) = - p(®)

80 -

\ —20
60 \
40

t
u(t) = -[0 p(1) e 59D sin[wp(t — 7)] dt 20

mwyp M
ol wp = wy/1— &% estlapulsation propre 0

0 10 20 30 40 50 60

La solution générale de I'’équation est donnée

Déplacement u (cm)

par 'intégrale de Duhamel :

amortie (Pseudo-pulsation propre). Temps t (s)
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Cas de l'oscillateur simple

< 1 (Systéme sous-amorti) Systeme sur-amorti
§=— {=1 (Systeme a amortissement critique) 120 (E>1) |
Cc |- 1 (Systéme sur-amorti) Tis)
) N 17 c s s 100 5
D’ou I'’équation générale du mouvement :
—10
1
i(t) + 2Ew,u(t) + wiu(t) = ap(t) E 8 \\ 0
o e , 2 60
La solution générale de I'’équation est donnée g \
par 'intégrale de Duhamel : E} 20 \ \
t \
u(t) = j p(1) e 59D sin[wp(t — 7)] dt 20
mwyp 0 \
\
ol wp = wy/1— &% estlapulsation propre 0 — —————
_ lsat 0 10 20 30 40 50 60
amortie (Pseudo-pulsation propre). Temps t (s
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0 Cas de l'oscillateur simple

. . 120 | [ |
<1 (SySteme Sous_amortl) —Systéme sous-amorti
&= — 1" 1 (Systeme a amortissement critique) Systéme 3 amortissement critique
¢ (> 1 (Systeme sur-amorti) ] |
80 —Systéme sur-amorti

D’ou I’équation générale du mouvement :

£ 10 \(\
1 1
i(t) + 2&w,u(t) + wiu(t) = —p(t) g \ N
m g 0 \V/\v/\v‘
La solution générale de I'équation est donnée E’L \/
par l'intégrale de Duhamel : -40
t /
t) = —dw(t-1) gj t — d - ériode T=10s —
u(t) mejOp(t)e sinfwp(t — 1)] dT 80 Période T=10

ol wp = w,/1— &% estla pulsation propre 1120

c - 0 10 20 30 40 50 60
amortie (Pseudo-pulsation propre).

Temps t (s)
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Cas de l'oscillateur simple
- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

u(t) =

t
j p(7) e 0 sin[wp(t — T)]dTt  (Voir page 15)

L'intégrale de Duhamel est utilisée pour déterminer la réponse d'un systéme linéaire invariant dans le

temps soumis a une excitation extérieure.

Forme générale de I'intégrale de Duhamel
Pour un systéme linéaire invariant dans le temps ayant une réponse impulsionnelle k(%) et soumis a

une excitation f(t), la réponse y(t) est donnée par :

y(t) = [0 h(t — 7)f(r)dr

Interprétation

e h(t — 7) est la réponse impulsionnelle retardée du systéme.

J f(‘r) est I'excitation appliquée au temps 7.

* L'intégration calcule la contribution de toutes les excitations passées f(7) pondérées par h(t — T)

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 20
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Cas de l'oscillateur simple

- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

Cas d’'un systeme du second ordre

Un systéme masse-ressort-amortisseur suit I'équation différentielle :
mi + cy + ky = f(t)

Sa réponse est obtenue en utilisant I'intégrale de Duhamel avec la fonction de réponse impulsionnelle :

1
h(t) = ——e “ ! sin(wgqt
(6) = ——e “*sin(wat)

ol :

¢ Wy =/ k/m est la pulsation propre.

e ( = _f— estle coefficient d'amortissement.
2V km

* Wi = Wny/ 1-— C2 est la pulsation amortie.

La réponse du systeme est alors :

t
1
y(t) = i m—%e_c‘”“(t_") sin(wg(t — 7)) f(7)dT

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 21
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Cas de l'oscillateur simple

- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

L'intégrale de Duhamel est un outil fondamental en dynamique des structures et en traitement du

signal pour calculer la réponse d'un systeme linéaire a une excitation quelconque.

Le calcul de l'intégrale de Duhamel nécessite une intégration numérique car elle est généralement
impossible a résoudre analytiquement pour des fonctions d'excitation complexes. Voici quelques

méthodes numériques courantes utilisées pour son calcul :

1. Méthode des trapezes

Approche : Approximations successives de l'intégrale en découpant I'intervalle en petits trapezes.

Formule :

I~ ZI: g [f(ti—1)R(t:) + f(t:)h(tiz1)]

Avantage : Simple a implémenter, bon compromis entre précision et complexité.

Inconvénient : Moins précis pour des fonctions trés variables.

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila
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Cas de l'oscillateur simple

- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

2. Méthode des rectangles (gauche/droite/milieu)

2" Approche : Approximation en sommant des aires de petits rectangles.

2" Formules :

e Rectangle gauche:

n—1
I~ f(t)h(ti) - At
i—0

* Rectangle droit :
I~ fti)h(t:)- At
=il
¢ Rectangle milieu :
n—1 £+t
I“Zf( , 2”1) h(tit1) - At
i=0

2" Avantage : Trés simple a mettre en ceuvre.

2" Inconvénient : Peu précis sauf si At est trés petit.

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila
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Cas de l'oscillateur simple
- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

3. Méthode de Simpson

Approche : Approximation par interpolation quadratique (polynémes du second degré).

Formule :

n—2

Y. F@R(E) + 4F (i)h(ti) + F(tiia)h(tiy)]

i=0,24,...
Avantage : Plus précis que les trapézes pour une méme discrétisation.

Inconvénient : Fonctionne mieux pour un nombre pair de points.

4. Methode de quadrature de Gauss

Approche : Approximations basées sur des poids et des points optimaux pour réduire |'erreur.

Formule générale :

Ix Zwi F(t:)h(t:)

ou w; sont des poids pré-calculés.
> Avantage : Trés précis méme avec peu de points.

>* Inconvénient : Plus complexe a mettre en ceuvre N
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Cas de l'oscillateur simple
- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

5. Méthodes avancées : Algorithmes d'intégration adaptative

¢ Romberg : Raffinement progressif en combinant la méthode des trapézes avec une extrapolation

de Richardson.

¢ Runge-Kutta pour intégration cumulative : Utilisé pour des problémes ou h(t) évolue avec un

systéme dynamique.

@ Conclusion

e Meéthodes simples (rectangles, trapézes) : Faciles a programmer, adaptées pour un calcul rapide.

» Méthodes plus avancées (Simpson, Gauss, Romberg) : Plus précises, recommandées si f () et

h(t) varient rapidement.

Si tu veux une implémentation en MATLAB ou Python, fais-moi signe ! #

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila
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0 Cas de l'oscillateur simple
- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

4\ MATLAB R2

EDITOR UBLIS \ - Search Documentation

= o & o * = .
Q.I] | H || Compare ¥ E")ﬂ * 'fp{'ﬂ % % 2 (‘;Prm'iler IE. =] Section Break [) @P

New Open Save o print + Go To el < Refactor 2] of &= L& Analyze Run ERUH S as Run Step Stop
- - A - ﬂ Bookmark ¥ - EI - Section Eﬁ Run to End -
FILE NAVIGATE CODE ANALYZE SECTION RUN a

@ ﬂﬁ » D: ¥ Université » Moodle » 1RDS » RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numérique » MDF_MEF » - P
g \J Editor - D:\Université\Moodle\1 RDS\RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numerique\MDF_MEF\IntegraleDeDuhamel.m @ x 02
K IntegraleDeDuhamel.m TP2_DDS_Karbi_M151_2024.m TP2_sinusoide.m FonctionsMaths.m AmortissementRayleigh.m AmortissementRayleighGraphe.m + =
§ 1 [ % Programme MATLAB permettant de calculer 1'intégrale de Duhamel (ChatGPT, 19/82/2025) = - og
B 2 % Exemple : Excitation sinusoidale 4 Figure 1 - = o 3
S 3 % mssssmsssssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssossss File Edit View Insert Tools Desktop Window Help El

i B Nade @0 E

6 Cette intégrale est couramment utilisée en dynamique des structures et en analyse

7 des systémes linéaires pour obtenir la réponse d'un systéme soumis a une excitation donnée. Excitation

8 1 T

9 Le programme ci-dessous suppose que vous avez une fonction d'excitation f(t)

1e et une réponse impulsionnelle h(t), et il effectue 1'intégration numérique

11 en utilisant la méthode des trapézes. g 0

12

13 Explication du code :

B =

15 1. Définition du temps : Un vecteur t est créé pour représenter la durée d'analyse. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

16 2. Définition des fonctions : Temps (s)

17 . f(t) = sin(2mt), qui est une excitation sinusoidale. . i Rélfonse imP‘-HSiOﬂnIe"e i .

18 . h(t), qui est la réponse impulsionnelle d'un systéme du second ordre avec un amortissement. 0.1 i}

ale) 3. Calcul de 1'intégrale de Duhamel :

20 . On effectue une intégration numérique a chaque instant ti. =

21 . L'intégration se fait par la méthode des trapézes (trapz). =

22 4. Affichage des résultats : Trois graphiques sont tracés :

23 . L'excitation f(t). 01 , L . . . . . \ .

24 . La réponse impulsionnelle h(t). o 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

25 . La réponse y(t) obtenue via 1'intégrale de Duhamel. Temps (s)

26 %1072 Réponse par l'intégrale de Duhamel

27 Résultat attendu : 1 T T T T T T ]

28 | mmmemeemmeemee--

29 . Une excitation sinusoidale. -

30 . Une réponse impulsionnelle décroissante. =0 T

31 . Une réponse y(t) qui combine les effets de f(t) et h(t).

32 A

33 N.B. On peux modifier les fonctions f(t) et h(t) selon le besoin.

34 R R 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3s %} Temps (s) 1

Command Window

e e e
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0 Cas de l'oscillateur simple
- Résolution de l'intégrale de Duhamel : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

4\ MATLAB R2

EDITOR UBLIS \ - Search Documentation

= T P % = a
Q.I] | H || Compare ¥ E")ﬂ - 'fp{'ﬂ % % 29 (‘;Prm'iler IE. =] Section Break [) @P

New Open Save o print + Go To el < Refactor 2] of &= L& Analyze Run ERUH S as Run Step Stop
- - A - ﬂ Bookmark ¥ - EI - Section Eﬁ Run to End -
FILE NAVIGATE CODE ANALYZE SECTION RUN a

@ ﬂﬁ » D: ¥ Université » Moodle » 1RDS » RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numérique » MDF_MEF » - P
g \J Editor - D:\Université\Moodle\1 RDS\RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numerique\MDF_MEF\IntegraleDeDuhamel.m @ x 02
K IntegraleDeDuhamel.m TP2_DDS_Karbi_M151_2024.m TP2_sinusoide.m FonctionsMaths.m AmortissementRayleigh.m AmortissementRayleighGraphe.m + =
E 38 [ % Programme MATLAB permettant de calculer 1'intégrale de Duhamel (ChatGPT, 19/82/2025) = - QE
S 39 % Exemple : Excitation sinusoidale 4 Figure 1 - = o 3
9 s L % == ===== File Edit View Insert Tools Desktop Window Help El

41 clc; clear; close all; v \ —

42 % Définition du temps Qdde @ 08 K[E

43 Tmin = @; % Temps initial

44 Tmax = 1@; % Temps final Excitation

45 dt = @.e1; % Pas de temps 1 T

46 t = Tmin:dt:Tmax; % Vecteur du temps

47 % Définition de la fonction d'excitation f(t)

48 f = @(t) sin(2*pi*t); X% Exemple : excitation sinusoidale g 0

49 % Définition de la réponse impulsionnelle h(t) (exemple d'un systéme du second ordre)

50 w_n = 2%pi; % Pulsation propre

51 zeta = @.1; % Coefficient d'amortissement =1

52 h = @(t) (t >=08) .* (1/(w_n*sqrt(1l-zeta”2))) .* exp(-zeta*w_n*t) .* sin(w_n*sqrt(l-zeta~2)*t); 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

53 % Calcul de 1'intégrale de Duhamel par la méthode des trapézes Temps (s)

54 y = zeros(size(t)); % Initialisation de la réponse . i Rélfonse imP‘-HSio"nIe"e i .

55 [ for i = 2:length(t) 01 4

56 tau = @:dt:t(i); % Vecteur de temps pour 1l'intégration

57 integrand = f(t(i) - tau) .* h(tau); % Fonction a intégrer =

58 y(i) = trapz(tau, integrand) * dt; % Intégration numérique =

59 end

60 % Affichage des résultats 01 . L . . . . . \ .

61 figure; "o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

62 Temps (s)

63 subplot(3,1,1); plot(t, f(t), 'r', 'LineWidth', 1.5); <1073 Réponse par l'intégrale de Duhamel

64 xlabel('Temps (s)'); ylabel('f(t)'); title('Excitation'); 1 T T T T T T ]

65

66 subplot(3,1,2); plot(t, h(t), 'b', 'LineWidth', 1.5); .

67 xlabel('Temps (s)'); ylabel('h(t)'); title('Réponse impulsionnelle'); =0 T

68

69 subplot(3,1,3); plot(t, y, 'g', 'Linewidth', 1.5); r

;3 xlabel('Temps (s)'); ylabel('y(t)'); title('Réponse par 1''intégrale de Duhamel'); 3 - z E n z B - B 9 0

72 grid on; Temps (s) 3

Comm?arnd Window

ol 1
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1985

- Dynamique des sols
w’;‘ﬁﬁ Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

o Cas de l'oscillateur simple

- Formes de la force p(t) appliquée

Force périodique
engendrée par une machine

iwt

p(t) = poe

Impulsion due a un choc
(Battage des pieux et palplanches)

p() = 6(t)

+oo =0
0

8(t) =

t=0

Séisme
(Déplacement d’appui)

p(t) =0

y . e ~ _— )
/‘,..,v Sl BTN e, - By
£ e -y - 0
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j‘L Dynamique des sols
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Université Mohamed Boudiaf - Msila

0 Cas de l'oscillateur simple

Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

- Cas d’une excitation sismique (Vibrations forcées par déplacement d’appui)

v(t)
u(t)
O (m)
- V(1) -
—\
4 A |
vs(t)

Accéelérogramme

15 20
Temps (s)

a_

(k)
— AAAANANANAN— p(t)=0
—@— = v(®)
T (m)
|
(©)
Oscillateur libre

* v(t) - Déplacement horizontal d’appui

* u(t) - Déplacement propre de la masse

= v(t)=u(t)+v(t) - Déplacement total

= H(O)=il ()+i,(D)
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E Dynamique des sols
jﬂﬁf—% Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

éluunll - walings 1000 dooly
Université Mohamed Boudiaf - Msila

0 Cas de l'oscillateur simple

- Cas d’une excitation sismique (Vibrations forcées par déplacement d’appui)
Sachant que : 1i(t) + iit(t) + wiu(t) = %p(t) (Cas général de l'oscillateur forcé)
Etque: i(t) + v,(t) + iu(t) + w2u(t) = 0 (Oscillateur libre : Déplacement d’appui)
D’ou, 'on déduit que : p(t) = —mv (t)

= Tout se passe comme s’Il s'agit d’un oscillateur libre soumis a une force fictive égale a

la force d’inertie p(t) = —mi(t), ou V,(t) désigne l'accélération sismique appliquée.

La solution de I'’équation est donnée par I'intégrale de Duhamel qui prend la forme
particuliére suivante : u(t) = — wi fot V(1) e $9nt=D) sin[wp(t — 7)) dT
D

avec wp = w,\/ 1 — &* (Pulsation propre amortie).
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o Cas de l'oscillateur multiple

. B — \5{“!"‘;-_""‘ ]

e

“~Djamaa El-Djazair

Exemples d’oscillateurs multiples
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Dynami I
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o Cas de l'oscillateur multiple

DarEi eida; Alger

Exemples d’oscillateurs multiples
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- Dynamique des sols
wﬁﬂjﬁﬁ Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

a Cas de l'oscillateur multiple

i A gp
i —
Y, .'-'..« s
y

e

-
);:’/‘//

4

o
e -
N ™

.
-~

i

BT

Exemples d’oscillateurs multiples
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Dynamique des sols
= ﬂm Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

a Cas de l'oscillateur multiple

Exemples d’oscillateurs multiples : Insolite
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Dynamique des sols
wiw—. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

a Cas de l'oscillateur multiple

AR Envoyer un cadeau

Mostafa Taleb

& 5339 Lidle Jaw 83315 gam

Exemples d’oscillateurs multiples : Insolite
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ﬁ Dynamique des sols
woame. ChAP. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

a Cas de l'oscillateur multiple
- Modele de console - Formulation de I'équation du mouvement

RN Par généralisation de '’équation du mouvement de
(m,) = Pa(t)

'oscillateur simple au cas de I'oscillateur multiple, on

(ky €0)
peut écrire :

A = e == . = —
(M40) = Ppeald) Mii + Cui + Ku = P(t)
(K11, Cj41) avec .
(m,) \_—\ p;(t) M - Matrice des masses
(k; ¢)) K - Matrice des rigidités (ou des raideurs)
(m; ;) ;‘ pj-1(t) C - Matrice des amortissements
(k.1 €.1) = (’est l'équation d’un oscillateur multiple pouvant
m) = p1(®) se déformer par rapport a sa base qui reste fixe.
(ky, ¢p)
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ﬁ"ﬁ Dynamique des sols
- —=. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

éluunll - walings 1000 dooly
Université Mohamed Boudiaf - Msila

a Cas de l'oscillateur multiple

- Amortissement de Rayleigh

Il est défini par la relation suivante : Amortissement de Rayleigh
— — — u& E . apR + ﬁan
C = aRM + ﬁRK "é " 2w, /)
Q
ol ag et Bg désignent d i g
R R gnent des constantes qui peuvent g
A 7 . 7 7 . 2 %}
étre déterminées par la résolution du systeme S
7 . . |\ -
d’équations suivant : = ) =
= \ ==
ag + Bro; = 20§ 2 ¢ Y —z-"a=0
§ \ - -
2 A~ N - -
aR + BRw] - ijf > /:,.~~-—~~___. B = 0
Soit donc:
w; w;
= Mf et PBp= 2 ¢ Pulsation naturelle, w
aR o wi+w]- R — wi+wj T

ou w; et w; désignent les pulsations propres correspondant aux i“™¢ et j™¢ modes

de vibration du systeme liés a I'intervalle de fréquences [f irf ]-] pour lequel

I'amortissement visqueux est inférieur ou égal a §.
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- Dynamique des sols
wiw—. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

a Cas de l'oscillateur multiple
- Amortissement de Rayleigh : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

E * % Ej @ @ @ @ ISearrh Documentation }3

PLOTS EDITOR PUBLISH

< £ % R wd - |=| Section Break (i
2" i H || Compare ¥ E")ﬂ § ':'rﬂ 70 x i - Profiler lé‘ & V @b — — —
New Open Save ¢ print + Go To e Refactor (2] = [ | Analyze  Run Rupsnc e Run Step Stop C — a M + K
- - A - u Bookmark ¥ - @ - Section Ea Run to End - R R
FILE NAVIGATE CODE ANALYZE SECTION RUN a

“«Ha » D: ¥ Université » Moodle » 1RDS » RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numérique » MDF_MEF » P
g zf Editor - D:\Université\Moodle\1 RDS\RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numeérique\MDF_MEF\AmortissementRayleigh.m X g
K IntegraleDeDuhamel.m TP2_DDS_Karbi_M151_2024.m TP2_sinusoide.m FonctionsMaths.m AmortissementRayleigh.m AmortissementRayleighGraphe.m + =
£ 1 cle; clear; close all; 7 og
% 2
e Donneées d
S 3 % Programme de calcul des coefficients d'amortissement de Rayleigh (ChatGPT, @2/@3/2025)

a 2l AR

5 =

6 function [C, alpha, beta] = rayleigh_damping(M, K, omegal, zetal, omega2, zeta2) M = Matrlce deS masses

7 % Calcul des coefficients alpha et beta de 1l'amortissement de Rayleigh O 1

8 A = [1/(2*omegal), omegal/2; 1/(2*omega2), omega2/2];

9 b = [zetal; zeta2]; = 6 —2

0 x = A\b; X Résolution du systéme lindaire  (Qconmidwindow - O X K= 4 | Matrice des rigidités

12 alpha = x(1); Coefficient alpha : ®

13 beta = x(2); 0.2000 dre .

14 , 1¢re pulsation propre : w; = 2 rad/s

15 % Calcul de la matrice d’amortissement Coefficient beta :

16 C = alpha * M + beta * K; _ _ ) o . -

17 end ’ Leszients 1¢" taux d’amortissement : & = 0.05

12 % Exemple d'utilisation Matrice d'amortissement C : N

eme 1 . —

= b 0.4000  0.0000 2¢me pylsation propre : w, = 5rad/s

21 M= [28; @ 1]; % Matrice de masse 00000 0.2000 N

22 K- [6-2; -24]; % hatrice de raideur 2¢me taux d’amortissement : &, = 0.02

23 omegal = 2; % Premiére fréquence propre fe > 2

24 zetal = ©.85; % Premier facteur d”amortissement

25 omega2 = 5; % Deuxiéme fréquence propre —]— A l

26 zeta2 = ©.02; % Deuxieme facteur d’amortissement Resu tats

27

28 [c, alpha, beta] = rayleigh_damping(M, K, omegal, zetal, omega2, zeta2); aR = O_ ZOOO

29

30 % Affichage des résultats — —-18

31 disp('Coefficient alpha :'); BR = _1. 6521 X 10

32 disp(alpha);

33 disp('Coefficient beta :'); — 0 4_ O

34 disp(beta); — * - ’ ;

. el e d* amortissement ¢ s C= 2 Matrice des amortissements

36 disp(C); =

2=

Zoom: 10... UTF-8 CRLF script Ln 31 Col 29
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- Dynamique des sols

wiw—. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

a Cas de l'oscillateur multiple
- Amortissement de Rayleigh : Exemple de calcul via MatLab (ChatGPT)

' . - . o)) T & -
1 % 3 - =] section Break
or e | H |l Compare ¥ oAl < q{’ﬂ o t? i B3 Profiler Ié. |=| Section Breal [) @:>
ef [E

Eg Run and Advance

4\ MATLAB

New Open Save o print + Go To Sl & Refactor & e L& Analyze Run Run Step Stop
- - A - ﬂ Bookmark ¥ - E‘ - Section E} Run to End -
FILE NAVIGATE CODE ANALYZE SECTION RUN a
<« Ha » D: ¥ Université » Moodle » 1RDS » RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numérique » MDF_MEF » P
E M Editor - D:\Université\Moodle\1 RDS\RDS_Chapitre 4 - Lois de comportement et résolution numérique\MDF_MEF\AmortissementRayleighGraphe.m ® x DE
E IntegraleDeDuhamel.m TP2_DDS_Karbi_M151_2024.m TP2_sinusoide.m FonctionsMaths.m AmortissementRayleigh.m AmortissementRayleighGraphe.m + %
- 1 clc; clear; close all; . . i - - B
g > ’ ’ ’ ] Figure 1 - o %:
E
k- 3 % Programme de calcul des coefficients d'amortissement de Rayleigh (ChatGPT, ©2/@3/2025) File Edit View Insert Tools Desktop Window Help >
4 R et e -
- Dade @ 08| RE
6 function [C, alpha, beta] = rayleigh_damping(M, K, omegal, zetal, omega2, zeta2)
7 % Calcul des coefficients alpha et beta de 1'amortissement de Rayleigh Amortissement de Rayleigh en fonction de la fréquence
8 A = [1/(2%omegal), omegal/2; 1/(2*omega2), omega2/2]; 1 T T T T T T T T T
9 b = [zetal; zeta2];
1e X = A\b; % Résolution du systéme linéaire 0.9 H B
11 '
12 alpha = x(1);
13 beta = x(2); 0.8
14
15 % Calcul de la matrice d’amortissement 07 - i
16 C = alpha * M + beta * K; ’
17 end
18 Z 061 2 0.05 .
c = N =
19 - % Exemple d'utilisation GEJ (a)l ) El " )
20 Bommmmmmmmmei e 805 - i
21 M= [20; 8 1]; % Matrice de masse a%
22 K= [6 -2; -2 4]; % Matrice de raideur g
23 omegal = 2; % Premiére fréquence propre qE: 04 1
24 setal = @ A6+ % Dramiar factanr d?amarticcamant o
Command Window ®
Coefficient alpha : 03 ((1)2 = 5 ; 52 == 0.02) T
0.2000
0.2 B
Coefficient beta :
-1.6521e-18
0.1
Matrice d'amortissement C : o~
0.4000 0.0000 0 ‘ L 4 " : ‘ :
0.0000 0.2000 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fréquence w (rad/s)
fx>>
‘Zoom: 10... UTF-8 |CRLF [script . ltn 18 Col 1
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ﬁ"ﬁ Dynamique des sols
woame. ChAP. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

Cas de l'oscillateur multiple

- Cas d’une excitation sismique (Vibrations forcées par déplacement d’appui)

| o On peut écrire :
u.

avec .

(1 pour le degré de liberté correspondant a une
translation de méme sens que celle de la base

0 pour les autres degrés de liberté

o V =U+ Avg(t)
D’ou:

Mu + Cu + Ku = P(t)
avecC .

P(t) = —MAv(t)

vvvvvvvv
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Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

éluunll - walings 1000 dooly
Université Mohamed Boudiaf - Msila

0 Cas de l'oscillateur multiple

- Cas d’une excitation sismique (Vibrations forcées par déplacement d’appui)

= Sil'on définit les parametres suivants :

v’ Masse généralisée: m; =D;MD; M - Matrice des masses
B K - Matrice des rigidités
v Raideur généralisee: k; = tD;KD; C - Matrice des amortissements
‘D;CD;
\/ . ’ ’ N - i i .
Amortissement generallse : E‘ 2M;wn; D - Vecteur déplacement des noeuds
(coordonnées généralisées)
. L, ki
v' Pulsation généralisée: (w,); = —
i

o A - Vecteur unité
v' Chargement généralisé: p;(t) = —tD;MAv (t)
wy, - Pulsation naturelle

= Sachant que:
n

(o) = ) w ()

i=1

Vs(t) - Accélération sismique

= Silonpose: u;(t) = u;(t)®;
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j‘L Dynamique des sols

woamme. ChAP. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

diaf

0 Cas de l'oscillateur multiple
- Cas d’une excitation sismique (Vibrations forcées par déplacement d’appui)

D’ou I’équation du mouvement donnée par I'intégrale de Duhamel :

tel que :

et que :

n

W) = ) (),

i=1

t
wi () = — j B,(7) e~51@ED gin[(ap);(t — D] dx
0

(wp);

_ _ ‘D;MA /
P; = —a;D; a; = ‘D, MD, (wp); = (wy); [1— f?

= C('estl’étude d’un oscillateur simple de masse m;, de raideur k; et de coefficient

d'amortissement c; dont la base est soumise a une accélération sismique Vg (t),

eme

ou i désigne le i°*™° mode de vibration du systeme.
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Dynami I
e ChAP. 2 1 Comportement des sols sous chargement cyclique

Exemple de calcul
Minaret (R+5) fondé sur différents types d’appuis

v’ Cas 1 : Modéle de ressorts

» Type de fondations
= Semelles
* Radier
» Typed’'appuis
»  Encastrement (Calcul de référence : sans ISS)
= Ressorts (Calcul avec ISS)

v’ Cas 2 : Modéle de sol
» Type de fondations

m  Semelles
»  Radier
"  Pieux

» Typed’appuis
= Massif sableux
" Massif argileux

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 43




S
-
A

éluunll - walings 1000 dooly
Université Mohamed Boudiaf - Msila

Dynamique des sols

Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

0 Exemple de calcul

Caractéristiques des matériaux : Béton & Acier

S Material Property Data

General Data

Material Name and Digplay Color |Bettll'l |.
Material Type Concrete
Material Grade [fezs |
Material Notes Modify/Show Notes...
Weight and Mazs Units
Weight per Unit Volume KN, m, C
Mazs per Unit Volume 3
lzotropic Property Data
Modulus OF Elasticity, E q 32164195, D |
Poizzon, U
Coefficient Of Thermal Expansion, A
Shear Modulus, G 13401748,

Other Properties For Concrete Materials

Specified Concrete Compressive Strength, fe 19613.3

Expected Concrete Compressive Strength 19613.3

[] Lightweight Cencrete

|:| Switch To Advanced Property Display

{

S Material Property Data

General Data

Material Name and Dizplay Color |ACiEr |.
Material Type Steal
Material Grade |s3ss |
Material Notes Modify/Show Notes...

Weight and Mass Units
Weight per Unit Volume KN, m, C ~
Mazs per Unit Volume

lzotropic Property Data
Modulus OFf Elasticity, E [2.100es08) ]
Poiz=on, U 0.3
Coefficient Of Thermal Expansion, &
Shear Modulus, G 80769231,

Other Properties For Steel Materials
Minimum Yield Stress, Fy
Minimum Tensile Stress, Fu
Expected Yield Stress, Fye
Expected Tensile Stress, Fue

|:| Switch To Advanced Property Display
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Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

n.lmnll u:llg,ng: 2030 nnnl:\

Q Exemgle de calcul
Séisme de Boumerdes (21 mai 2003) - Mw=6.8

(Accélérogrammes sismiques considéres)

0.4
03 EW
0.2 0.4
® 01 03
c
-% 0 0.2 0.4
9 —
‘g -0.1 ,§_<_° 0.1 0.3
<
-0.2 -g 0 0.2
o )
-0.3 Ay = 0_27g *g -0.1 ‘:’ 0.1
0.4 0.2 2 0
0 5 10 15 20 25 30 35 E
Temps (s) o Amax = 0.259 g ot
. <
Boumerdés-EW, Algeria -0.4 0.2
0 5 10 15 20 25 30 35
(21/05/2003) Temps (s) 03 Ao = 0.249
Boumerdés-NS, Algeria 0.4
0 5 10 15 20 25 30 35
(21/05/2003) Temps (s)
Boumerdés-UP, Algeria
(21/05/2003)
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Dynamique des sols
v, CNAP. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

iversité Mohamed Boudiaf - M'sila

Exemple de calcul

- Modéle de ressorts : Déformée sous séisme (Boumerdes, Algérie)

S SAP2000 v24.0.0 Ultimate 64-bit - is:

Radier

Semelles

th  oth MM Mgy BRRRRANAANE R6SCSEsssst e

Encastrement Ressorts Encastrement Ressorts
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Dynamique des sols
s, CHAP. 2 1 Comportement des sols sous chargement cyclique

Exemple de calcul
- Modéle de sol : Déformée sous séisme (Boumerdes, Algérie)

Options  Tools  Help

y xz yz & 2§ B

Semelles Radier

Sol sableux
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FORMULATION DU COMPORTEMENT CYCLIQUE DES SOLS




ﬁ”ﬁ Dynamique des sols
woame. ChAP. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

0 Formulation du comportement cyclique des sols
* But

Etudier le comportement d’un sol en un point donné vis-a-vis des sollicitations
cycliques qui lui sont imposées conformément aux principes de la mécanique des
milieux continus (Voir cours de MMC - M1/S1 - Géotechnique).

= Recherche d’une relation fonctionnelle entre les contraintes, les taux de
contraintes, les déformations, les taux de déformations et le temps : c’est
l'équation du mouvement.

* Forme générale de I’équation du mouvement

Cette relation fonctionnelle est de forme générale :
F(0,,0,5t)=0
telles que o =do/dt et £ =de/dt.

VAN Remarque : En Dynamique des sols et des structures, le temps intervient indirectement
par le biais de I'accélération.
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ﬁ"ﬁ Dynamique des sols
Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

n.lmnll u:llg,ng: 2030 nnnl:\

Q Formulation du comportement cyclique des sols

* Procédure d’élaboration
L'élaboration d’'un modele de comportement obéit aux étapes suivantes :

v" Relation fonctionnelle entre les tenseurs des contraintes et des déformations.

v’ Analyse des données expérimentales (résultats d’essais triaxiaux et
cedométriques conventionnels et spéciaux).

v’ Mise en évidence des mécanismes physiques de déformation.

* [Forme et parameétres constitutifs

— De maniere générale, les modeles de comportement sont de forme
incrémentale en petites déformations (HPP).

— Un bon modele de comportement doit avoir une forme suffisamment simple
et adaptée a son implémentation dans un code de calcul numérique.

— Un modele de comportement doit comporter un nombre restreint de
parametres (10 parametres semblent étre une limite plus que raisonnable).

— Les parametres du modele de comportement doivent étre facilement
identifiables sur des résultats d’essais classiques et/ou d’essais spécifiques
de laboratoire. | |
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PARAMETRES DE COMPORTEMENT CYCLIQUE DES SOLS




ﬁ"ﬁ Dynamique des sols
- —=. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

éluunll - walings 1000 dooly
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0 Parametres de comportement cyclique des sols

* Séquences de cisaillement cyclique

/

—~<—K, 0. .
0%vo A

S e o T Bt

* Boucle d’hystérisis

. . Au
- Distorsion: y = o 1,
AW W = —GY

- Contrainte de cisaillement cyclique : t

- Energie dissipée pendant un cycle: AW

- Energie élastique pendant un cycle: W
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f Dynamique des sols
Mmqﬁﬁ Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

0 Parametres de comportement cyclique des sols

* Paramétres de cisaillement cyclique t

Module de cisaillement cyclique : G = tan(a)

. , . AW
Coefficient d’amortissement: f = py

Coefficient de perte: n = A—":I/V =20

Facteur de qualité: Q = 1/n

A\ * Remarques

v’ Laire de la boucle, notée AW, caractérise I'énergie dissipée pendant un cycle
de chargement.

v' Plus la boucle d'hystérisis 7, plus y 7

v Plus y 72,plus G = Non-linéarité de comportement des sols

v Plus y 7, plus B 7
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ﬁ"ﬁ Dynamique des sols
woamme. ChAP. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

0 Parametres de comportement cyclique des sols

* Evolution typique des paramétres

G Grax= Gy ﬂ Bmax ﬁoo
GmaX ﬂ max
/4 /4
Module de cisaillement Coefficient d’amortissement
G. .. — Module de cisaillement maximal

max
Voir Chapitre 3 de ce cours

... — Coefficient d’amortissement maximal
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MODELES DE COMPORTEMENT CYCLIQUE DES SOLS




ﬁ"ﬁ Dynami I

e ChAP. 2 1 Comportement des sols sous chargement cyclique

O Modéle élastique

o= ?‘E = O'ij = Cijklgkl do = ?*(ﬁ)di' = do-ij = C;‘jkl(ars)dekl
_ E,v = _ _
C - Tenseur de souplesse = flK,G C* - Tenseur de souplesse variable = f (G )
A A, l,[ A
o o
zZ do ]
d
E=tana E; =do/d¢
a
£ de £
o = E¢ o = f(e)
Modéle élastique linéaire Modéle élastique non-linéaire
(Voir cours de MMC et de RDS) (Voir cours de RDS)
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diaf

Dynamique des sols

Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

0 Modele visco-élastique linéaire équivalent

Modeéle rhéologique : Kelvin-Voigt

©
—AAAAAAN —
h— — = ()
i > ()
©

Loi de comportement

Elle est donnée par I'expression

suivante :

T(t) = Gy(t) + cy(t)

avec: y(t) =y, et

Sachant que : y(t) = y,iwe'®t

= 7(t) = (G + iwc)y, et

Soit encore :

() =G (1 + %) y,elt
Sil'onpose: G* = G(1+ in)
tel que 7 =%= 2P

= T=G"Yy

G* - Module de cisaillement complexe
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ﬁ”ﬁ Dynamique des sols
.. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

n.lnn.nll u:llg,ng: 2030 cmnl.:\

0 Modéle visco-élastique linéaire équivalent

* Exemple : Modéle hyperbolique de Hardin-Drnevich (1972)
Ce modele est défini par la relation suivante ( Voir cours de RDS - M1/52) :

A

y A
1= 1 Y ¢ /L(Gmax
+ (4

Gmax Tmax max

ou G, désigne le module de cisaillement tangent initial
et 7,,,.1a contrainte de cisaillement maximale. 7 s
Les parametres de cisaillement cyclique sont donnés par @
les relations suivantes : R
1 Y Y
n i
= ——— = — T
T
telle que yp, = yl |1+ ae 20/r)] 1/6
r max R
Y

aveC ¥y = Tmax/ Gmax (Déformation de référence),
abetp

., etant des parametres expérimentaux.

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 58



wimew. Chap. 2 : Comportement des sols sous chargement cyclique

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Modele visco-élastique linéaire équivalent
* Exemple : Modéle hyperbolique de Hardin-Drnevich (1972)

Sol Parameétre a b Brmax
G -0.5 0.16 -
Sable sec
Y, 0.6N~V6 1 1 - N"1/12 33 —1.51log(N)
G —0.2log(N) 0.16 -
Sable saturé
Vi 0.54N"16 - 0.9 0.65(1 — N~1/%) 28 — 1.5log(N)
G 1+ 0.25log(N) 1.3 -
Argile saturée , ;
O-m
Vi 1+02/f 02fe‘“m/pa+225( )+03log(N) 31+ 1.5,/f — 1.5log(N) — (3 + 0.03f) ’p—
a a

f - Fréquence (Hertz)
N - Nombre de cycles
a,, - Contrainte moyenne effective

pa — Pression de référence (prise égale a la pression atmosphérique)
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ﬁ?ﬁ Dynami I
e ChAP. 2 1 Comportement des sols sous chargement cyclique

0 Modéle élasto-plastique

- Modéle de Masing
(G1) (G2) (G3) (Gn)
—AWAM —WWWWW— WA —AMAMA—
37 -—— —— 7(t)
@) @) @) Gy YO
- Modéle de Iwan-Mroz
(G1) (G2) (G3) (Gn)
6,) W —\WWWW—  —\WWAW— —AWA—

o L (0

(61) (02) (03) (6n)

G - Module de cisaillement

o - Seuil de plasticité
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Merci de votre attention

Fin du Chapitre Deux
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