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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

Ex.1 Dans une base orthonormée (X;, X,, X3), les composantes du champ de déplacement & d'un
point matériel d'un solide déformable sont :
Uy = k(x, + x3)
u=<u, =k(xs +x,) ,
uz = k(x; + x)
ou k > 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.

A. Déterminer le gradient de transformation F, le tenseur des dilatations de Cauchy C, le tenseur
des déformations de Green-Lagrange L, le tenseur des déformations S, le tenseur de dilatation

pure A et le tenseur des rotations R. Déduire les parties symétrique £ et antisymétrique @ du
gradient de transformation. Commenter les résultats trouvés.

B. Déterminer par calcul direct, dans I’hypothese d’'une transformation infinitésimale, le tenseur des
déformations linéarisé &, les déformations principales &; > €, > &3 correspondantes et leurs
directions n,, 7, et n;. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la
distorsion maximale y,,,, correspondante.

Rép. 1

A1. Gradient de transformation : F

Sachantque: ¥=7%,+u(X,t) = F(t) =20+ gradlu(t)] < 1!«~i,-=5,+a =8 +uy;
Xj
° F11=1+u1’1=1 (] F12=0+U1'2=k . F13=0+u1'3=k
L4 F21:0+u2'1:k o F22:1+u2'2:1 o F23:0+u2,3:k
L] F31=O+u3’1=k o F32=0+U«3,2=k o F33=1+U3‘3=1
_ 1 k k
= F=[Fij] =k 1 k Remarque : F - symétrique
k k 1
A2. Tenseur des dilatations de Cauchy : C
_ _ _ 1 Kk kK _ 1 Kk Kk
Sachantque: €= ‘F'F & Cy=FuFyj | F=|k 1 k & 'F=|k 1 k
k k1 k k 1
) 1 k kJ[1 k k 1+ 2k? 2k+k* 2k+k?
= C=[C;l=(k 1 Kk||k 1 k|=|2k+k? 142k? 2k+k?
k k 1k k 1 2k + k* 2k +k* 14 2k?

A3. Tenseur des déformations de Green-Lagrange : L

Sachant que: L= %(f — 3) < L= ( ij— ,,)

= f=[Lij]:§< _[é z §D

k2 k+sk? k+sk?

=|k+-k* K2 k+2k?

lk+2k2 k+=k2 k2 |
2 2

14+ 2k? 2k+k?* 2k+ k?
2k + k? 14 2k?* 2k +k?
2k + k? 2k +k* 1+ 2k?

2k? 2k + k? 2k + k?
2k + k? 2k? 2k + k?
2k + k% 2k + k2 2k?

= Ly] =

J
P"II
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

A4. Tenseur des déformations : S

Sachantque: C= ‘F-F| F=R-S

~ 14 2k? 2k+k* 2k +k? 1 k k1 [1 k k

= C=|[Cj]=|2k+k* 142k? 2k +k? =[k 1 k‘xlk 1 k]

2k + k? 2k +k?* 1+ 2k? k k 1 k k 1
B 1 k k
:>§=[5ij]=[k 1 k]
k k 1

AS5. Tenseur de dilatation pure : A

Autre approche 1 : S=86+A = A=S5S-6
_ 1 k k| [1 0 0] [0 k k
= A=[Aj]l=|k 1 k|—-|0 1 0o|=|k 0 k
k k 1 0 0 1 k k O

Autre approche 2 : C=5S2& S=6+A

= C=(6+A)" =8*+250+M=5+20+A*| §*=5 & 5A=A
Par ailleurs : i=l(f—§) = f=l[§+25+32—§]
2 2
= = 1= 1
k2 k4-k* k+-k?]
_ . 2 2 0 k k 12k2 k% k?
Dol L=[Ly]=|k+3k> K k+2k’|=|k 0 k|+5|k* 2k* k2
2 2 2
le+2k2 k+iiz gz | RO k2 kS 2k
_ 0 k k [0 k k1[0 k k
= L=[Ly]=|k 0 k|+3|k 0 k|lk 0 k
k k O k k ollk k 0
_ 0 k k
= A=[Aj]=|k 0 k Ok.
k k O
Autre approche 3 : F — symétrique (Fij:Fji) = F=F
= C='"F-F=FfF=5*= §=F
Sachant que: S=6+A = A=5-6 = A=F-§ & Ajj=Fij — 65
_ 1 k k] [1 0 0] [0 k k
= A=[Aj]=|k 1 k[-|0 1 o|=|k 0 k Ok.
k k 1 0 0 1 k k O
A6. Tenseur des rotations : R
o L _ 3 1 0 O
Sachantque: F=R-S & S=F (Voir§A4) = R=6 = R=[R;]=|0 1 0
0 0 1
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

A7. Partie symétrique £ du gradient de transformation se rattachant a S:

_ o 0 k k
Sachantque: $S=6+% = &=S-6=7A = s==[sij]=\k 0 k]
k k O

A8. Partie antisymétrique @ du gradient de transformation se rattachant 2 R

Sachantque: R=d0+® = @®=R-6 | R=6 = &=0
A9. Commentaire : Il s’agit d’'une transformation homogéne de déformation pure sans rotation.

B1. Tenseur des déformations linéarisé : €

Comme la transformation est infinitésimale, on peut alors adopter I'’hypothése des petites
perturbations (HPP) et calculer le tenseur € en utilisant la relation suivante :

1<% oy

= 1= ,_ —_— 1
=7 [grad@) + ‘grad@)] o ¢g;= o, + axi> = E(u,-,]- +u;;)

ij =3
1
* &1 = 5(”1,1 + u1,1) =u,;=0

* &2 = %(uz,z + uz,z) =Uy, =0

* £33 = %(u3,3 + u3,3) =uz3 =0

1 1 1 1
* &12=3YV12 = E(U-Lz + u2,1) = E(k +k)=k = €21 =3V21 = €21 = k
1 1 1 1
* &3 =7V23 =§(u2,3+u3,2) =5(k+k)=k = €32 =3 V32 = €23 =k
1 1 1 1
* &3 =713 =§(u1,3 +u3’1)=5(k+k) =k = €31 = 3¥31 = €13 =k
0 k k 0 1 1
= Z=[gl=|k 0 k[=k|1 0 1
k kK O 1 1 0
B2. Déformations principales: &; > &, > &3
£1—4 €12 €13
Sachant que: (Si]' - £i8il-)nj =0 = det(eii - ASU) = &12 €9 — A &3 =0
£13 £23 &33—4
0—2 1 1
=kl 1 o0-2 1 =k[(—/1)|"1 1 |—1|1 L+ _’1”:0
1 1 01 1 -2 1 -4 1 1

(D2 —-1]-[-A-1]+[1+2]=0
QA+D[-2A-1D+2]=0
A+D(=22+21+2)=0

A+ -21-2)=0
Q1+1D@A+1)@A-2)=0

A=-1 & =2k

IAZ =-1 = {82 =—k

/13=+2 €3=_k

O O

U

Remarque: ¢ #¢&, =& <0 = Contraction cylindrique (ou triaxiale de révolution)
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

B3. Directions principales : 11, n, et n3

L, g -1y = {ly,my,ng}
g, > Mp={Myp | B+mi+ni=1 = g, > 1y = l,,my,ny}
p g3 >3 = '{l3,m3,n3}
p — axe principal (= 1,2,3)
Sachant que: (s,-]- — epé'i]-)np =0 | m,= t{lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :
o & =2k - n, = Yy, ,my,n}

= Kk 0 k) —2k<0 1 O)]{ml} = {o} = {kll — 2kmy + kn, = 0

k k 0 O 0 1 nl O kll+km1—2n1=0
_le + m1 + Tl1 = 0 (1)

= { lLL-2m;+n;, =0  (2) & B+mi+ni=1 (4)
l1+m1_2n1=0 (3)

(2) - (3) . 0l1—3m1 + 377.1 =0 = m =ng (5)
(1)&(5) _2l1+2m1:0 = l1:m1

= l1=m1=n1

1G5 S

= =43 (1¢re trisectrice)
V3
)
= La déformation étant une contraction cylindrique (ou triaxiale de révolution) caractérisée

par: & # & = & < 0, toute direction orthogonale au plan (P) d’équation : x; + x, + x3 =0
et de normale 7; est également principale associée a la valeur double : €, = &3 = —k.

* & = _k - ﬁz = t{lz , My ,le}
= (k 0 k>+k(0 1 0) mye =40 = kly + kmy, +kn, =0
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

lz+m2+n2=0(1)

= {lLh+my+n,=0@2) & LB+mi+ns=1 (4)
l2+m2+n2:0(3)

= Solution indéterminée.

= Idem pour: & = k 4 7_13 = t{l3 , M3 ,Tl3}

=> Tout direction contenue dans le plan (P) d’équation : x; + x, + x3 = 0 et de normale 7, est
également principale.

B4. Tricercle de Mohr des déformations

Le tricercle de Mohr des déformations se réduit a un seul cercle passant par (2k, 0) et (—k, 0), donc
d’équation :
&1—&3 _ 2k+k _ 3k

k-k _k
(x=xc)? +(y—yc)*=R*> | C(xCZ%ZZT:E,yCZO) & R:T

2 2
On est donc en présence d’'un état de contraction cylindrique : g; # ¢, = &3 < 0.

A

N[<

v

B5. Distorsion maximale y,,,,, correspondante

Ymax = €1 — 83' = Ymax = |2k - (—k)l = +3k
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

Ex.2 Soitle champ de déplacement & d'un point matériel d’'un solide déformable défini dans une
base orthonormée (X, X, X3) :

u1 = kxz
u= Uy, = k.X3 ,
u3 = kx1

ou k = 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.

A. Calculer le gradient de transformation F, le tenseur des déformations linéarisé € et le tenseur des
rotations @. Déterminer ensuite le vecteur polaire @, 'angle de rotation 6 et l'axe h
correspondant. Commenter les résultats trouvés.

B. Calculer les déformations principales &; > ¢, > €3 du tenseur des déformations linéarisé € et
leurs directions 114, 1, et 15. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la
distorsion maximale y,,,, correspondante.

Rép. 1

A1. Gradient de transformation : F

Sachant que: X = fo + l_l(fo,t) = T‘(t) = ? + grad[t_l(t)] L= Fl] = 611 + % = 61] + u,-‘]-
]

° F11=1+u1’1=1 (] F12=0+u1_2=k . F13=0+u1'3=0

L4 F21:0+u2'1:0 ° F22:1+u2'2:1 o F23:0+U,2,3:k

L] F31=O+u3,1=k o F32=0+u3,2=0 o F33=1+U3‘3=1
) 1 k 0
= F=[Fj]=|0 1 &k
k 0 1

A2. Tenseur des déformations linéarisé : €

Comme la transformation est infinitésimale, on peut alors adopter I'’hypothése des petites
perturbations (HPP) et calculer le tenseur £ en utilisant la relation suivante :

= _ 11— o g 1(0u; A 0uj 1
E=, [grad@) + ‘grad@)] < &= > (a_x, + a_xj) = E(uiri +uy,)

* &1 = %(um + u1,1) =u;=0
* & = %(uz,z + uz,z) =Uy, =0

* &3 = %(u3,3 + u3,3) =uz3 =0

1 1 1 1 1 1
. 512=5Y12=§(u1,2 +u2,1)=g(k+0)=5k = 321=5V21=512=5k
1 1 1 1 1 1
. 823=5y23=5(u2‘3+u3’2)=5(k+0)=5k = 532=§V32=523=5k
1 1 1 1 1 1
. 613=5y13=5(u1,3+u3’1)=5(0+k)=5k = 531=§V31=513=5k
L 0 k k . 0 1 1
= &=ley| =k 0 k|=3|1 0 1
k k O 1 1 0
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

A3. Tenseur des rotations : @

Comme la transformation est infinitésimale, on peut alors adopter I'’hypothése des petites
perturbations (HPP) et calculer le tenseur @ en utilisant la relation suivante :

= A 10w, 0w\ 1
® = [grad@) - ‘grad@| o w;=; (a—:} - a—){f) = (wij —w;)

* W1 = %(um - u1,1) =0
* Wz = %(uz,z - uz,z) =0

® W33z = %(u3,3 - u3,3) =0

. w12=%(u1'2—u2,1)=%(k+0)=%k = w21=—w21=—§k
* “’23:%(”2,3—1‘3,2):%(/(4'0)=§k = w23=—w32=—%k
. w13=%(u1,3—u3,1)=%(0+k)=—%k = w31=—w13=%k
_ JO k -k O 1 -1
= sl =il 0 ] g ]
Remarque: Tenseur antisymétrique car w;; = —wj; pour i # j etde trace nulle : Tr(@) = w; = 0.

A4. Vecteur polaire : ®

0 —-r g¢q p=—k/2 1
W= [r 0 —p] = aﬁz{q:—k/Z}:—%{l}
—-q p 0 r=—k/2

1
Vérification: rot(u) = g;,uy e; = (ug,z - uz,3)§1 + (u1,3 - u3,1)éz + (uz,l - u1.2)‘_33

u3’2_U,2’3 =0- k = _k 1
=> o= ;r—ot(ﬂ) =% Upz-Uzy = 0—k=—k;= _2{1} Ok.
uZ,l_ul’z == O - k = _k 1

A5. L’angle de rotation 0 et I'axe h correspondant

L’angle de rotation 6 est défini par la norme du vecteur polaire &. Soit donc:

o=tal = o= (-5 + (9 + (9 =Y =T w0

D’ou I'on peut déterminer I'axe h correspondant via I’équation suivante :

(¥3)
1 3
w=0h = h= %6 = \/3—5{1} = \/3—5 (1¢re trisectrice)
Yole
3

A6. Commentaire : Dans I'hypothese des petites perturbations (HPP), on peut vérifier que :

Soitdonc:
_ 100 011 [0 1 -1 1 k 0
F=[F]=10 1 o|+2k|1 0 1f+3k[-1 0 1|=]0 1 & Ok.
001 110 1 -1 0 k 0 1
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

B1. Déformations principales: &; > &, > &3

Nota : Les calculs sont menés comme pour l'exercice Ex.1 a un coefficient pres : on remplace le
parameétre de chargement du 1¢r exercice (k) par celui du 2éme exercice (k/2).

0 k k [0 Kk

Exl: &=[g]=|k 0 &k Ex2: £=[ey] =3k 0 &

. koo k k 0
2 =— 81—+k
= ,=—-1 = {&=73
/‘{3:+2 83:_5

2

Remarque : Contraction cylindrique (ou triaxiale de révolution).

B2. Directions principales : 11, n, et n3

L, g -y = {ly,my,ny}
Sp - Tlpz mp | 112,+m§+np=1 = 82—>1_12: t{lz,mz,nz}
np &3 O "_lg = t{lg , Mg ,n3}
p — axe principal (= 1,2,3)
Sachant que : (si]- — spé'i]-)np =0 | m,= t{lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :
* & = k - T_ll = t{ll ust ,nl}
(0 Kk k 1 0 O0\](h 0 —2lLi+my+n; =0 (1)

& B+mi+ni=1 (4)
(2) - (3) . 0l1_3m1 + 3n1 =0 = m =n (5)
(1) & (5) . _211 + 2m1 == O = ll S m1

1S« G

:>ll=‘m1=n1 = ﬁ1=

@ |G e

¥ (1ére trisectrice)

= La déformation étant une contraction cylindrique (& ;t &, = &3 >0), toute direction
orthogonale au plan (P) d’équation : x; + xz + x3 = 0 et de normale 7; est également principale

associée a la valeur double: &, = &5 = —5.

k _
Z - n; = t{lz,mzfnz}

0 k ky /100 L, 0 l,+my;+n, =0 (1)
= <k 0 k)—;(O 1 O) mye =140 = {lL,+m,+n,=0 (2)
k k 0 0 0 1/1ln, 0 L+m,+n,=0 (3)

= Solution indéterminée.

k _
= Idem pour: & = —- - iy = Hl3,m3,ns}

* & =-—

= Tout direction contenue dans le plan (P) d’équation : x; + x, + x3 = 0 et de normale 7; est
également principale.
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

' ectrice
ore {115
1

B3. Tricercle de Mohr des déformations

. , . 1 e s k
Le tricercle de Mohr des déformations se réduit a un seul cercle passant par (k, 0) et (— > O), donc
d’équation :

(x=x)?+@-y)*=R*| C (xc = —81283 = _Zk‘:k =

£1—€ 2k+k 3k
=O) & R=2Lt=3_2"""_=2
Ve 2 4 4

LN

On est donc en présence d’'un état de contraction cylindrique : &; # &, = g5 # 0.

A

N[

v

Ep = &3 = —k/Z

B4. Distorsion maximale y,,,,, correspondante

Ymax = |€1 — & = Ymalek_(_E)|:i
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

Ex.3 Soitle champ de déplacement % défini dans une base orthonormée (X, X,, X3) :
U = kxyx,
U=1<uU, = kxix,
us = 2k(xq + x2)x3
ou k > 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.
Construire le tenseur des déformations linéarisé &, puis déterminer au point P(1,0,0) les

déformations principales €; = €, = &5 correspondantes et leurs directions 14, n, et n3. Tracer ensuite
le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale ¥,,,,, correspondante.

Rép. 3
1. Tenseur des déformations linéarisé : €

Comme la transformation est infinitésimale, on peut alors adopter I'hypothése des petites
perturbations (HPP) et calculer le tenseur € en utilisant la relation suivante :

1<% oy

. 1 —,_ _ 1
€= 2 [grad(u) + tgrad(u)] < i = ox; + Bxi> = E(ui,]- + u]-,,-)

T2
1
* &1 = E(um + u1,1) =U1 = kx,

1
* &2 = 2 (uz,z + uz,z) =Upyp = kx,

1
* &3 = E(us,s + u3,3) = U3z = 2k(x; + x,)

1 1 1 1 1
* f12=V12 = E(U-Lz + u2,1) = zk(x1 + x3) = &1 =Y21 = &2 = Ek(?ﬁ + x3)
1 1 1 1
* &3 =7V23 = 5(“2,3 + u3,2) = 5(0 + 2kx3) = kx3 = &3 = SV32 = €23 = kxs
1 1 1 1
* &13=3Y13 = ;(u1,3 + u3,1) = ;(0 + 2kx3) = kx3 = €31 =7V31 = €13 = kxs
1
= &= [5ij] = %k(x1 + x,) kx, kxs =¥t x 2x, 2x3
2 2 4 +
ks kxs 2k(xq + x3) &3 *3 (1 + x2)
2. Tenseur des déformations linéarisé € au point P(1, 0, 0)
01 0
Aupoint P(1,0,0),ona:x; =1,x, =0etx3 =0 = &= [eij] = g[l 2 0]
0 0 4
3. Déformations principales: g1 > &€, = &3
£1—4 €12 €13
Sachant que: (Si]' - £i8il-)n]~ =0 = det(s,-j - ASU) = €12 €9 — y) &23 =0
€13 €23 £33— 4

0—-14 1 0 B B
S I B R CR Y AP el B

= (D2-D@-D-E-1D=0
= G-DA2-21-1)=0
= @-DA-1+v2)1-1-v2)=0
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

/11 =4 & = Zk
_1+V2
= Az =1- \/E = & = 2 k
— | -

/13 =1+ \/E kg:g = 12_\/51(

Remarque : On peut remarquer que (Voir « Déformations planes ») :
€13 = &3 =0 = L’axe x5 est principal
= & = &33 = 2k est donc une déformation principale.

Les deux autres déformations principales peuvent donc étre déterminées a partir du tenseur pseudo
plan suivant :

A0 3 = e = 2 (25 (2]
= <(':max/min = Sl% * \/(%)2 + (1)2|

= &max/min = S[l * \/E]

Qi

= 511=€max=§[1+‘/§] & EIII=5min=§[1_\/§]

81 = Zk 81 = 2k
. 1+\/Ek _1+2
= &= = {&a="Fk Ok.
1—/2 1—/2
& = Tk &3 = Tk

4. Directions principales : nq, 1, et 13

L, g - g = {l,my,nq}

g, - M,={Mp | B+mi+ni=1 = g, > 1y = I, my,ny}

Ty g3 >3 = '{l3,m3,n3}

p — axe principal (= 1,2,3)
Sachant que : (s,-j — £p6i]-)np =0 | mn,= t{lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

0

o & =2k - n, = Hiy,my,n = {0} car I'axe X5 est principal (g,3 = £,3 = 0)
1

—~2kly +5my + 0ny = 0

(0 10 1 0 O0\l(L 0
= E(l 2 0)‘2"(0 1 0) mi(=10¢ =5 _kmy+on, =0
0 0 4 0 0 1/1{n 0 2

0l1 + 0‘m1 - 0kn1 = O

l,-2m;+0n;, =0  (2) & F+mi+ni=1 (4)
Oll + 0m1 - 0n1 = 0 (3)

(1) tmy = 4‘l1 & (2) . ll = 2‘m1 = ll =my = 0

4):12+m?+n?=1 = n; =1 (car & = 4 estune dilatation)

0
= T_ll:O
1

4[1 —-—my — 0111 =0 (1)
: {
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Meécanique des milieux continus Chap. 4 — Théorie de I’état des déformations

1+\/E _ t
* &£ =75 k - n, = “{l;,my,n,}

kOlO 1+V2 100 L 0 1 22 1+\/52
= ;(1 2 o>—7k<o 1 0) T:llz =lo{ = Ek12+(5— ; )km2+0n2=0
2

0 0 4 0 0 1 0
kOlz + Omz + (s— 1-'-2\/5) knz =0

—(1+V2)l,+my+0n; =0 (1)
= L+(1-V2)my+0n, =0 (2) & UEZ+mi+ni=1 (4)
0l +0m, + (3—V2)n, =0 (3)
3): n, =0
D:  my=(1+V2),
2): L+(1-V2)my=[1+(1-V2)(1+V2)]i,=0l,=0
= L=t & my=(1+V2)t & n;=0 VteR'

1
= Solution particuliére:t =1 = 7, ={1+\/§
0
1-v2 — t
L4 E3=Tk d n3= {l3,m3,n3}
(0-2%) kiy + 2kmy + 0ng = 0
ff0 L 0N oo/l 0 0\](l) (O PR
12 0o)=Fklo 1 o)[imsr=1iof = {3kl + (3=22)kmy +0ny =0
2 2 2
0 0 4 0 o 1t/1lng) (o 4 147

—(1-V2)l3+mg+0n;=0 (1)
L+(1+V2)ms+0n;=0 (2) & B+mi+ni=1 (4
0l;3 +0mz + (3+V2)nz =0 (3)
(3) n3=0
(D:  mg=(1-+V2)l;
2): L+A+V2)mz=[1+(1+V2)(1-V2)]lz=0l;=0
= L=t & my=(1-V2)t & n;=0 VteR'
1
= Solution particuliere:t=1 = ﬁ3={1—\/§
0

4, Tricercle de Mohr des déformations

Les trois cercles de Mohr des déformations sont distincts et définis comme suit :

- Le cercle (I) passant par (¢; = 2k, 0) et (82 = 1J”/—k 0) donc d’équation :
(=2 + -y =R* | C (xC = ot MR 2By = 0)
& R:€1_€2:4—1 \/_k:3 \/_k
2 4 4

- Le cercle (II) passant par (ez 1Jrfk O) ( ik O) donc d’équation :

(x — xc)z + (y _)’c)z = | C (xc = 82;-83 = 1+\/_:1 \/_k = E Yo = 0)
& R — 82;83 — 1+\/§;1+\/§k — %Ek
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- Le cercle (III) passant par (g; = 2k,0) et (&3 = ﬂik, 0 ), donc d’équation :
2
(r=x+ =y =R> | C(xe =222 =200 =y 2 g
2 4 4
& R=H%_ 4—1+\/Ek _ 3+\/7k

2 4 4
Ce cercle constitue le cercle enveloppe permettant de déterminer la distorsion maximale ¥, -

On est donc en présence d'un état de déformation véritablement triaxiale : &; # &, # &3.

A
&1 = 2k
(1 - ﬁ)
&= k
2
1-2
= k
&3 ( > )
=
5. Distorsion maximale y,,,, correspondante
Ymax=|£1—£3| = Ymax = 2 X Zk_l_z\/ik =i3+2ﬁk
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Ex.4 Soitle tenseur des déformations £ défini dans une base orthonormée (x;, x,, X3) :

k 0 k
&= [gij] = \0 k O] )
k 0 k

ou k > 0 désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique.

Calculer les invariants du tenseur des déformations linéarisé E;, E, et E3, puis écrire 'équation
caractéristique correspondante et déterminer les déformations principales & = ¢, = &3
correspondantes et leurs directions 714, 1, et 3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations,
puis déduire la distorsion maximale y,,,,, correspondante.

Rép. 4
1. Invariants du tenseur des déformations: E¢, E, et E3
o Ey =&; =¢&11+ &3+ 33
= E =k+k+k=3k
c E; = %(siisjj — £4j€j) = 11822 + €22833 + E33811 — €1, — €33 — £13
= E,=kxk+kxk+kxk—02%—-02%—k?=2k?
o Ej3 = |e;| = £11822833 — £11853 — 22873 — £3387, + 2812823813

= E;=kXkXk—kXx0?—kxk?®—kx0?+2x0xX0xk=0

2. Equation caractéristique
—A3+EA> —E;A+E;3=0 = —23+3kA2-2k?2=0

3. Déformations principales: £; = €; > &3
A3+ 3kA? - 2k?2 =0 = (A2 = 3kA+2k*)2 =0

On peut remarquer que A; = 0 est une racine particuliere de I'’équation caractéristique qui peut se
simplifier en 'équation suivante :

A2 —=3kA+2k?=0 = A= (3Bk)?—4x1x2k?=k?

- 12=3k+m=2k & /13=3k—«/l?=k
A =2k & =2k
= {Azzk = {ezzk
A3 =0 e =0

2X1 2X1

Remarque 1 : On peut retrouver ces résultats par calcul direct comme suit :

£11— 4 €12 €13
Sachant que (Si]' — s,-é',-j)n]- =0 = det(sii — 2,611) = €12 €99 — A &3 =0
€13 €23 £33 — 4
k—1 0 k A =2k g =2k
= 0 k—A4 0 |=—-A3+4+3kA%2-2k?’1=0 = {/12=k = {€2=k Ok.
k 0 k-2 A3 =0 £5=0
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Remarque 2 : On peut aussi remarquer que (Voir « Déformations planes ») :

€12 = &3 =0 = L’axe x, est principal
= & = &, = k estdonc une déformation principale.

Les deux autres déformations principales peuvent donc étre déterminées a partir du tenseur pseudo
plan suivant :

= 2 ':] = Emax/min = @ * \/(@)2 + (%)2

2
Kk+k k—k
= Emax/min = —, + \/(T) + (k)?
= &max/min = k+k = &1 = Emax =2k & & =&pin=0
81 = k 81 = Zk
= {81[ = 2k = {82 = k Ok
& = 0 &3 = 0
4. Directions principales : nq, n; et 13
L, g -7 = {ly,my,ny}
& o M=y | LAmi+ng=1 = J{g-mn;= Hl,my,ny}
np &3 ™ 'Tl3 = t{lg , Mg ,n3}
p — axe principal (= 1,2,3)
— t P
Sachant que (O'l-j — ap8,-]-)np =0 | mn,= {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :
i & = Zk - T_ll = t{ll , My ,nl}

ll 0 _kl1 + 0m1 + kn1 =0
{ml} = {0} = { Ol]_ - km1 + 0711 = 0
n1 0 kll + 0m1 - kn1 = 0

k 0 k 1 0 0
= <0 k O) — 2k <O 1 O>
k 0 k 0 0 1

ll_Oml_n1=0 (1)
: {

04 —my+0n, =0 (2) & B+m2+n?2=1 (4)
ll+0m1_n1:0 (3)

D: L=n & @): L=n & (2): my =0

4: B+ni=1 = L =n= g car & = 2k > 0 est une dilatation

0
e o,=k - n, = Hl, ,my,n,} = {1} car I'axe x, est principal (&1, = €3 = 0)
0
(/k 0 k 1 0 O lz 0 0l2—0m2+kn2=0
= (0 k O)—k(O 1 O) my =40 = {0, —0m,; +0n, =0
L k O k O 0 1 nz O klz+0m2+0n2:0
Olz - Omz + nz = 0 (1)

= {0l,—0m, +0n, =0 (2) & E+méi+ni=1 (4)
l2+0m2+0n2=0 (3)
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(1: n,=0 & (3):1,=0

@W:mi=1 = my=lcaro,=k>0

0
= 7_12:1
0

L4 &3 = 0 - ﬁ3 = t{l3 , Mg ,n3}

k0 k 10 oN[(l) (0 ks + Oms + kng = 0
= (0 k(0—0x<0i10> mst =10t = 1ol + kms + 0n; = 0
L k 0 k 0 O 1 nj 0 kl3+0m3+kn3:0
l3+0m3 +TL3=0 (1)
= {0l 4+ m3+0ny3 =0 2 & E+mi+ni=1 (4)
l3 + 0m3 +n3 = O (3)
(1)&(3) l3=_n3 & (2) m3=0
_V2
2
\Z)
2
Remarque :

1. Connaissant 1, et 7,, on peut déduire n; directement a partir du produit vectoriel. Soit

donC . 7_13 = T_ll /\ﬁz

ey e eé3
V2 V2 2 V2
0 1 0 1 0 0 0 0 1
_¥z
2
= 7_13:—?@1"‘03_2 +ge_3 = T_lg: 0 l 0](
2 )
2

2. Connaissant 11; et 713, on peut déduire n, directement a partir du produit vectoriel. Soit

dOHC . ﬁz = 7_13 Aﬁl

_1 8_2 _3
B I B L B e P e
:>n2= \/_2 j_:o ﬁel_ _2 £82+ E 083
vz 0 ¥z 2 2 2 2
2 2
0
:>T_12=0€_1+le_2+0€_3 :>ﬁ2=1 0](
0

5. Tricercle de Mohr des déformations
Les trois cercles de Mohr des déformations sont distincts et définis comme suit :

- Le cercle (I) passant par (g; = 2k, 0) et (¢, = k,0), donc d’équation :

(x—x)*+ @ —-y)*=R*| C (xc = —gl;rsz = —2k2+k = ?’Z—k Ve = 0) & R= —81;‘92 = —Zkz_k = S
- Le cercle (II) passant par (e, = k,0) et (¢5 = 0,0), donc d’équation :
gyt€ k+0 k Ey—€ k-0 k
C=x)+ G -y)* =R | C(xe=22="2=0y,=0) & R=252=0020
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- Le cercle (III) passant par (g; = 2k, 0) et (¢35 = 0,0), donc d’équation :
=2+ —y)?=R? | C(xe="2=20ck y =0) & R=L2=20=

Ce cercle constitue le cercle enveloppe permettant de déterminer la distorsion maximale ;-

On est donc en présence d'un état de déformation véritablement triaxiale : &; # &, # &3.

A

N|<

max

6. Distorsion maximale y,,,, correspondante

Ymax = €1 — &3 = Ymax = |2k — 0| = +2k
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Ex.5 Soitle champ de vitesse 7 défini dans une base orthonormée (x;, x,, X3) :
VL = 2Xx1 — Xy
V=14V, = x1 + 3x; ,
V3 = —2X3

Calculer le gradient du champ de vitesse 17, le tenseur taux de déformation D et le tenseur taux de
rotation Q. Déterminer ensuite le vecteur polaire &, I'angle de rotation 6 et I'axe h correspondant.

Rép. 5
1. Gradient du champ de vitesse : V
Sachantque: ¥ =X, + AT, ) = 7= 2ot V() =grad[5(D] o V;="2=uv,
J

e Vii=v1=2 e Vip=v,=-1 e Viz=v3=0
e Vor=vy,=1 e Vypp=1,=3 o Vo3 =1,3=0
e V31=v3:=0 o Vi =v3,=0 o V33 =v33=-2

_ 2 -1 0
> V=[y]l=1 3 o0

0o 0 =2

2. Tenseur taux de déformation : D

Il est défini par la partie symétrique du gradient de vitesse. Soit donc : D= % [? + t?]

_ 2 -1 0 _ 2 1 0
Sachantque: V = [Vij] =1 3 0 = ty = [V]l] =|=1 3 o0
0 0 -2 0

_ (]2 -1 o 2 1 0 2 0 0
:>D=[Dij]=5<1 3 0 -1 3 0 )zo 3 0
0 0 -2 0 0 -2

0 0 -2
avi m

= 1=, —_— 1 1
D=7 [grad®) + ‘grad®)] < D;; = E(a_x,- + Bxi> = E(vij +v;;)

+

Autre approche:

e D= %(%,1 +v11) = Vg =2

* Dy = %(vz,z +1,2) =15, =3

1
. D33=§(V3,3+V3,3)=173,3=_2
L4 D12=%(v1,2+1}2'1)=%(—1+1)=0 = D21:D12:0
L4 D23:%(v2’3+v3’2):%(0+0):0 = D32:D23:0
1 1
° D13=E(v1,3+v3,1)=5(0+0)=0 = D31=D13=O
_ 2 0 0
= D=[Dy]=[0 3 o0 Ok
0 0 -2

Remarque : Déformation pure (pas de cisaillement)
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3. Tenseur taux de rotation : Q

Il est défini par la partie antisymétrique du gradient de vitesse. Soit donc : Q= % [V — tﬁ]
_ 2 -1 0 _ 2 1 0
Sachantque: V=[V;]=[1 3 0 = V=[Vi=[-1 3 o0
0 0 -2 0 0 -2

_ (2 -1 o 2 1 0 0 -1 0
:>Q=[Rij]=5 1 3 0f=|-1 3 of|l=[1t 0 o
0 0 -2 0 0 -2 0 0 0

Autre approche:

= 11— — 1(av; 3\ _ 1
Q=7 [grad(v) — ‘grad®)] < ;= 2 (a—Z] — a_xi) = E(vi'j —vj;)

= Q1 = %(Vm - V1,1) =0
= ;= %(Vz,z - Vz,z) =0
= (33 = %(v3,3 - v3,3) =0
= O = %(Ul,z —Vy1) = %(—1 -1)=-1 = Q1 =—Rip =1
= {3 =%(”2,3_V3,2) =%(0—0)=0 = Q32 = —Ry3 =0
= Qi3 =%(”1,3_U3,1)=%(0—0)=0 = 31 = —Ry13=0
0 -1 0
= ﬁ=[ni1]=[1 0 0] Ok
0 0 O

4. Vecteur polaire : @

0 -r g¢q p=0 0

-q p 0 r=1 1

R=

Vérification: 10t(v) = €;,vyj€; = (v32 —v23)e1 + (Vi3 —v31)e2 + (V21 — V12)e3
Ok.

:ngm(ﬁ):% U1,3_173,1:0—0:0 =10

U3‘2_U2’3 = 0 — 0 = 0 {0}
Uz'l_vl,z = 1 + 1 = 2 1

5. L’angle de rotation @ et'axe h correspondant

L’angle de rotation 6 est défini par la norme du vecteur polaire &. Soit donc:
0=|wol = 0=v02+02+12=1 (rad)
D’ot1 'on peut déterminer I'axe h correspondant via I'équation suivante :

0
w=1x {0} = X3 (3éme axe unitaire)
1

& = 6h = h=

|-
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Ex.6 Trois jauges de déformation a, b et c faisant entre-elles successivement un angle de 120°
sont collées sur une plaque sollicitée dans son plan. On mesure les trois dilatations ¢, €, et €.

On demande de: . 4

1. Déterminer les déformations &y, €, et yy,, puis déduire
le tenseur € correspondant. b

2. Calculer les déformations principales &, 4, €t &nin, ainsi T a

que leurs directions 1, et n,. v X
3. Tracer le cercle de Mohr des déformations, puis déduire &

la distorsion maximale y,,,, correspondante.
Application numérique :
a=6=10% ; & =¢€120=-1% ; Ec=&40=45%
Rép. 6 R
1. Déformations &,, €, et y,, et tenseur € correspondant y
Sachant que:: 2

e,te, & —¢
&y = B AR ycos(th) + msin(2<p)
2 2 2
- )
" ga=¢&=¢& (1) x
" g, =gy = S"“y + 22 cos(2 x 120) + 2 sin(2 x 120) = m - ?exy 2)
" £, = Ey40 = sx;—ey + 279 0os(2 x 240) + 22 sm(Z X 240) = szﬂ — ? + ? vy (3)
D’oul 'on peut calculer :
D: & =¢
D+@): ey te=2xE2pxE2_ =20 o o 430 =2 + )
1
= &, = 2[2(e + &) — &)
V3 2

@2)-Q3): &—¢& = _7ny = Yay = _\/_g(gb - gc)
Soit donc:
g =1 _e1=1 _ —10] = — v 1

sy—3[2(eb+ec) sa]—3[2><( 1+45)—-10]=-1% e = —1%

2 23 —_—
" Yy = —ﬁ(eb —&) = —%_(—1 —4.5)=635% V_> Yy = 635 %
N
| 1‘ & =10%
_ €x 3. 175 5 >
_ 0 M
i \ s H5le0 T |x
Xy 2 Ixy
@—

= M(10, 3.175) & N(—1,-3.175)
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2. Déformations principales : €,,4x €t €nin

Le tenseur des déformations étant un tenseur plan, les contraintes principales sont donc :

£, teg, £x— &)\2  (Vxy\?
emamn ==+ |(557) +(F)

Soit alors :

e =[5 () 4 ()] = 085
o = [ 252 ()" (2] = v

3. Directions principales : 4 et n,

Les directions principales s’obtiennent par rotation 6,, définie comme suit :
P

_ 28y _ Yxy __ 635 _ °
tan(2¢,) = e T T = 0577 2 ¢y =15
Soit donc:
i { cos(15°) = 0.966 } 2 . {sin(15°) = 0.259}
L7 |- sin(15°) = — 0.259 2 7 |cos(15°) = 0.966

4. Cercle de Mohr des déformations

Analyse graphique des dé formations planes a l'aide du cercle de M ohr (Mohamed Khemissa, 2026)

e =10% ; (%) Emaz — 10.85 %
e R Emin 7—71 .85 %
pp = 15°
Yoy =6.35% Vmar = £12.7 %
P, = 30
T ®
e, @10
® |
(1.8
'R T | | < (%)

| d é’)

5. Distorsion maximale y,,,, correspondante

Ymax = €max — Emin = Ymax = [10.85 — (=1.85)| = +12.7 %
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