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Meécanique des milieux continus

Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

Ex.1 En un point M d’'un milieu continu, I'état des contraintes est défini dans le repere

orthonormé (i, X,, X3) par :
— — _ 2 _
011 = Oy =033 = 15kN/m* , 0, =0 ,

On demande de :
- Construire le tenseur des contraintes ¢ correspondant.

O3 = 031 = 5 kN/m2

- Calculer ses contraintes principales o; > g, = g5 et leurs directions n,, 1, et n3.

- Calculer ses invariants de contraintes I;, I, et I3, puis écrire I'équation caractéristique
correspondante. Commenter avec justification les résultats trouvés.

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement

maximale 7,,,, correspondante.

Rép. 1
1. Tenseur des contraintes

011 012 013
=012 022 023 (Tenseur symétrique)
013 023 033

Etantdonné: oy, =0y, =033 =15kN/m? , 0,, =0
011 012 013 (15 O 5

= G=|012 022 03|=|0 15 5| (kN/m?)
013 O3 033 ) 5 15

0'23 = 0'31 == Sk]\l/‘rn2

(3 0 1
=10 3 1| (x5 kN/m?)
1 1 3
2. Contraintes principales 6, = 0, > 03
011 —4 012 013
Sachantque (O'ij—aié'ij)nj=0 = det(al]—lé'u)= 012 0'22—1 023 =0
013 023 o33 — 4
3—4 0 1
_a_n|3—41 1 ] 410 1 0 3—4|_
= |0 31/1 3:1—(3 ) N U M E Y M B

= GB-MB-M*-1]+[0-B-D]=0
= @B-MIB-M*-2]=0
= (B-MDB-1-V2)(3-2++V2)=0

M =3 oy =3+2
= {1=3+V2 = {0,=3 (x 5 kN/m?)
1323_\/5 0'3:3_\/7

o =5x%(3++2) =221
= 0, =5%x3=15
03=5x(3-v2)=79

(kN /m?)
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Meécanique des milieux continus

Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

3. Directions principales n, n, et n3

L, 01Ny =
Gp - np— mp | lp+mp+np—1 = 07 >Ny =
np g3 > N3 =

p — axe principal (=1,2,3)

Sachant que (a,-]- — apé'i]-)np =0 | n

e 0,=3+v2 (x5 kN/m?

3 01 1 0

= [lo 3 1|]-(3+v2)|0 1
1 1 3 0 0

(3-3-V2)l; +0m;+n; =0

ny = t{l1 ,y My ,n1}

-1

-_

t{l1 , My ,n1}
t{lz , My, Ny}
t{lg , M3 ,n3}

t 7 "
n, = {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

= {04, +(3-3-V2)m;+n, =0
ll+m1+(3—3_\/§)n1:0
_\/§Z1+0m1+n1:0(1)
=3 0, —V2m4+n,=02) & LE+mi+ni=1 (4
L+m;—V2n, =0 (3)
(1):n1:\/§ll & (2):n1:\/§m1 = 11=m1=gn1
(1)
2
1,1 V2 VZVZ 1 _ 1
(4):(5+5+1)nf=1 = n1=7 = ll=m1=77=5 = N3 =43
V2
2
e 0,=3 (X5kN/m?) - ;= "l,,m;,n,}
3 01 1 0 O L, 0
= {0 3 1|-(3)|0 1 0][{mzr=10
1 1 3 0 0 1 n, 0
(3_3)lz+0m2+n2=0
= Ol2+(3_3)m2+n2=0
l2+m2+(3_3)n2=0
0l2+0m2+n2=0 (1)
= {0l2+0m2+n2=0 2 & LB+mi+ni=1 (4)
l2+m2+0n2:0 (3)
(Dou(2):n; =0
3): L=-m
_¥2
2
@: 1+1+0i=1 > l2=—‘/2—E = mz——l2=‘/?E = ﬁ2={£l
2
Lo )
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

o 03=3-V2 (X5kN/m?) - n3= l3,ms,ns}

- [ e 3 ottt

((3=3+V2)l3+0mz+n3 =0

= <03+ (3-3+V2)my+n;=0
(ls+my+(3-3+V2)n; =0

(V2I; 4+ 0mz +13=0 (1)

= 0l +V2my+n;=0 () & LB+mi+ni=1 (4)
Kl3+m3+\/§n3:0 (3)

(1) . \/Elg +nz = 0 = ng = _\/213
(2) . \/§m3 +n3 = 0 = ng = _\/Em:g

= l3=m3=—\/2—7n3
1
T2
@:(1+1+2DB=4B=1 = L=my=—1 & m=2 = B={—;
V2
2

Remarque :
Connaissant 1, et 71,, on peut déduire 715 directement a partir du produit vectoriel. Soit

dOIlC . ﬁ3 = ﬁl /\7_12

e, €3
— - = —|_1l2 2| = 2 2| = 2 21 =
:>Tl3— 2 2 2—\/E el_ \/E ez+ \/E\/E3
_z 2 o4 [ 0 -5 0 7 2z
2 2
D T A ) W N G o
:>n3—( 2)1 (+2)2+(4+4)3_ 1756t es
_1I
2
_ 1
=> n3 =475 Ok
V2
2

4. Invariants des contraintes I, I, et I3
* I, =0y =011t 03+ 033
= L =3+3+3=9
_1 _ 2 2 2
e I;= E(O'iio'jj — 01j0yj) = 011027 + 02,033 + 033011 — 01, — 033 — 073

= [, =3%X3+3%x3+3%x3-12-12-12=25
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

_ — 2 2 2
e I3= |0ij| = 011022033 — 011023 — 0220713 — 033071, + 2012023013

= [ =3%x3%x3-3x12-3x12-3x024+2x0x1x1=21

3 0 1
o L=lo 3 1=3|3 1|—0|O 1|+1|0 3l _3x8-0-3=21 Ok
1 3 1 3 1 1
1 1 3
Vérification :

e I, =0,+0;+03
= L =3+V2+34+3-V2=9 0k
e I, =0,0;,+ 0,03+ 030;
= L=03+v2)x3+3x(3-v2)+(3+v2)x(3-+2)
=9+3vV2+9-3vV2+9+3V2-3/2-2=25 Ok
o I; =0,0,03

= L=0B+Vv2)x3x(3+V2)=3x(9-3V2+3V2-2)=3x7=21 Ok

5. Equation caractéristique
B+ 122 -1,A+13=0 = —-234+912-251+21=0

On peut remarquer que A; = 3 est une racine particuliére.

—A34+922 — 251+ 21 A—3
0+ 642 — 251 + 21 6+ 22
612 — 181 /12=—2 =3+2
0—71+21 6 — 22
—71+ 21 Iy=—b—=3-V2
0

= —A3+912-251+21=1-3)A1?-61+7)=0
=(A-3)(2-3-v2)(A-3++v2) =0

/11=3
= {1, =3+V2 (x5 kN/m?)
A3 =3-+2
o, =5%(3++V2) =221
= {0,=5%x3=15 (kN /m?) Ok.

03 =5%(3-v2)=79

Prof. Mohamed Khemissa M1/S1 - Géotechnique 5



Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

6. Tricercle de Mohr des contraintes

A

(o

Tmax =

v

0,=221 o,

Timax = —

7. Contrainte de cisaillement maximale

Tmax — |0'1;0'3| — Tmax — |5X(3+\/§);5X(3—\/E)| — 5\/5 — 71 kN/mZ
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

Ex. 2 En un point M d’'un milieu continu, les composantes du tenseur des contraintes sont
définies dans le repére orthonormé (x;, X,, X3) par :

oij = A+ udij,
ol A et u désignent deux constantes positives non nulles (paramétres de Lamé) et § = [6ij] le
tenseur de Kronecker.

On demande de :

- Construire le tenseur des contraintes ¢ correspondant.

- Calculer les invariants de contraintes I;, I, et I3, puis écrire I'équation caractéristique
correspondante.

- Calculer les contraintes principales g, = g, = 03 et leurs directions 14, 11, et n3.

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement
maximale ,,,, correspondante.

Rép. 2
1. Tenseur des contraintes

011 012 013
=012 022 0323 (Tenseur symétrique)
013 0323 033

Qll

L@E=)
0 (i +#))

Qi
Il
N
N
_|_
=

Etantdonné: g;; = A+ ud;; | & :{ =

2. Invariants des contraintes I, I, et I3
e I1=04=011+02;+033
= L=A+u+A+u+r1+u=31+un)
e I, = %(aiiajj - aijaij) = 011022 + 022033 + 033011 — 0%2 - 0%3 - 0%3
= L=A+PA+Y+A+WA+W+QA+WQA+p) — 12 =22 - 22
=3+ u)? —322
=3UL+u+A)QA+pu—21)
=321+ Wy
o I3 =|o0y| = 011022033 — 611053 — 622053 — 0330%; + 2012023013
= L=QA+wWA+wWA+pw) — A+ A2 - QA+ A2 — @A+ paz + 223
=A+wA2%+2Au + p?) =34 + uA% + 223
= A+ w2+ 2 u+ p?) — 323 = 32%u + 223
=23+ 2220 4+ AP + 22u+ 220 + ud — 23 —32%u
= 3Au? + 3
= (31 + wu?
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

A+u A 2
A+u A A A A A+u
o L=| A i+u 2 =(/1+u)| ‘—/1‘ ’+/1
1 1 A+u A A+u A A+u |/1 A |

= A+ wWIA+w? =221 —2AAA + @) — 2] + 222 — 2 + )]
= A+ wWQA+ Wy —22%u
= [22%2 + A + 2Au + u? — 22%)u
= (32 + wu?
3. Equation caractéristique
—0®+1,6*°—1,6+13=0
= —03+3A+wo?-3CA+wuc+ GBr+wu*=0

4. Contraintes principales 6, = 0, > 03

On peut remarquer que o = pu est une racine particuliere de I'’équation caractéristique.

AM=31+u
= @Bl+rm-0)(c—w?*=0 > {/12=,u
Az =p
01 =3A+u
= {02:;1
03 =HU

Remarque: On peutaussi déterminer les racines de I'équation caractéristique a l'aide des
applications de I'lA comme ChatGPT, Copilot, etc.

5. Directions principales n4, n, et n3

= t
L, o1~ Ny = H{ly, my,n4}
= = 2 2 2 _ = _t
o, > Np={Mp: | L+myp+n;=1 = Jo;->n,= {l;,my,n,;}
" o3 > i3 = (I3, m3,n3}
p — axe principal (=1,2,3)
— t Lo
Sachant que (O'ij - ap6i]-)np =0 | n,= {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

L4 0-1:3/1"‘[.1. i 7'_11: t{ll,ml,nl}

A+u A 2 1.0 O\](L) (0
( A A+p A )—(3A+u)(0 1 0) myt =10
2 A A+u o o 1/1lny) (o

A+pu—-32—wli+im;+An;, =0
= AL +QA+u—-31—wm;+An; =0
Ay +2dmy +A+pu—31—wn, =0

=

All - 2/1m1 + lnl = O

_lel + Aml + /1711 = 0
: {
/1[1 + /1m1 - 2/1”1 = O
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

—2lLi+my+n, =0 (1)

= { L-2m+n,=0 (2) & B+mi+ni=1 (4)
L+m —2n,=0 (3)

2)-@0@: 04-3m;+3n,=0 = my=n (5

(1) & (5) . _le + 2m1 =0 = l1 =my

1G5 1S

= L=m=n = n= (1¢re trisectrice)

3
V3
)
= Lasollicitation étant cylindrique (o7 # 0, = g3 > 0), toute direction orthogonale au plan (P)
d’équation : x; + x, + x3 = 0 et de normale 7; est également principale.

® 0-2 = lu - 7_12 = t{lz lmz ,le}

( A A+u A )—,u(O 1 0)“m2}={0}
A A A+u 0 0 1 n, 0

Ay +Amy + (A +pu—wn, =0 Al, + Am, + An, =0

lz+m2+n2:0 (1)

{lz+m2+n2=0 2 & B+mi+ni=1 (4
l2+m2+n2=0 (3)

= Solution indéterminée.

= Idem pouro; = u - 3= Yl3,ms,n3}

= Toutdirection contenue dans le plan (P) d’équation : x; + x, + x3 = 0 et de normale 71,
est également principale.
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6. Tricercle de Mohr des contraintes

»

o0,=31+u an'

Tmax

Remarque : La sollicitation étant de type cylindrique (triaxiale de révolution), le tricercle de
Mohr des contraintes se réduit donc en un seul cercle passant par (34 + u, 0) et (i, 0), donc
d’équation :

31 3
(x—xc)2+(y—yc)2=R2 | C(Xc=61;ro3= +;+“=§/1+MJJ’C=0)
& R = 01703 _ 3A+u—u _ E/.{
2 2 2
7. Contrainte de cisaillement maximale
|o1-03| [3A4+u—pn| 3
Tmax:T = Tmax :T:E/l
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

Ex. 3 En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repéere
orthonormé (i, X,, X3) par :

1 -3 2
a=|-3 1 —2| W/mm?).
V2 -2 4

On demande de :

- Calculer ses invariants de contraintes I;, I, et I3, puis écrire I'équation caractéristique
correspondante.

- Calculer ses contraintes principales o; = g, = g5 et leurs directions 1, 1, et n3.

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement
maximale ,,,, correspondante.

Rép. 3
1. Invariants des contraintes I, I, et I3
e I, =04 =011 1021033

= L =14+14+4=6
e I, = %(aiiaj]’ - Uijaij) = 011022 + 022033 + 033011 — 03, — 053 — 073
= L=1x1+1x4+4x1—(=3)2—(=v2) = (vV2)" = -4
e I3= |0ij| = 011022033 — 0110%3 - 0220%3 - 033"%2 + 2012023013
= L=1x1x4-1x(—v2) —1x(V2)" =4 x (=3)% + 2 x (-3) x (—v2) x (vV2) = —24
2. Equation caractéristique
B+ 122 —1,A+13=0 = —-134+6A>+41-24=0

3. Contraintes principales 61 > 0, > 03
On peut remarquer que A = 6 est une racine particuliére de I’équation caractéristique :

“BB4+6124+41-24=0

—“BB+6124+41-24| 1—6
= —-134+612+41—-24=0
13 + 612 1>+ 4
47 — 24 = 1-601-2)1+2)=0
0

A =6 0, =26
= {/12 = = {02 =2 (N/mm?)
/’13 = _2 0-3 = _2
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

Remarque : On peut retrouver ces résultats par le calcul direct comme suit :

11— 4 012 013
Sachant que (ai]- — ai6i]-)n]- =0 = det(ai]- — ASi]-) =| 012 Oy — A g3 |=0
013 023 033 — 4
1-12 =3 2 =6 o, =6
= | -3 1-1 —2[=-2B+612+41-24=0 > {Azzz = {azzz (N/mm?)
V2 —2 4-2 A3 = —2 o3 = —2

4, Directions principales 114, 1, et n3

L, o1 -7y = Hly,my,ny}
o, - Ny=1Mp, | B+mi+ni=1 = {0,->0,= {l,my,n,}
Tp o3 - iy = "I, m3,n3}
p — axe principal (=1,2,3)
_ t :
Sachant que (0',-]- - apé'i]-)np =0 | n,= {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

L4 o1 = 6 - ny = t{ll , My ,nl}
1 -3 2 1 0 0\|(k 0
= |l-3 1 =2 —6<O 1 0) my¢ =140
VI VI 4 0o 0 1/]|ln) Lo
_Sll - 3m1 + \/Enl = 0 (1)
\/Ell - \/Eml - 2111 - O (3)
(1) + (2) . _8l1 - 8m1 ES 0 = l]_ = —-my
(3) . \/ill + \/Ell - an == 0 = 2\/5[1 - an == 0 = Tl1 = \/Ell

4): lf+(—ll)2+(\/§ll)2=1 = 412=1 > l1=§ = m1=—% = n1=§

L4 0’2 = 2 g nz = t{lz ,mz ,nz}
1 -3 2 1 0 0\|(L 0
= ||-3 1 —=/2]|-2(0 1 0]f|ymz¢=10
V2 V2 4
_lz - 3m2 + \/Enz = O (1)
\/Elz - \/Emz + 27’12 =0 (3)
(1) + (2) . _4‘l2 - 4‘m2 =0 = lz =—-m,
B): V2, +V2L +2n, =0 = 2V2L,+2n, =0 = n,=—2,
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@: B+L2+(—V2L) =1 > 43=1> L=-1

1

T2

_ 1

= n, = E

V2

2

e 03=-2 - N3 = t{l3,m3,n3}

1 =3 2 1 0 0\|(L 0
=>|l-3 1 =2 —(—2)(0 1 0) {mg}z{o}
VZ =2 4 0 0 1/|\ng 0

3l3 - 3m3 + \/En3 =0 (1)

= {-3L+3m;—V2n;=0 (2 & B+mi+ni=1 (4

\/Elg - \/Em3 + 6”3 =0 (3)

—3V2l3+3V2Zm; —2n; =0 (xv2) (5)
3V2l; —3V2ms +18n3 =0 (x3) (6)
(5) — (6) l6n; =0 = n3=0

2)+@3): {

(2): 3l343m3=0 = 2V2L,+2n,=0 = Il3=my
V2

_V2

2

= N3 =4 _+2
2

\ o)

Remarque :

V2
2

Connaissant n; et 7n,, on peut déduire n; directement a partir du produit vectoriel. Soit

donC . 7_13 = T_ll /\T_lz

| IR 12 1
= __ l _ - —2 _ 2 2| = 2 2| = 2
= ng=|2 2| = gl plet| s
_1 1 V2 2 2 —3 3 T2
2 2
_ V2 W2 - V2, V2) - 1 1) - V2 V2 _
= m=(-7-J)a-(T+P)a+(-ja=-Ta-Ta+0s
_¥2
2
2
0

Prof. Mohamed Khemissa M1/S1 - Géotechnique
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

5. Tricercle de Mohr des contraintes

0'32—2 0]

= —4

Tmax

Remarque: Le tricercle de Mohr des contraintes se compose de trois cercles distincts
caractéristiques d'une sollicitation véritablement triaxiale.
6. Contrainte de cisaillement maximale

__ |o1—a3| _le=(=2)| _ 2
Tmax = — 5~ = Tmax =~ = 4N/mm

Prof. Mohamed Khemissa M1/S1 - Géotechnique 14



Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

Ex. 4 En un point M d’'un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repére
orthonormé (i, X,, X3) par :

0 1 1
g = [1 0 1] (N/mm?) .
1 1 0

On demande de :

- Quelle est la particularité de ce tenseur ? Justifier la réponse donnée.

- Calculer les invariants de contraintes, puis écrire 'équation caractéristique correspondante.

- Calculer les contraintes principales et leurs directions.

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement
maximale correspondante.

Rép. 4
1. Particularité du tenseur

Sachant que : Tr(o;;) = 011 + 022 + 9353 = 0+ 0 + 0 = 0, le tenseur & est donc déviatorique.

0 1 1
= &=5=|1 0 1| (IN/mm?
1 1 0

2. Invariants des contraintes J4, J, etJ3

* J1=Si=S11+ 522+ 533
__1 _ 2 2 2

e J2= _E(Siisjj - Sijsij) = —S11S22 — $22533 — S33511 + S12 T S23 + 5713

——0—0— 2 2 2 _
= J,=-0-0-0+1"+1"+1"=3

— _ 2 2 2

e 3= |Sij| = 511522533 — 511523 — 522513 — 533512 + 2512523513

= J3=0X0X0—-0%x12—-0x%x12-0x12+2%x1x1x1=2

01 1
e =1 o0 1=0|0 1|—1|1 1|+1|1 O Cox (=D —1x (=D +1x(1) =2
10 1 0ot oltll 1

3. Equation caractéristique
B —J1 A2 =]JA—]3=0
= AB-0212-31-2=0
= AMB-31-2=0
4. Contraintes principales s; > s, > s3

On peut remarquer que A = 2 est une racine particuliére de I'équation caractéristique :

AB—-31-2=0
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Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

A2-31-2 A—2
3 — 242 P +21+1 A2+24+1=0 = A=22-4x1x1=0
212 —3)1—2 240
20 — 41— 2 hy=——F—=-
A2
—2-0
0

= 13-31-2=0
= 1-2)(1*+22+1) =0
= 1-221+1D?=0

ll =2 Sl == 2
= {/12 =-1 = {52 =—-1 (N/mm?)
/13 =-1 S3 = -1

5. Directions principales 114, 11, et n3

L, o1~ 7y = {l;, my,ny}
ap 4 Tlp= mp | 112,+m12,+n12,=1 = 0'2—>ﬁ2: t{lz,mz,nz}
np 0'3—>1_13 = t{lg,mg,ng}
p — axe principal (= 1,2,3)
_ t Lo
Sachant que (0',-]- - apé'i]-)np =0 | n,= {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

e s5;=2 - iy= Yl,my,n}

/0 1 1 1 0 O\l(kh 0
:(101)—2(010) myt =10
\1 1 0 0 0 1/1{n 0

_le + m1 + n1 = 0 (1)
ll + m1 - 2111 = O (3)

(1) - (2) . _3l1 + 3m1 =0 = ll =my
(2) - (3) . _3m1 + 3n1 =0 = m =n

= l1=m1=n1

(1ére trisectrice)

= Lasollicitation étant cylindrique (s; # s, = s3 # 0), toute direction orthogonale au plan (P)
d’équation : x; + x, + x3 = 0 et de normale 7; est également principale.
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L4 Sy, = -1 - 7_12 = t{lz , Mo ,nz}

01 1 1 0 O L 0
= (1 0 1) +1 (0 1 O) my e =10
1 1 0 0 0 1/1\n, 0

lz+m2+n2=0 (1)
{l2+m2+n2=0 2 & LB+mi+ni=1 (4
lz+m2+n2=0 (3)

= Solution indéterminée.

I[dempours; =—-1 - 73 = Hl3,m3,n3}

U

= Toutdirection contenue dans le plan (P) d’équation : x; + x, + x3 = 0 et de normale n;
est également principale.
6. Tricercle de Mohr des contraintes

Le tricercle de Mohr des contraintes se réduit a un seul cercle passant par (—1,0) et (2,0),
donc d’équation :

o1+03 2-1 2+1 3

— 2 — 2 = 2 = — = l = ) = M = — = -
(=% + -y =R | Clee=202=20=1 y =0) & R=Z2=21.3
Les états de contraintes sont donc représentés par des points appartenant a ce cercle.

Or pour les trois directions, la composante normale de la contrainte est nulle. Ainsi, le point
figuratif pour ces trois facettes est le point A de coordonnées :

° xA:()

. yA=yc+\/R2—(xA—xc)2=0+\/(§)2—(0—§)2=«/§

On est donc en présence d’un cisaillement pur spatial dans le repére (X, X, X3).
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Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

7. Contrainte de cisaillement maximale

_ lo1—a3|
Tmax = 2 =

Tmax

= |2—(2—1)I = 1.5 N/mm?

v
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Ex.5 En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repére
orthonormé (i, X,, X3) par :

3 0 0
=10 2a 0.75a| (x102N/mm?),
0 0.75«x o

ou a € [0,1] désigne un parameétre de chargement.

On demande de :

- Déterminer l'état des contraintes en ce point pour a = 07? Préciser la direction de la
sollicitation correspondante.

- Calculer en fonction de « les contraintes principales a; = g, = 03 et leurs directions 14, 11,
et 13, ainsi que les invariants des contraintes I;, I, et I5. Commenter avec justification les
résultats trouvés en précisant le type de sollicitation correspondante.

- Pour quelle valeur de «, notée «,, le tenseur des contraintes g, devient-t-il déviatorique ? En
déduire les invariants des contraintes J;, /, et J5 correspondants.

Rép. 5
1. Etat des contraintes pour a = 0
3 0 0
Pour a = 0, le tenseur des contraintes estégalag =0 0 0 (x 102 N/mm?)
0 0 O

= C’est un état de traction simple dont la contrainte ¢ = 3 X 102 N/mm? est dirigée
suivant 'axe ¥; = £{1,0,0}.

2. Contraintes principales 61 = 0, > 03

011— 4 012 013
Sachantque (ai]-—al-Si]-)n]-=O = det(al]—ASU)z 012 0'22—1 073 =0
013 023 033 — A
3—21 0 0
_(a_ n|2a—1 O75a_ 0 O75a 0 2a—2A|_
SN 0 20— 075a|=( /1)|0_75a | 0| |+0|0 0_75a|_

0 0.75a a—1
= GB-D[Ca-MN(@—-1)—-(0.75a)’]-0+0=0
B -=MD[2a%? —2a1 —ar+ 1*> — (0.75a)?] =
= (B-21)A?—-3a1+1.438a?) =0
(1):3—-2=0 = A; =3x10% N/mm?
(2): 2 —3a1+1.438a?=0 = A= (3a)?— 1.438a? =9a? —5.75a% = 3.25a?

U

= 2 =24+ 25C ~ 24010 (x 102 N/mm?)
> lg=2- V3'225“2 =0.599a (x 10% N/mm?)
gy = 3
Sachantque @ € [0,1] = {0, =240la (x 10?N/mm?)
o3 = 0.599¢
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Remarque : On peut remarquer que (Voir « Contraintes planes ») :
01, =013=0 = L’axe x; est principal
= 0y; = 3 X 102 N/mm? est donc une contrainte principale.

Les deux autres contraintes principales peuvent donc étre déterminées a partir du tenseur
pseudo plan suivant :

= _[ 2a 0.75« _ Oxxt0yy \/ Txx—Oyy\? 2
7= [0.75a a ] = Omax/min =~ 5, % ( 2 ) + Txy

N
=  Onmax/min = 2a2+a + \/(26(2 a) + (0.75a)?

= Omax/min = 1.5a £ V(0.5a)2 + (0.75a)2
= Gy = 1.5a +0.901a = 2.401a
= 0, = 15a—0.901a = 0.599¢

0-1 = 3
Soitdoncpoura € [0,1]: = [az =2401la (x10°2N/mm?) Ok
03 = 0.599a

3. Directions principales 114, 11, et n3

L, o1 -7 = Iy, my,nq}
0'p g T_lp: mp | lzz,+m12,+nf,=1 = 0'2—>1_12: t{lz,mz,nz}
np 0'3—)ﬁ3 = t{lg,mg,n3}
p — axe principal (=1,2,3)
_ t A
Sachant que (a,-j - apé‘,-j)np =0 | n,= {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

L4 0'1:3X102 N/mmz - ﬁlz t{ll,ml,nl}

3 0 0 1 0 0 Ly 0
= (0 2a 0.75a> - (3) (0 1 0) mqyr =140
0 0.75a a 0 0 1/1\ny 0

(3 - 3)[1 + 0m1 + OTl1 =0
= {0, + Qa—3)my; +0.75an, =0
0l; + 0.75am; + (a —3)n; =0

Oll + Om1 + Onl = 0 (1)
= {0+ Q2a—3)m;+075an, =0 (2) & P+m?+n?=1 (4)
0l; + 0.75am; + (@ —3)n; =0 (3)

2)&B):m=n,=0

4): B+m?2+n2=1 = 1l;=1 (caro; =3 x 10> N/mm? estune traction prise
conventionnellement positive)

1
= 7'_11=0
0
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e 0,=2401la N/mm?> - #n,= Yl,,m,,n,}

3 0 0 1 0 0 L, 0
= |0 2a 0.75a |—(2401a){0 1 O |[{my;=10
0 0.75«a a 0 0 1/1\n, 0

= {00, + 2a —2.401a)m, + 0.75an, = 0
0l, + 0.75am, + (a — 2.401a)n, =0

(3-2401a)l, =0 (1)
= {—-0.401lam, +0.75an, =0 (2) & LB+mi+ni=1 (4)
0.75am, — 1.401an, =0 (3)

(1) : =0
0.75
(2) ' m2 = mnz = 187Tl2
- [(e7sy? 2 _ 1 _ 075 _
3) : [(0_401) + 1] nf=1 = np=—==—=0472 = m, ==X 0472 = 0882
0401 +1
0
= 7, ={0.882
0.472

e 03=0599a N/mm?> - 3= Hl3,m3,ns}

3 0 0 1 0 O L5 0
= (0 2a 0.75a> — (0.599a) (0 1 0) ms¢ =10
0 0.75«x a 0 0 1 N3 0

= {0l3+ (2a — 0.599a)m; + 0.75an; = 0
0l5 + 0.75am3 + (a — 0.599a)n; = 0

(3-2401a)l;=0 (1)
= {1.401lam; +0.75an; =0 (2) & L+mi+ni=1 (4)
0.75ams; — 0.401an; =0  (3)

(4) : l3=0
0.75
(5) N m3 = —mng = —0535713
2
6) : [(—25) +1|n2=1> ny=—-—=0882 =>m; = ——2> x 0.882 = —0.472
1.401 3 0.75 \2 1.401
—m +1
0
= 73 ={—0.472
0.882

Remarque : Connaissant 71, et 71,, on peut déduire 713 directement a partir du produit
vectoriel. Soitdonc: n3; = ny AN,

er & €3

1 0

0 0.882 0472

= 71, = 0&, —0.472¢&, + 0.882¢; = #;= '{0,—0472,0.882} Ok

_ 10 0 |- (1 0 - .11 0 |-
= M= _|0.882 0.472|el_|o 0.472|62+|0 0.882|e3
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4. Invariants des contraintes I, I, et I3
e Iy =0, =011 +03+033
=01 +0; +o03
= L=342a+a=31+a)
& [ =3+42401a+0.599a=3(1+a) Ok
e I, = %(aiiajj - aijaij) = 011022 + 022033 + 033011 — G%z - 0%3 - 0%3
= 010, + 0,03 + 0304
= L, =3%X2a+2axa+ax3—02?-(0.75a)? — 0> = 9a + 1.438a?
< I, =3%x2401a + 2.401a x 0.599a + 0.599a X 3 = 9a + 1.438a? Ok.
e I3= |0ij| = 011022033 — 011"%3 - 0220%3 - 0330%2 + 2012023013
= I3=3X2aXa—-3X%X(0.75a)? —2a x0? —a x 02 +2 x 0 x (0.75a) x 0 = 4.315a?
& I3 =3%2401a x 0.599a = 4.315a? Ok

5. Equation caractéristique

B3+ 1A>—1,A+13=0 = 31> —-9al+4.391a?— 23 + 3a1? — 1.438a?1
= —234+301+ a)A? — (9a + 1.438a?)A + 4.391a?
= L=31+a) Ok.
= I, =9a + 1.438a? Ok.
= I3 =4.391a? Ok.

6. Tenseur déviatorique

e Valeur de a = a, pour que ¢ devienne déviatorique :
06=5 = Tr(@)=0;=011+02,+033=0
= Tr(6)=34+2a+a=3a=0 = a=a,=-1

e Contraintes principales correspondantes :

» sy=0(a=a,=-1)=3 (x10% N/mm?)

» s, =0(a=a,=-1)=2a,=2x%x(—1) = —2.401 (x 102 N/mm?)

» s;=o03(a=a,=-1) =0.599q, =0.599 x (—1) = —0.599 (x 10> N/mm?)
o Invariants des contraintes correspondants :

» L =La=a,=-1)=31+a,)=31-1)=0 (x10® N/mm?)

» ,=—-L(a=a,=-1) =9, + 1.438a2 = -9 + 1.438 = —7.562 (x 10> N/mm?)

» i=L(a=a,=-1)=4315a%? = 4.315 = 4315 (X 10> N/mm?)
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Ex. 6 En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repére
orthonormé (i, X,, X3) par :

7 0 -3V3
=] 0 25 0 (daN /mm?) .
-3v3 0 13

On demande de :

- Calculer les contraintes principales o; > 0, > g3 et leurs directions 14, 1, et n5.

- Calculer les composantes du vecteur contrainte dans la direction de la premiere bissectrice
du plan (%3, x,).

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement
maximale 7,,,, correspondante.

- Déterminer le tenseur des contraintes dans le repére direct (4, ¥, y3) défini par x; = y; et

(.’)Ez, }_/2) = 300.
Rép. 6

1. Contraintes principales 61, = 0, > 03

611—4 O 013
Sachant que (6yj — 6;8;j)nj =0 = det(o;—A8;;)=| 612 033—2 053 |=0
013 023 o33 — 4
7-2 0 =33

- —30\/5 250_/1 130_1 =(7_A)|250_/1 130—/1|_0‘—30\/§ 130—/1|_

_3‘/§|—30\/§ 250 /1| =0
= (7-MDR@5-)A3-2)-0]-0-3V3x[0+3V3(25-D]=0
= (7-DR5-1)A3-1)-2725-21) =0
= 5-D[7-1HA3-21)-27]=0
= (25-M1)[A1%2-201+64]=0
= 25-1H@A-1)NA6-1)=0

U

Al = 25 01 = 25
{,12 =4 = {02 =16  (daN/mm?)
/‘{3 =16 03 = 4
Remarque : On peut remarquer que (Voir « Contraintes planes ») :
01, = 0,3 =0 = L’axe x, est principal
= 0y, = 25daN/mm? est donc une contrainte principale.

Les deux autres contraintes principales peuvent donc étre déterminées a partir du tenseur
pseudo plan suivant :

7 —34/3 Oxxt0yy \/ Oxx—Oyy 2
= = o in = + + 12
_3\/§ 13 max/min 2 ( 2 ) Xy

Qi

Prof. Mohamed Khemissa M1/S1 - Géotechnique 23



Meécanique des milieux continus Chap. 3 — Théorie de I’état des contraintes

2
= Omax/min = 7+Tl3 T \/(7_713) + (—3\/§)2

2
= Omax/min = 10 £ \/(3)Z + (-3v3)
=  Omax/min — 10+6
=  Omax = 16
= Omin = 4

0-1 = 25
102 =16 (daN /mm?) Ok.

03:4

2. Directions principales 14, 1, et n3

L, o> 1y = Yy, my,ny}
op, ~— T_lp: m, | l?,+m?,+np=1 = g, >Ny = t{lz,mz,nz}
My o3 - i3 = Hl3,m3,n3}

p — axe principal (=1,2,3)

Sachant que (a,-]- — apé‘,-j)np =0 | n,= t{lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :
L4 o1 = 25 dN/mmZ - ﬁl = t{ll , My ,nl}
7 0 -3V3 1 0 0\|(k 0
= 0 25 0 |-(@5(0 1 0][ymi=40
-3v3 0 13 0 0 1/{lny) Lo

—3v3l, +0my; + (13 =25)n, =0

—6l1 + Om1 - \/§Tl1 =0 (1)
= 0L +0m;+0n;, =0 (2) & B+m?+n?i=1 (4)
—3lL, +0m; —4n, =0 (3)

B): h=——mn

BD:B+m?+ni=1 = 0W+m?+0nf=1 = my=1

0
= T_ll: 1
0
L4 0, = 16 dN/mm2 4 7'_12 = t{lz,mz,nz}
7 0 -3V3 1 0 0\|(L 0
= 0 25 0 |—-@@e){o 1 o]|{myr=10
_3\/§ 0 13 0 0 1 n, 0
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(7 —16)l, + 0m, —3V3n, =0
—3v3l, + 0my, + (13 —16)n, =0

= 0L, +9m,+0n, =0 (2) & L+mi+ni=1 (4)
—3V3l, +0m, —3n,=0 (3)

(Dou@): =L

—n,
(2):m,=0

2
(4):l§+m§+n§=1:>(—‘/3—§) ns+0mi+ni=1 = §n§=1 = n,=

1

2
= 7'_12: 0
V3

2

~ |G

e o03=4dN/mm* - @3= "{l3,my,n3}
7 0 -3V3 1 0 0\|(L 0
= 0 25 0 |-@o0o 1 o]|{msr=10
—3vV3 0 13 0 0 1/|\ng 0

(7 - 4)[3 + Om3 - 3\/§n3 =0
—3V3l3+0ms + (13 —4)n; =0

l3 + 0m3 - \/§n3 =0 (1)
= ! 0L+2Ims+0ns=0 (2) & BZ+mi+ni=1 (4

(Dou3): I3 =+3n,

(2):m3:O
D: B+mi+ni=1=> 3ni+0mi+ni=1=> 4ni=1 = n3=%
= l3=\/2_§

V3

2

:>ﬁ3: 0

1

2

Remarque : Connaissant 71, et 7,, on peut déduire 13 directement a partir du produit
vectoriel. Soitdonc: i3 = ny A,

e e &l g 0 0 11
_1 0 _3 2 2 2 2

2

t
= ﬁ3:%§3_1+06_2+%e_3 = 7'_13: {?,0,%} Ok
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3. Composantes du vecteur contrainte dans la direction de la 1%r¢ bissectrice du plan (x4, x;)

V2

7 0 -3V3 2

g=| o0 25 0 (daN/mm?) &  1®ebissectrice: 7l = {2
-3v3 0 13 (2)

La contrainte vectorielle correspondant au tenseur des contraintes ¢ suivant la 1¢re bissectrice
nestégala:

7z 7x 24 0xZ-3V3x0 AP
7 0 -3V3[[3 f f ress
0'i=0'ijnj= 0 25 0 ﬂ = O0X—+4+25x—4+0x0 = T
-3v3 0 13 ] |2
0J —3\/_>< +Ox‘/_+13><0 —37\/6
2 2
Dou: = ai2=012+022+a32=(%2) +(¥) +(—32£) = 349.5
e Contrainte normale o,
7z
2
Op = tniai={g \/Z—E O} zsz_ﬁ =gx¥+gx%— 0><£—16daN/mm
36

2
o Contrainte tangentielle o,

= /aiz — 0% =V349.5 — 16% = 9.72 daN /mm?

4, Tricercle de Mohr des contraintes

A
Oy

Tmax = 11.5

v

[61=25 o,

Toax = —11.5
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5. Contrainte de cisaillement maximale

_ lo1—a3| _|25-4] 2
Tmax = — 5 = Tmax =, = 11.5 N/mm

6. Tenseur des contraintes dans le repére direct (y1,y,, y3) défini par x; = y; et (x5,y,) = 30°

Les vecteurs unitaires du repére direct (y;, ¥, ¥3) s’écrivent :

A
l1 1 X2
e X1 =y = yi=ymy=x =107 /(X1 x2,%3) -
n 0 V3
1
L4 (fz,}_lz) = 300 :)_/2
L, N ‘\300
= _')_/2 = {mz} = Ofl + coS (%) fz + sin (g) .923 = 7 /(fli xz, X3)
n 1
? 2
0
s n n —2 Vi
4 _')_73 =Mz = Ofl — sin (g) .722 + cos (_) fg = 2 /(.721, X2, X3)
n V3 =
3 —_ x1
2
%% % . 0
_ _ _ 1_ 3 _ —= _
& Y3=EYViAY: = 1 % (1) =0x =Xt X3 = \/_2 /(%1 x2,%3) Ok
o — = 3
2 2 -

La matrice de passage associée et sa transposée s’écrivent :

1 0 0 1 0 O

_ L L L 0 V3 1 - 1o V31
P=Im; m, m3] = 2 2 = tP = 2 2
ng n, nj 0 13 0 _1 B

2 2 2 2

En utilisant la matrice de passage du repeére (x;, X5, X3) au repére (¥4, y,, ¥3), le tenseur dans
ce dernier repere s’écrira :

o' = 'P6P = oj= ‘PyioPy
1 0 0 1 0 0 7 33 9
_ 0 31 7 0 -3v3 0 31 2 2
= &= 7 2|l 0o 25 o 2 T2|=|-32 22 33
_1 B|-3v3 0 13 1 0¥
[0 2 2J V3 [0 2 2 | —g -3v3 16
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