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En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repère orthonormé 

(𝑥̅1, 𝑥̅2, 𝑥̅3) par : 

    𝜎̿ = [
0 𝑘 0
𝑘 0 0
0 0 𝑘

]  (𝑁 𝑚𝑚2⁄ ) ,  

où 𝑘 désigne le paramètre de chargement (𝑘 > 0). 

- Q1 (04 points). Calculer les invariants de contraintes 𝐼1, 𝐼2 et 𝐼3, puis écrire l’équation    

      caractéristique correspondante. 

- Q2. (09 points). Calculer les contraintes principales 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 et leurs directions 𝑛̅1, 𝑛̅2 et 𝑛̅3. 

- Q3. (03 points). Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis commenter le graphique  

      obtenu. Déduire ensuite la contrainte de cisaillement 𝜏𝑚𝑎𝑥 correspondante.  

- Q4. (04 points). Calculer les composantes normale 𝜎𝑛 et tangentielle 𝜎𝑡 du vecteur contrainte  

      dans la direction de la première bissectrice du plan (𝑥̅1, 𝑥̅2).  

 

 

N.B. : Seules les notes de cours sont autorisées. Ne pas oublier d’encadrer les résultats. 

 

Bonne chance 

Prof. Mohamed KHEMISSA  
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Mécanique des milieux continus – Interro. N° : 2 (14/12/2025) 

Corrigé 

Q1.1 Invariants des contraintes 𝑰𝟏, 𝑰𝟐 et 𝑰𝟑 

• 𝑰𝟏 = 𝝈𝒊𝒊 = 𝝈𝟏𝟏 + 𝝈𝟐𝟐 + 𝝈𝟑𝟑  

 𝐼1 = 0 + 0 + 𝑘 = 𝑘  #1 

• 𝑰𝟐 =
𝟏

𝟐
(𝝈𝒊𝒊𝝈𝒋𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝝈𝒊𝒋) = 𝝈𝟏𝟏𝝈𝟐𝟐 + 𝝈𝟐𝟐𝝈𝟑𝟑 + 𝝈𝟑𝟑𝝈𝟏𝟏 − 𝝈𝟏𝟐

𝟐 − 𝝈𝟐𝟑
𝟐 − 𝝈𝟏𝟑

𝟐   

 𝐼2 = 0 × 0 + 0 × 𝑘 + 𝑘 × 0 − (𝑘)
2 − (0)2 − (0)2 = −𝑘2  #1 

• 𝑰𝟑 = |𝝈𝒊𝒋| = 𝝈𝟏𝟏𝝈𝟐𝟐𝝈𝟑𝟑 − 𝝈𝟏𝟏𝝈𝟐𝟑
𝟐 − 𝝈𝟐𝟐𝝈𝟏𝟑

𝟐 − 𝝈𝟑𝟑𝝈𝟏𝟐
𝟐 + 𝟐𝝈𝟏𝟐𝝈𝟐𝟑𝝈𝟏𝟑 

 𝐼3 = 0 × 0 × 𝑘 − 0 × 0
2 − 0 × 02 − 𝑘 × 𝑘2 + 2 × 𝑘 × 0 × 0 = −𝑘3  #1 

Q1.2 Equation caractéristique 

−𝝀𝟑 + 𝑰𝟏𝝀
𝟐 − 𝑰𝟐𝝀 + 𝑰𝟑 = 𝟎       −𝜆3 + 𝑘𝜆2 + 𝑘2𝜆 − 𝑘3 = 0   #1 

Q2.1 Contraintes principales 𝝈𝟏 ≥ 𝝈𝟐 ≥ 𝝈𝟑 

On peut remarquer que 𝜆 = 𝑘 est une racine particulière de l’équation caractéristique : 

         −𝜆3 + 𝑘𝜆2 + 𝑘2𝜆 − 𝑘3 = 0  

−𝜆3 + 𝑘𝜆2 + 𝑘2𝜆 − 𝑘3     𝜆 − 𝑘 

−𝜆3 + 𝑘𝜆2           −𝜆2 + 𝑘2      

               0 + 𝑘2𝜆 − 𝑘3           

                       𝑘2𝜆 − 𝑘3          

                                   0          

     {
𝜆1 = 𝑘   
𝜆2 = 𝑘   
𝜆3 = −𝑘

   {
𝜎1 = 𝑘   
𝜎2 = 𝑘   
𝜎3 = −𝑘

   (𝑁 𝑚𝑚2⁄ )   
#2
#2
#2

 

 Remarque : On peut retrouver ces résultats par le calcul direct comme suit : 

 Sachant que (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝒊𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒋 = 𝟎     𝒅𝒆𝒕(𝝈𝒊𝒋 − 𝝀𝜹𝒊𝒋) = |
𝝈𝟏𝟏 − 𝝀 𝝈𝟏𝟐 𝝈𝟏𝟑
𝝈𝟏𝟐 𝝈𝟐𝟐 − 𝝀 𝝈𝟐𝟑
𝝈𝟏𝟑 𝝈𝟐𝟑 𝝈𝟑𝟑 − 𝝀

| = 𝟎 

   |
0 − 𝜆 𝑘 0
𝑘 0 − 𝜆 0
0 0 𝑘 − 𝜆

| = −𝜆3 + 𝑘𝜆2 + 𝑘2𝜆 − 𝑘3 = 0       {

𝜆1 = 𝑘   
𝜆2 = 𝑘   
𝜆3 = −𝑘

   {

𝜎1 = 𝑘   
𝜎2 = 𝑘   
𝜎3 = −𝑘

 (𝑁 𝑚𝑚2⁄ )  

On peut aussi retrouver ces résultats en remarquant que : 𝜎13 = 𝜎23 = 0      L’axe 𝑥̅3 est donc 

principal 𝜎𝐼 = 𝜎33 = 𝑘 est une contrainte principale. D’où : 

 𝝈𝑰𝑰/𝑰𝑰𝑰 =
𝝈𝟏𝟏+𝝈𝟐𝟐

𝟐
±√(

𝝈𝟏𝟏−𝝈𝟐𝟐

𝟐
)
𝟐

+ 𝝈𝟏𝟐
𝟐 =

0+0

2
±√(

0−0

2
)
2

+ 𝑘2 = ±𝑘  

   𝜎𝐼𝐼 = 𝑘   &   𝜎𝐼𝐼𝐼 = −𝑘        {
𝜎𝐼 = 𝑘   
𝜎𝐼𝐼 = 𝑘   
𝜎𝐼𝐼𝐼 = −𝑘

     {
𝜎1 = 𝑘   
𝜎2 = 𝑘   
𝜎3 = −𝑘

   (𝑁 𝑚𝑚2⁄ )  Ok. 

 

    −𝜆3 + 𝑘𝜆2 + 𝑘2𝜆 − 𝑘3 = 0 
    (𝜆 − 𝑘)(−𝜆2 + 𝑘2) = 0 
    (𝜆 − 𝑘)(𝜆 − 𝑘)(𝜆 + 𝑘) = 0 
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Q2.2 Directions principales 𝒏̅𝟏, 𝒏̅𝟐 et 𝒏̅𝟑          

   𝝈𝒑  →  𝒏̅𝒑 = {

𝒍𝒑
𝒎𝒑

𝒏𝒑

} | 𝒍𝒑
𝟐 +𝒎𝒑

𝟐 + 𝒏𝒑
𝟐 = 𝟏    {

𝝈𝟏 → 𝒏̅𝟏 = {𝒍𝟏 ,𝒎𝟏 , 𝒏𝟏}
𝒕

𝝈𝟐 → 𝒏̅𝟐 = {𝒍𝟐 ,𝒎𝟐 , 𝒏𝟐}
𝒕

𝝈𝟑 → 𝒏̅𝟑 = {𝒍𝟑 ,𝒎𝟑 , 𝒏𝟑}
𝒕

 

         𝒑 − 𝒂𝒙𝒆 𝒑𝒓𝒊𝒏𝒄𝒊𝒑𝒂𝒍 (= 𝟏, 𝟐, 𝟑) 

Sachant que  (𝝈𝒊𝒋 − 𝝈𝒑𝜹𝒊𝒋)𝒏𝒑 = 𝟎 | 𝒏̅𝒑 = {𝒍𝒑 ,𝒎𝒑 , 𝒏𝒑}
𝒕

, on peut alors écrire : 

• 𝜎1 = 𝑘  →  𝑛̅1 = {𝑙1 , 𝑚1 , 𝑛1}
𝑡  

 [(
0 𝑘 0
𝑘 0 0
0 0 𝑘

) − 𝑘 (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)] {
𝑙1
𝑚1

𝑛1

} = {
0
0
0
} 

 {

(0 − 𝑘)𝑙1 + 𝑘𝑚1 + 0𝑛1 = 0

𝑘𝑙1 + (0 − 𝑘)𝑚1 + 0𝑛1 = 0

0𝑙1 + 0𝑚1 + (𝑘 − 𝑘)𝑛1 = 0

      {
−𝑙1 +𝑚1 + 0𝑛1 = 0
𝑙1 −𝑚1 + 0𝑛1 = 0
0𝑙1 + 0𝑚1 + 0𝑛1 = 0

  

(1)
(2)

(3)
 &    𝑙1

2 +𝑚1
2 + 𝑛1

2 = 1 (4) 

  (1) & (2) :  𝑙1 = 𝑚1 = 0 

  (4) :  𝑙1
2 +𝑚1

2 + 𝑛1
2 = 1   𝑛1 = 1 (𝜎33 = 𝜎1 = 𝑘  |   𝑘 > 0)   𝑛̅1 = {

0
0
1
}  #1 

• 𝜎3 = −𝑘  →  𝑛̅3 = {𝑙3 , 𝑚3 , 𝑛3}
𝑡  

 [(
0 𝑘 0
𝑘 0 0
0 0 𝑘

) − (−𝑘) (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)] {
𝑙3
𝑚3

𝑛3

} = {
0
0
0
} 

 {

(0 + 𝑘)𝑙3 + 𝑘𝑚3 + 0𝑛3 = 0

𝑘𝑙3 + (0 + 𝑘)𝑚3 + 0𝑛3 = 0

0𝑙3 + 0𝑚3 + (𝑘 + 𝑘)𝑛3 = 0

      {
𝑙3 +𝑚3 + 0𝑛3 = 0
𝑙3 +𝑚3 + 0𝑛3 = 0
0𝑙3 + 0𝑚3 + 2𝑛3 = 0

  

(1)
(2)
(3)

   &    𝑙3
2 +𝑚3

2 + 𝑛3
2 = 1  (4) 

     (1) 𝑜𝑢 (2) :    𝑙1 = −𝑚1 

     (3) :  𝑛3 = 0 

     (4) :  𝑙3
2 + (−𝑙3)

2 + 02 = 1     2𝑙3
2 = 1     𝑙3 = −

√2

2
     𝑚3 =

√2

2
    𝑛̅3 =

{
 

 −
√2

2

√2

2

0 }
 

 
   #1 

Remarque 1 :  Connaissant 𝑛̅1 et  𝑛̅3, on peut déduire 𝑛̅2 directement à partir du produit vectoriel. 

Soit donc :  𝒏̅𝟐 = 𝒏̅𝟑 ∧ 𝒏̅𝟏   

  𝑛̅2 = |

𝑒1̅ 𝑒2̅ 𝑒3̅

−
√2

2

√2

2
0

0 0 1

| = |
√2

2
1

0 1
| 𝑒1̅ − |

−
√2

2
0

0 1
| 𝑒2̅ + |

−
√2

2

√2

2

0 0
| 𝑒3̅ 

  𝑛̅2 =
√2

2
𝑒1̅ +

√2

2
𝑒2̅ + 0𝑒3̅     𝑛̅2 =

{
 

 
√2

2

√2

2

0}
 

 
   #1 
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Remarque 2 :  Sachant que : 𝜎13 = 𝜎23 = 0      L’axe 𝑥̅3 est donc principal    𝑛̅1 = {
0
0
1
} 

Les deux autres axes s’obtiennent par rotation autour de l’axe 𝑥̅3. Soit donc : 

{

𝑋̅1 ≡ 𝑥̅3                                          

(𝑥̅1 , 𝑋̅2) = (𝑥̅2 , 𝑋̅3) = 𝑎𝑟𝑡𝑔(𝜃𝑝)
  |  𝒕𝒂𝒏(𝟐𝜽𝒑) =

𝟐𝝈𝟏𝟐

𝝈𝟏𝟏−𝝈𝟐𝟐
=

2𝑘

0−0
=

2𝑘

0
     2𝜃𝑝 =

𝜋

2
       𝜃𝑝 =

𝜋

4
 

  D’où : 𝑛̅2 =

{
 

 
√2

2

√2

2

0}
 

 
   et  𝑛̅3 =

{
 

 −
√2

2

√2

2

0 }
 

 
 

  𝑛̅1 = ||

𝑒1̅ 𝑒2̅ 𝑒3̅
√2

2

√2

2
0

−
√2

2

√2

2
0

|| = |

√2

2
0

√2

2
0
| 𝑒1̅ − |

√2

2
0

−
√2

2
0
| 𝑒2̅ + |

√2

2

√2

2

−
√2

2

√2

2

| 𝑒3̅ 

  𝑛̅1 = 0𝑒1̅ + 0𝑒2̅ + (
√2

2
×
√2

2
+
√2

2
×
√2

2
) 𝑒3̅ = 0𝑒1̅ + 0𝑒2̅ + 1𝑒3̅    𝑛̅1 = {

0
0
1
}   Ok. 

N.B. La sollicitation correspondante est de type : Cisaillement pur. 

Q3.1 Tricercle de Mohr des contraintes 

   #1 

Q3.2 Commentaire : Le tricercle de Mohr se réduit à un seul cercle de centre O(0,0) et de rayon   
      𝑅 = 𝑘 caractéristique d’un cisaillement pur.  #1 

Q3.3 Contrainte de cisaillement maximale 

𝝉𝒎𝒂𝒙 =
|𝝈𝟏−𝝈𝟑|

𝟐
    𝜏𝑚𝑎𝑥 =

|𝑘−(−𝑘)|

2
= 𝑘    (𝑁/𝑚𝑚2)  #1 

𝝉𝒎𝒂𝒙 = 𝒌 

𝝈𝒏 𝝈𝟏 = 𝝈𝟐 = 𝒌 𝝈𝟑 = −𝒌 

𝝈𝒕 

O 

𝝉𝒎𝒂𝒙 = −𝒌 



Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S1 - Géotechnique 5 

Q4 Composantes du vecteur contrainte dans la direction de la 1ère bissectrice du plan (𝒙̅𝟏, 𝒙̅𝟐) 

    𝜎̿ = [
0 𝑘 0
𝑘 0 0
0 0 𝑘

]  (𝑁 𝑚𝑚2⁄ )  &  1ère bissectrice : 𝑛̅ =

{
 

 
√2

2

√2

2

0}
 

 
 

La contrainte vectorielle correspondant au tenseur des contraintes 𝜎̿ suivant la 1ère bissectrice 𝑛̅ est 

égale à : 

     𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = [
0 𝑘 0
𝑘 0 0
0 0 𝑘

]

{
 

 
√2

2

√2

2

0}
 

 
=

{
 
 

 
 0 ×

√2

2
+ 𝑘 ×

√2

2
+ 0 × 0

𝑘 ×
√2

2
+ 0 ×

√2

2
+ 0 × 0

0 ×
√2

2
+ 0 ×

√2

2
+ 𝑘 × 0}

 
 

 
 

=

{
 

 
√2

2
𝑘

√2

2
𝑘

0 }
 

 
 

    𝜎𝑖
2 = 𝜎1

2 + 𝜎2
2 + 𝜎3

2 = (
√2

2
𝑘)

2

+ (
√2

2
𝑘)

2

+ 02 = 𝑘2 

 Soit donc : 

• Contrainte normale 𝝈𝒏 

      𝜎𝑛 = 𝑛𝑖
𝑡 𝜎𝑖 = {

√2

2

√2

2
0}

{
 

 
√2

2
𝑘

√2

2
𝑘

0 }
 

 

=
√2

2
×
√2

2
𝑘 +

√2

2
×
√2

2
𝑘 + 0 × 0 = 𝑘   (𝑁 𝑚𝑚2⁄ )  #2 

• Contrainte tangentielle 𝝈𝒕 

 𝜎𝑡 = √𝜎𝑖
2 − 𝜎𝑛2 = √𝑘2 − 𝑘2 = 0    (𝑁/𝑚𝑚2)   #2 

 


