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En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repere orthonormé
(%1, %, X3) par:

0 kK O
o=|k 0 0 (N/mm?) ,
0 0 k

ou k désigne le parametre de chargement (k > 0).

- Q1 (04 points). Calculer les invariants de contraintes I, I, et I3, puis écrire I’équation
caractéristique correspondante.

- Q2. (09 points). Calculer les contraintes principales a; = g, = 03 et leurs directions n,, nn, et ns.

- Q3. (03 points). Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis commenter le graphique
obtenu. Déduire ensuite la contrainte de cisaillement 7,,,,, correspondante.

- Q4. (04 points). Calculer les composantes normale o,, et tangentielle o; du vecteur contrainte
dans la direction de la premiére bissectrice du plan (X, X;).

N.B. : Seules les notes de cours sont autorisées. Ne pas oublier d’encadrer les résultats.
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Mécanique des milieux continus - Interro. N°: 2 (14/12/2025)
Corrigé
Q1.1 Invariants des contraintes I, I, et I3
e Iy =0;=011+03+033
= L =0+0+k=k #1
e I, = %(aiiajj - O'ijf’ij) = 011023 + 022033 + 033011 — O3y — 053 — 033
= L=0x0+0xk+kx0-(k)>?—(0)?%-(0)?%=—-k* #1
o I3 =|0yj| = 011022033 — 011053 — 62,053 — 03305, + 2012023013
= L =0Xx0Xk—0xX0%2—-0X0%2—kxk?+2xkx0x0=—k3 #1
Q1.2 Equation caractéristique
B+ 122 -1LAa+13=0 = -B+k22+k*2-k?*=0 #1

Q2.1 Contraintes principales 6, = 0, > 03
On peut remarquer que A = k est une racine particuliere de 'équation caractéristique :

—B+ k2 +k*A-k3=0

Bk +k2A -k | A—k T . .
3 5 5 5 = A+ kA*+kA-k°=0
-1 +k/1 -1 +k = (A_k)(_/lz_l_kZ):O
0+ kA —k3 = U-k@A-kA+k)=0
kA — k3
0

/11 = k 0-1 = k #2
= {/12 =k = {02 =k  (N/mm?) #2
A3 = —k 03 = —k #2

Remarque : On peut retrouver ces résultats par le calcul direct comme suit :

011 —A 012 013
Sachant que (O'i]' — 0',-8,-]-)11]- =0 = det(O'ij — /16,]) = 012 0y — A 0323 =0
013 023 o33 — 4
0—4 k 0 M=k o=k
=>| k 0-2 0 |[=-2P+kX+k*A-k’=0 = A=k = jop,=k (N/mm?)
0 0 k-2 3=~k log=—k

On peut aussi retrouver ces résultats en remarquant que : 073 = d,3 = 0 = L’axe X3 estdonc
principal o; = 033 = k est une contrainte principale. D’ou :

- 2 N
O/ = 011;"722 * \/(%) + 0%, = ? + /(%) + k2 = +k

o=k o=k
= 0= k & o = _k = {O-” =k = [O’z =k (N/mmz) 0](.
O'”I = _k 0'3 = _k
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Q2.2 Directions principales n4, n, et n;

— t

lp o, ->ny = {ly,my,nyg}

o, - Npy={Mp, | B+mi+n,=1 = {0,-0,= {l,,my,n,}
n — _t

p o3 > nz = ‘{l3,m3,n3}

p — axe principal (=1,2,3)

t o
Sachant que (a,-]- — apé‘ij)np =0 | n,= {lp ,my, ,np}, on peut alors écrire :

L4 g1 = k - ﬁl = t{ll , My ,nl}

0 k£ O 1 0 0 Ly 0
= (k 0 0>—k<0 1 0) mye =40
0 0 k 0 0 1/1\ny 0

(0 - k)ll + km1 + 0n1 =0 _ll +m1 + On1 =0 (1)

(1)&2): 1l =my =0

0
4): F4+mi+ni=1 = n =1 (o33=0,=k| k>0 = ﬁ1=[0} #1

1
L4 03 =—k 4 7_132 t{l3,m3,n3}
0 k O 1 0 0 l3 0
= (k 0 0)—(—]()(0 1 0) imsz ¢ =10
0 0 k 0 0 1/1ing 0
(O + k)l3 + km3 + 0n3 =0 l3 + ms + On3 =0 (1)
= {kl3+(0+k)mg+0n;3=0 = { l3+m3+0n;=0 (2) & B+mi+ni=1 (4)

MDou@): l1=—-m
(3) N3 = 0

2

2
Lo
Remarque 1: Connaissant nn; et 713, on peut déduire 1, directement a partir du produit vectoriel.
Soitdonc: n, =nz Any

2
2
@: B+ (-2 +02=1 228=1> L=-2 > m=2 = ﬁ3=J\/§l #1

e € €3
V2 V2 V2 W2
= ﬁz——\/z—i \/2—5 0 =2 131—|_7 032+‘ 2 79_3
0 0 1 0 1 1 0 0
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0
Remarque 2 : Sachant que :0y3 = 0,3 =0 = L’axe X3 estdonc principal => n; = {0}

Les deux autres axes s’obtiennent par rotation autour de I'axe x3. Soit donc:

X1 = X3
_ 2012 _ 2k _ 2k =T
o o | tan(26,) = =T =T = 20,=7 = 6,
(x,,X;) = (% ,X3) = artg(Bp)
V2 _Vz
2 2
Dou: mn, ={v2 et nz3 =4 V2
2 2
0 0
21 € €3 7z 5 5 3
z oz ol |70 2 2 2
= m=|2 2 = e — e; + e3
V2 Z ool -2 oo T -2 2
= =0 2 2 2 2
2 2
V2 V2 V2 V2 0
1
N.B. La sollicitation correspondante est de type : Cisaillement pur.
Q3.1 Tricercle de Mohr des contraintes
Ot
o, g

#1

Q3.2 Commentaire : Le tricercle de Mohr se réduit a un seul cercle de centre 0(0,0) et de rayon
R = k caractéristique d’un cisaillement pur.  #1

Q3.3 Contrainte de cisaillement maximale

Tmax = |01;03| = Tmax = |k_(2_k)| =k (N/mmz) #1
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Q4 Composantes du vecteur contrainte dans la direction de la 1% bissectrice du plan (x;,x;)

V2
0 kK O
c=lk 0 0

0 0 k

2
(N/mm?) &  1éebissectrice:n =<2

2
",
La contrainte vectorielle correspondant au tenseur des contraintes ¢ suivant la 1¢re bissectrice 7 est
égalea:

V2 Ox‘/z—i+k><g+0x0 vz,
0 kK O 2 N N 2
0; = 0;n; = k 0 O E = kX7+0X7+0X0 = Qk
0 0 kl]-z 2
0/ loxZ+oxZ4+kxo0) 0
2 2

= o} =0+ 0%+ 02 =(72k)2+(\/;k)2+02 = k?

Soit donc:

e Contrainte normale o,

2
2
Oy = tni0i={£ V2 0} Qk =\/2—Exgk+gxgk+0x0=k (N/mm?)  #2
2

0
e Contrainte tangentielle o,

o, = /aiz—a,%=\/k2—k2=0 (N/mm?) #2
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