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Ex.1 (12 points) Considéronslesvecteurs U= {5 5 0} et V= {5 —5 0} définisdansle
repéere orthonormé (x;, X, X3). On demande de calculer les opérations suivantes et de commenter
éventuellement les résultats correspondants :

- Lesnormesrgetry

- Le produit scalaire U - V

- Le produit vectoriel W = U AV
- Le produit mixte (U, V, W)

- Le produit tensoriel T = U®V
- Le déterminant du tenseur T

- Latrace du tenseur T

- Latransposée du tenseur T

- La partie symétrique T,

- La partie antisymétrique 7="a

Ex. 2 (8 points) Soit le tenseur suivant :

_ /1 0 0
M=(-1 2 3
2 1 -1

On demande de calculer:

Tr(M) = My, =?

[Tr(1\71)] = MppMgq =

Tr(1\712) MyqMgp =

T’"(ﬁ tﬁ) = MpqgMpq

N.B. : Seules les notes de cours sont autorisées. Ne pas oublier d’encadrer les résultats.
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Mécanique des milieux continus - Interro. N°: 1 (30/11/2025)

Corrigé
Exercice 1
Les vecteurs considérés sont :
B 5
U= Y5 5 0}=15 / (X1,%3, X3)
0
5 U] = 7.07
- V=5 -5 o}={—5} / (%1, %z %3)
0 i
® Normes: Wi = 7.07
Norme duvecteur A: r = |4l =,/4,4, | p=123

= rg=|U0|l=yU?+U?+U2=+52+52+0%2=52 #1

=> 1=Vl =yVZ+VZ+VZ2=52+(-5%+0>=5V2 #1
Remarqgue :

rg=17=5V/2 =  Lesdeux vecteurs sont orthogonaux et de méme longueur.

® Produit scalaire: U - V
Vérification 1 :

U-V=(IU+VI2=U-VI?) | U+V="10 0 0} et T-V= "0 10 0}

> U-V=1x [(\/102 F02507) — (VOZ ¥ 102 + 02)2] =2(100 — 100) = 0 Ok

Vérification 2 :

U-V=|U||Xx||V||xcos(a) | a=Angle(U,V) & ULV = a=mn/2

gv. o
ITIxIVI - 5v2x5v2

= cos(a) = 0 = a=mn/2 Ok.

® Produit vectoriel : W = U AV

X1 X X3 Wy
= Uy U, U;z|= {Wz = W, W; Ws} / (%, %5, %3)
V, V, V3 W;

X1 Xz X3
5 5 0
5 =5 0

== 0.9?1 + 0.7?2 - 50.9?3

=155 olm-le olmrls S

0
= W = { 0 } = t{O 0 _50} / (flif2lf3) #1
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Vérification :

W=UAV
_ _ (+1 sipermutation paire :1,2,3/2,3,1/3,1,2
= Wi=eliVy | €ijk = {—1 si permutation impaire : 1,3,2 /2,1,3/3,2,1
Wi = €123U,V3 + €13,U3V, = +1 X 5X0—-1x0X(=5)=0 Symbole de permutation
= Wz =€231U3V1+€213U1V3 =+1XOX5—1X5X0=0 0](, 6123i€231i6312i+1
W3 - 6312U1V2 + 6321U2V1 = +1 X 5 X (_5) - 1 X 5 X 5 - _50 S -1

® Produit mixte : (U,V,W)

U, U; U;
@vw)=|Vy V, V3 ;
W, W; W; oy Jo1
<
—_ —- — 2500° - 1
= OVwW)=|5 -5 0 e i
0 0 =50 B
-5 0| _ o5 O 5 -5 -
=5x| 7 gl =5x[g ol +0x[g A )
] |
=5x% (=5) X (=50) = 5x5x (=50) + 0 . 1y
[ G
=2500 #1 ' I
[ ]
Ve

Vérification : V = |(U,V,W)| =S x h 2500
h = W] = 50

S = VIl x W1l x sin(a) = 5v2 x 5vZ x sin (3) = 50
= V =50x50=2500 Ok.

® Produit tensoriel : T = UQV

uv, UV, U,.V;
UV, UV, U,Vs
UsV, U3V, UsV;

=~

~ 5x5 5x(-5) 5x%x0
= T=|5%x5 5x(-5) 5x0
0x5 0x(-=5) 0x0

1 -1 0
=25x(1 -1 0] #1
0 0 O

® Trace du tenseur T

U

T'I"(T) = tl] tii = tll + tzz + t33

U

t; =25x(1—1+0)=0 #1

U

C’est un tenseur déviatorique  #1
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® Déterminant du tenseur T

_ ti11 t12 t13
det(T) = |t;j| = |tz1 22 t23
{31 t32 t33

o de@=25x|t 1 of=25x[1x[T Y- cnxfl Yrox[l Y=o u
0 0 O

Vérification :
= 1
det(T) = geijkepqrtiptthkr
€123€123t1182233 T €123€23181282331 T €123€312813821832

+

€123€132811823832 T €123€213t12821833 + €123€321L13822831
+

€231€123821832813 T €231€231822833811 T €231€312823831812
+

€231€132 21833812 T €231€213822831813 + €231€321L23t32811
+

€312€123831812823 T €312€231832813821 T €312€312833811822
+

_ L €312€132831813822 T €312€213832811823 T €312€321833812821
= det(T) = g +

€132€123t11832823 T €132€231812833821 T €132€312813831852
+

€132€132811833t02 T €132€213812831823 T €132€321813832821
+

€213€123t21812133 T €213€231822813831 T €213€312823811832
+

€313€132821 81332 T €213€213822811833 + €213€321L23t12831
+

€321€123t31822813 T €321€231832823811 + €321€312833t21t12
+

€321€132831 2312 T €321€213832821813 T €321€321133822811
HFDXHD XIX (D) X0+ (+D) X (HD) X (1) X0Xx0+ (+1) x (+1) x0x1x0

(+1)><(—1)><1><0><0+(+1)><(—1)xJ(r—1)><1><0+(+1)><(—1)><0><(—1)><0
(+1)><(+1)><1><0><0+(+1)><(+1)x-(l_—l)><0><1+(+1)><(+1)><0x0><(—1)
(+1)><(—1)><1><0><(—1)+(+1)><(—Jx(—1)x0x0+(+1)x(—1)x0x0x1
(+1)><(+1)><0><(—1)><0+(+1)><0>J<r0><0><1+(+1)><(+1)><0><1><(—1)
(+1)><(—1)xoxox(—1)+(+1)><(—JxOx1x0+(+1)x(—1)x0x(—1)x1
= det(T) == -
(DX HFDXIX0X0+ (- X (+1) X (1) x0x 1+ (=1) x (+1) X 0 x 0 x (1)
(—1)><(—1)><1><O><(—1)+(—1)><(—1;—><(—1)><0><0+(—1)><(—1)><O><O><1
(—1)x(+1)x1x(—1)xo+(—1)x(+1)+x(—1)x0xo+(—1)x(+1)x0x1xo
(—1)><(+1)x1><0><0+(—1)x(+1)x-(l-—l)x1x0+(—1)x(+1)x0x(—1)x0
(—1)><(+1)><O><(—1)><O+(—1)><(—1-)I-><0><0><1+(—1)><(—1)><O><1><(—1)
+

FDOXEDXOX0OX(FD+ (D)X (D) Xx0x1x0+ (-1 x(-1)x0x(-1)x1
= det(T)=0 0Ok
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® Transposée du tenseur T

T=[t;] = T=[t]

_ 1 -1 0 _ 1 1 0
= T=[t]=25%x({1 -1 0] = ‘T=[t;]=25%x|-1 -1 0 #1
0 0 0 0 0 0

® Partie symétrique T, du tenseur T

= 1.5 T L
T,=3(T+T) = (y=5(t;+t)
1 -1 0y /1 1 0 1.0 0
(1 ~1 0>+<—1 ~1 0)]=25x(0 -1 0) #1
0 0 0 0 0 0 0 00
1

T, = %(T - T) = (t);= S (t5 —ti)

_ . [fr 1o 1 1 0 0 -1 0
= T,=2x|[1 -1 0o]-{-1 -1 0o){=25%x(1 o0 o] #
0 0 0 0 0 0 0 0 0

= _ 25
= T=—X

® Partie antisymétrique T, du tenseur T

Exercice 2
® Tr(Ilz/I) = My
= Tr(M)=Mpy, =My + My + Mgz =1+2—-1=2  #2
¢ [Tr(ﬁ)]z = Mpp,Mgq
= [rr(#)]" = My,Myq = (Myy + My + Ma3)(Myy + My, + M)
= [ =Q+2-DxA+2-1)=2x2=4 2
Vérification :
Tr(i)=2 = [rr(M)]'=22=4 ok
¢ Tr(l‘:qz) = MpqaMyp
= Tr(M?) = My,My, = MZ, + M2, + M35 + 2(My,My; + MyzMy, + My3Ms,)

=  Tr(M?)=MpMy, =124+22+ (12 +2x[0x (-1)+3Xx1+0x2] =12 #2

Vérification :
_ 1 0 O _ 1 0 O 1 0 O
M=|-1 2 3 = M?=|-1 2 3 |x|[-1 2 3
2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1
_ I1Xx140x(-1)+0x2 1X04+0x24+0x1 1xX04+0x34+0x(—-1)
= M=[(-Dx142%x(-1)+3x2 (-Dx04+2%x2+3x1 (-1)x0+2x3+3x(=1)
2X1+1X(-D+(-1D)Xx2 2x0+1x2+(-1)x1 2x0+1x3+(—1)x(-1)
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1 0 0
= M2=(3 7 3) = Tr(M?)=(M?*) =1+7+4=12 Ok.
-1 1 4
o Tr(M 'M) = M, M,, = Tr( ‘MM)
= TT(1\7 tﬁ) = Mqupq = M11M11 + M12M12 + M13M13 + M21M21 + M22M22 + M23M23 +
+M31 M3y + M3, M3, + M3z M3
= Tr(M'™M)=MyMp,=1x1+0X04+0x0+(-1) X (1) +2x2+3x3+
+2x2+1x1+(-1)x(-1)=21 #2

Véritication :

_ 1 0 0 _ 1 -1 2
M=(—1 2 3) = tM=<O 2 1)
2 1 -1 0 3 -1

3 1xXx1+0x0+0x0 1x(-1)+0x2+0x3 1x2+0x14+0x(-1)
M=[(-1)x142%x0+3%x0 (-Dx(-D+2x2+3x3 (-1)x2+2x1+3x(-1)
2X14+1X0+(-1)Xx0 2x(-1)+1x2+4+(=1)x3 2x2+1x1+(=1)x (-1

/1 -1 2
= MtM=(—1 14 —3)
2 -3 6
= Tr(M‘M)=(M ‘M) =1+14+6=21 Ok.
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