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En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans la repére orthonormé
(%1, %, X3) par:

1 0 k
o= [0 1 0] (N/mm?), ol k désigne le paramétre de chargement (k > 0).
k 0 1

- Q1 (04 points). Calculer les invariants des contraintes I;, I, et I3, puis écrire 1'équation
caractéristique correspondante.

- Q2.(09 points). Calculer les contraintes principales a; = g, = o3 et leurs directions n,, n, et ns.

- Q3.(03 points). Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de
cisaillement maximale t,,,, correspondante.

- Q4. (04 points). Calculer les composantes normale o,, et tangentielle g, du vecteur contrainte
dans la direction de la premiére bissectrice du plan (X, X,).

N.B. : Seules les notes de cours sont autorisées. Ne pas oublier d’encadrer les résultats.
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Mécanique des milieux continus - EFS (20/01/2026)
Corrigé
Q1.1 Invariants des contraintes I, I, et I3

e Iy =0;=011+03+033
> L=1+1+1=3 #1

e I, = %(aiiajj - O'ijf’ij) = 011023 + 022033 + 033011 — O3y — 053 — 033
= L=1x1+1x1+1%x1-02—-0%2—k%?=3—k? #1

o I3 =|0y| = 011022033 — 011053 — 02,033 — 03305, + 2013023013

= L =1x1X1-1%X02—-1%xk?—-1%x02+2%X0Xx0xk=1—k? #1

Q1.2 Equation caractéristique

B +LA2-LA+13=0 = -2B+4+32-CB—-kHA+1-k?>=0 #1

Q2.1 Contraintes principales 6, = 0, > 03
On peut remarquer que A; = 1 est une racine particuliére de 'équation caractéristique :

B +32-B-kHA1+1-k*=0

B +32-B-kHA+1-k* [1-1

-3 + 22 A2 4+21—1+k?
222 — (3— kA +1—k?
3 A+ = A=22—-4x(-1) X (=1 + k?) = 4k?
212 — 22 —2+Vak?
—(1— kDA +1— k2 = T TR
—2—4k?2
—(1—k2)l+1—k2 = Az3= 2x(—1) =1+k
0

= “B+32-B-kH1+1-k*=0
= A=-D2+21-14+kH =0
= A-D1-1+kQA-1-k)=0

11:1 0-1:1+k #2
— {/12 =1-k = {02 =1 (N/mm?) #2
A =14k os=1-k #2

Remarque : On peut retrouver ces résultats par le calcul direct comme suit :

011 —4 012 013
Sachantque (0',-]-—0',-8,-]-)11]-=0 = det(au—/lé',])z 012 0'22—). 023 =0
013 023 033 — 4
1-1 0 k =1
=10 1—2 0 [==-2B+32+B-kIDA+1-k?*=0 = A, =1—k
k 0 1-1 A3 =1+k
0-1:1+k
= {02=1 (N/mm?) Ok.
(73:1_k
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On peut aussi retrouver ces résultats en remarquant que : g;, = 0,3 = 0 => L’axe X, est donc
principal o; = 05, = 1 est une contrainte principale. D’ou :

og11+0 011—0 2 1+1 1-1 2
iy = =5 33i\/(—112 2) +ofy =% () +kE=1tk

O-I=1 O—1=1+k
= 0-”:1+k & 0111:1_k2> {0]]=1+k = {0-2=1 (N/mmz) Ok
0'”1:1_]( O'3=1_k

Q2.2 Directions principales 14, n, et n3

= t

lp o, - Ny = {ly,my,ny}

op - Mp=1My | L+mi+ni=1 = Jo,-on= {l;,m;,n,}
n — ot

P o3 - 13 = {l3,m3,n3}

p — axe principal (=1,2,3)

t ;o
Sachant que (O'ij — ap6i]-)np =0 | n,= {lp , My, ,np}, on peut alors écrire :

e 0=1+k - n, = t{l1;m1;n1}

1 0 k 1 0 0 L 0 1-1-kKl,+0m, +kn, =0
= [(O 1 0>—(1+k)<0 1 0)]{m1}={0} = 0,+(1—-1—-k)m;+0n, =0

k 0 1 0 0 1 ny 0 kl, +0m;+(1—-1—k)n, =0

_ll+0m1+n120(1)
= {0, —m;+0n;, =0 (2) & PP+m2+n?=1 (4

l1+0m1—1’l1=0 (3)

(1)&(3): ll=n1 & (2): m1=0
2

V2
)
2

° 0, = 1 - n, = t{lz ,m, ,nz}
ko 1/ Vo o t/lln) (o kly +0my + (1= Dny = 0

Olz + 0m2 +Tl2 = O (1)
= {0, +0m, +0n, =0 (2) & LZ+mé+ni=1 (4)
l2+0m2+0n2= 0 (3)

(1):712:0
3):1,=0
0
AW:mi=1=>m=1 = n,={1; #1
0
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° 0'321—]( - ng = t{l3,m3,n3}

N [(o 1 0>—(1—k)(0 1 )ng}={o} = 0L+ (1 —1+k)ms+0n; =0

k 0 1 0 0o 1t/1{ng) (o kls+0ms+(1—1+k)n; =0

o

l3+0m3+n3=0 (1)

= {0l3+m3+0n;=0(2) & LE+mi+ni=1(4)
l3+0m3+n3=0 (3)
(1)&(3) l3=_n3 & (2) m3=0

2

_V2
2 V2 -
|2 )
2
Remarque 1: Connaissant nn; et 7,, on peut déduire 7153 directement a partir du produit vectoriel.
Soitdonc: n3 =nqy AN,

_1 9_2 6_3
V2 V2 V2 V2
0 1 0 1 0 0 O 0 1
_¥2
2
= 7_7.3:_\/753_1_08_2 +\/7Ee_3 = 7_13:{ 0 l 0](

L3 )

0
Remarque 2 : Sachantque: 04, = 0,3 =0 = L’axe x, estdonc principal = n, = {1}

0
Les deux autres axes s’obtiennent par rotation autour de I'axe x,. Soit donc:

X1 =X,
| tan(20,) = —2-= =25 29, =" = ¢, ="
(f1;)?2)=(f3')?3)=artg(9p) e
V2 _V2
2 2
= 7_11: 0 & 7_13: 0
V2 v2
2 2
ey e e
| IRV T R TR
_ ¥ o ¥ 2| = 2 2| = 2 -
= Nny=| 2 2 | = N R N il €3
_Zoy 2 |07 T2 2 -7 0
2 2
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Q3.1 Tricercle de Mohr des contraintes

A

O

0<k<1

Tmax = Tk

g =1 0'1:1+k

Tmax = —K

Remarque: Le tricercle de Mohr se compose de trois cercles distincts caractéristiques d’'une
compression véritablement triaxiale pour laquelle (o; > g, > g3 > 0).

A
O
Tinax = +1
o3 = 0
0 On
Trax = —1

Remarque: Le tricercle de Mohr se compose de trois cercles distincts caractéristiques d'une
compression véritablement triaxiale pour laquelle (; > 0, > 0 & g5 = 0).
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k>1

Tmax = —k

#1

Remarque: Le tricercle de Mohr se compose de trois cercles distincts caractéristiques d'une
compression véritablement triaxiale pour laquelle (g; > 0, > 0 & g5 < 0).

Q3.2 Contrainte de cisaillement maximale

_ loy—as| _ 1a+k0)-Qa-k)l
Tmax = 2 =  Tmax = >

=k (N/mm?) #2

Q4 Composantes du vecteur contrainte dans la direction de la 1% bissectrice du plan (x;,x;)
V2

1 0 k 2
o= [0 1 0] (N/mm?) &  1¢re bissectrice: 71 =< v2
k 0 1
O_
La contrainte vectorielle correspondant au tenseur des contraintes ¢ suivant la 1ére bissectrice n

est égale a:

Lok V2 1><‘/2—E+0><\/2—5+k><0 ‘/22
2
0i=0ijnj=[0 1 0]{@l= Ox‘/2—5+1><‘/2—5+0><0 = ‘/2—7
k0 1

2

Lo kxZ+oxZr1xo) (Lk)
2 2 2

= ai2=012+022+a§=(‘/2—7) +(‘/2—5) +(§k) =1+%k2

Soitdonc:

e Contrainte normale o,

V2
2
_to o _ (V2 V2 2\ _Vv2, V2 V2, V2 V2 - 2
Op = niai—{770} = —2><2+2><2+0><2k—1(N/mm) #2
2
2

o Contrainte tangentielle o,

Ut=\/ai2—a,%=\/1+%k2—12=\/%k2=gk (N/mm?) #2

Prof. Mohamed KHEMISSA M1/S1 - Géotechnique 6





