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i Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

a Description du mouvement

®* Description cinématique : Variable lagrangienne — Variable eulérienne

= f: Fonction de F(®,, t)
transformation
f~1: Fonction duale )
1@t
» F : Gradient de T3 T \
transformation — -
PI‘OpI‘iétéS . " (t,) — Etat de référence " (t) — Etat déformé
— i - (Etat initial) (Etat actuel)
> f estréguliere =
= L P=f(P,t X, ,t X = f(X,,t dx = Fd
> f eSt bl]eCthC f( o ) = (xo ) = X f(xo ) I X Xo

= Au point P a lI'instant t correspond un et un seul point P, a l'instant t,,.

Description :
» Lagrangienne: T(P,,t) — T(P,,t) (x,:Variable lagrangienne)
> Eulérienne: T(P,t) — T(P,t) =T[F~1(P,¢t),t] (X,:Variable eulérienne)
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i Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

a Description du mouvement

® Transport convectif : Le transport convectif (ou transport par le mouvement)
exprime que la position d'une méme particule dans le repere (X, X,, X3) est différente
dans les configurations initiale (t,) et actuelle (t).
f(xo, )
u(P,,t)

(t,) — Etat de référence (t) — Etat déformé
(Etat initial) (Etat actuel)

X=x,+ulP,t) = x;=x,+u(P,t) | i=1,2,3

La fonction vectorielle f (x,,t), ax, ett fixés, explicite le transport convectif de la
particule x, entre les instants ¢, et ¢ :

X = f(fo» t) = X,= f(fo» to)
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e, ChAP. 4 : Théorie de I'etat des déformations

0 Description du mouvement

® Propriétés : La fonction vectorielle de transport convectif f posséde les propriétés
suivantes :

> f,a t fixé, définit la transformation subie par le systéme étudié ou par une partie
de celui-ci; x, parcourant le volume V, occupé par le systeme étudié dans la
configuration de référence (a t,).

> f estune fonction bijective : elle décrit la correspondance géométrique entre les
configurations spatiales initiale et actuelle.

= x,=f(x,,t,): AunpointP det correspond un et un seul point P, de t,,.

> f est continue pour 'ensemble des variables d’espace et de temps, c’est-a-dire
I'application correspondante respecte la continuité de la matiere : ni cavitation,
ni dislocation, ni déchirure.

> f~!désigne la fonction duale a f.
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ﬁ’ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

a Description du mouvement

® Gradient de transformation : La transformation définie entre les instants t, et t
est définie par le gradient de la fonction vectorielle de transport convectif f telle
qu’elle s’explicite en une correspondance affine entre les coordonnées x,,; et x; :

= f(x, t) =F(t) -X,+a() avec F0)=8 et a0)=0 ,

telle que :

- of (x,,t) —— —_ . .

F(t) = f;xo ) = grad|f(x, t)| = Vf(x,,t) | (Matrice jacobienne)

o
D’ou l'on peut écrire: x; = Fi;(D)x,; + a;(t) ; i=1,2,3
telle que :
ofi(X,,t)
F;;(t) =
l]( ) axoj

Les composantes F;;(t) de cette application linéaire sont celles d'un tenseur du
second ordre F(t), appelé « Gradient de transformation ».
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Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

Q Description du mouvement

®* Gradient de transformation : La transformation définie par la fonction vectorielle
de transport convectif f est continue et différentiable par rapport a x,. Elle doit

( -Ilgﬁ
w

satisfaire la condition suivante:

D(xq,xo,x
0 <), b DEvIRED
D(x01'x02lx03)

ou J(x,,t) désigne le jacobien de la transformation.
[l apparait qu’en tout point du milieu déformable :
J(Xo, t) = J(t) = det[F(1)] # 0

D’ou la condition :
0 < det[F(t)] < +oo

6xl-

Sachant que : x; = Fij(t)xoj +a;(t) = Fy = 0%y
oj

aul

Sachant que : x; = x,; + u;(%X,,t) = | Fij = & + 5 (xo, t)
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Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

a Description du mouvement
* Transformation d’un vecteur matériel :

@g
3]

Le transport convectif dans une transformation homogene reliant les vecteurs
matériels U a U, définis dans le repére (i, X,, ¥3) s’écrit :

tels que : UO = t{UO]_ , UOZ ) U03} et U = t{Ul ) Uz , U3} .
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description du mouvement
* Transformation d’un vecteur matériel :

Démonstration

7o 1 — V! _ ¥ X — ﬁ - X a(t
Sachant que : {lio OM, — OM, _Xo ~ Xo | 4 =( ) ‘o + a_( )
U=0M'-0M=X'—X X =F@)- X +a)

= ﬁzf‘(t).vo = Ul=Fl]U0]
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g Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description du mouvement
®* Transformation d’un volume matériel :

dv,=A-(BAC) dv,=a-(bAt)

Le transport convectif dans une transformation homogene reliant les volumes
materiels (V) a (V;) s’écrit:

dv, = dV, x det[F(t)] = J(t) = det[F(t)] = ‘"’“

0

J(t) - Jacobien de la transformation
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~ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

a Description du mouvement

®* Transformation d’un volume matériel :

dv,=a-(bAt)

Démonstration

. FA — /T@él + §®e_2 + E®é3

» F, =a®eé, + b®e, + c®é; = F(t) - AQé, + F(t) - BRe, + F(t) - CQeé;
= B=F@t)-F, & (F)i="Fy Fdy

= det|F,| = det|[F(t)] xdet[F,] << dV,=dV,xJt) | J(t) = det|[F(D)]
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g Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations

®* Position du probléme : 1l s’agit de décrire la déformation du systéme considéré
dans une transformation homogene :

» La déformation entre les instants (t,) et (t) retient le changement de forme, c’est-a-
dire en quoi la transformation géométrique subie par le systeme matériel considéré
entre les instants (t,) et (t) differe d’'une isométrie directe (translation + rotation).
Il est essentiel de retenir que c’est bien de la comparaison géométrique entre deux

clichés, I'un choisi comme référence a (t,) et l'autre choisi comme transformé a (t).
L'argument (t) est un parametre et non une variable.

» Intuitivement, la notion de déformation s’oppose a celle d’isométrie et plus
précisément d’isométrie directe : il n’y a pas de déformation du systeme matériel dans
la transformation de (t,) a (t) si les distances entre les positions géométriques des
points matériels dans ces deux configurations sont invariantes et/ou si l'orientation

est conservée.

» L'idée de déformation est donc associée a celle d’une variation des distances entre
particules, c’est-a-dire une variation de forme donc de longueurs et d’angles.
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations
®* Décomposition polaire : La transformation homogéne caractérisée par le gradient

F de composantes F;j = 0x;/0x,; peut étre décomposée en une translation F,P et

une affinité du tenseur F (t). Cette affinité est dite tangente a la transformation
puisqu’elle n'intéresse qu’un petit voisinage de P, et P.

Pour étudier cette affinité, procédons a la décomposition polaire de F(t) (puisque
J(t) # 0) en la relation suivante :

Fi©) =R(®)-S5(t) <  Fi(t) = Ry (t) X S;(®)

dans laquelle :

= R(t): désigne un tenseur orthogonal associé 2 la rotation de 'espace euclidien

« Tenseurs des rotations » tel que :
R=—-tR (R- antisymétrique) = tRR=6 = det(ﬁ) =1

= S(t): désigne un tenseur symétrique associé a la déformation pure : « Tenseur
des déformations : Dilatations / Contractions ».
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations

® Tenseur des dilatations : Pour mettre en évidence I'aspect « déformation » du
systeme étudié, on s’'intéressera a I’évolution du produit scalaire de deux vecteurs
mateériels considérés entre les instants (¢t,) et (t) :

A ) 40 (t)

- /\

o

>

P, 7,
Le produit scalaire des vecteurs matériels V et W a I'instant (t) peut s’exprimer en
fonction des vecteurs V, et W, a l'instant (t,) a 'aide de la relation suivante :

VW=V, -Ct) W,
dans laquelle C désigne un tenseur du second ordre, dit « Tenseur des dilatations »
ou « Tenseur de Cauchy » défini par la relation suivante :

CO=FO)-F(t) < C;j(t) = Fp(t) x Fyj(t) ]
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e, ChAP. 4 : Théorie de I'etat des déformations

0 Description des déformations

® Tenseur des dilatations : L'analyse des propriétés du tenseur symétrique associé a
la déformation pure permet de définir les déformations suivantes :

» Dilatation dans une direction :

V| \/Vo 0 f‘(t) 0 I_/O
Vol Vol

A(Vo) —

» Allongement unitaire dans une direction :
i 5(V,) > 0 : Dilatation
- V]| = 1V,l - 0
0 6(Vp) <0 : Contraction

» Glissement dans un couple de directions orthogonales :

V-w vV, -C(t)-W,

IVI - IWl \/Vo ) ?(t) ’ Vo\/Wo ’ ?(t) ’ Wo

sin(y) =
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations

® Tenseur des dilatations : L'analyse des propriétés du tenseur symétrique associé a
la déformation pure permet de définir les déformations suivantes :

» Dilatations principales: 4; > 4, > 43

s 0 o] [ 0 o

S=[s4j]=|0 s 0|=(0 2, 0 = det[F(t)| = 412,45
0 0 S5/ |0 o 2,
E = §2 = CU = SikSkj | k - indice muet = Ci = SiSi = Slz

= Si= Ci=/1i

» Tenseur de dilatation pure:

Bl

» Tenseur de Cauchy simplifié :
C;()=20t)+8 & (Co)yj =20+ 8
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i Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations
* Tenseur des contractions : Désignons par G = F~! 'opérateur gradient inverse

de F. La fonction vectorielle de transport convectif correspondante, notée g = f 1,

est donc duale a la fonction vectorielle de transport convectif f.

S|

Xo3

Repere fixe Repere mobile

%01 (t,) — Etat de référence X1 (t) — Etat déformé
(Etat initial) (Etat actuel)

Le tenseur des contractions est défini par la relation suivante :

Qll
Il

"l'IJII

[y

Ht) =61 -6(t) < Hij{®)=6,{®) X G | |
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations

® Tenseur des déformations de Green-Lagrange : Les déformations subies par le
systeme matériel considéré ne dépendent pas séparément de x et de X,, mais de leur
différence seulement. Ainsi, si I'on compare le produit scalaire V - W a sa valeur dans
la configuration initiale V, - W, (référence) en formant la différence, on obtient :

VW=V Wy =0, C&) Wy =Ty - 8- W, =T, - [C(t) - 8] - W,

On définit alors un nouveau tenseur symétrique :

_ 1._ - 1
L(t)=§[c(t)—5] o L= (u 8ij)

appelé « Tenseur des déformations de Green-Lagrange ».
Ainsi :
= Lestermes diagonaux: L;; = %(C‘ii — 1) sont appelés dilatations (L;; > 0) ou

contractions (L;; < 0). Compte tenu du principe de conservation de la matiére,
ona:L;; = —1/2 (une arréte du cube ne peut subir une contraction > 1/2).

* Lestermes nondiagonaux: L;; = -C;; | i # j sontappelés distorsions.
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations

* Tenseur des déformations de Green-Lagrange : Les allongements unitaires et
les glissements peuvent s’exprimer en fonction de L(t). Soit donc:

u Lii = %(Cii — 1) = Cii = 2Lii + 1 /Direction fi A (to)
1 W"
= E(Cff — 1) = C(;j=2Lj; +1 / Direction X;
p — >
1 ..
u LU=ECU | l:/—'] = CU=2LU 0 VO
D’ou alors :

7: [ Au=VCi=+2Ly+1
w: o A =4G =2l +

V,VT/ : () = S 2Lij
( ) \Sln(yll) - \/c_u\;c_” N \/ZLii+1\/]2ij+1

p | e
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| Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations

* Tenseur des déformations de Green-Lagrange : Le tenseur L(t) posséde les
propriétés suivantes :

> Ce tenseur a évidemment les mémes directions principales que le tenseur C(t).
Ses valeurs propres L; sont appelées déformations principales et sont reliées de
facon évidente a celles de C (t) par la relation suivante :

Li=5(2-1) & 14=2L;+1>0

tel que A; > 0 car le tenseur S associé a la dilatation pure est symétrique défini
positif (§ > 0).

%)

951
= ||
Ol

>Sachantque:l=,:%(5—§) & C=S52

> L=1|E+8) -5 =3[ +285+52 - 5] =F+1F

Bl

= |L=A+

NIP—\
|
N[ =
||

N

» Les déformations de Green-Lagrange ne dépendent pas séparément de x; et de x,;,
mais seulement de leur différence.
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ﬁ"ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
‘0 Description des déformations

* Tenseur des déformations d’Almansi-Euler : Ce tenseur est défini par la
relation suivante :

_ 1 - _ 1
E(t)=5[6—H(t)] o Ejj= (U H;;)

dans laquelle H (t) désigne le tenseur des contractions :
Ht) =6t)-G(t) & H;j=G6uGy; | G=F"

D’ou la relation suivante entre le tenseur des déformations de Green-Lagrange L(t)
et celui d’Almansi-Euler E (¢) :

i

(&) =tF@t)-E(t)-F(t) & Lj=FEF)
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ﬁ‘ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations
® Tenseur des taux de déformation (Vitesses) : Sil'on désigne la vitesse de
transformation :

0u(Xx,,t)
dt
le « tenseur des taux de déformation » est ainsi défini par la relation suivante :

V(X t) = = u(%,,t) ,

~2 [grad v(%,, )] + tgrad[v(%,, t)] ] == (‘7‘“ + Vi)

bll

D:. = ———

& <0x0] Oxm) (u” + 1)
T = l =-1 = = = a_f'

Propriétés: D = - F-F14¢ (F F~ )] | F= o

Remarque : L=tF-D-F & D=L
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e, ChAP. 4 : Théorie de I'etat des déformations

0 Description des déformations

® Gradient du déplacement : 1l est commode d’introduire le déplacement # de la
particule du milieu matériel considéré entre les configurations initiale (P, a t,) et
actuelle (P a t). Ce vecteur déplacement s’obtient par :

UX, ) =P,P=%X—-%, & U=X—X, = x=%,+UX,,t)

On a ainsi un champ de vecteurs défini sur la configuration de référence. D'ou :

— af (x,,t dax
F(t) = f (g o) _ grad|f (X, t)] = — = 9;x
xO 0
= f'(t) = § + grad[l_l(fo ) t)] E + - & Fl] = 6l] + a]ul

61u1 d,uy  0d3uy
= grad[u(x,,t)] = dju;e;Qe; = | d1u; du; 0d3u,
diuz 0Jdyuz O0Ozug

Nota : L'emploi du déplacement de preférence a I'emplacement s’avere spécialement
avantageux dans I’étude de la transformation infinitésimale des milieux
continus déformables. | |

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 24
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Description des déformations
* Gradient du déplacement : On en déduit les expressions suivantes :

» Tenseur des dilatations :

C=6+ grad(u) + tgrad(u) + tgrad(u) - grad(u)
0

C..— & + aui + au]' auk auk
y = Ty axoj axoi Oxm- axoj

» Tenseur des déformations de Green-Lagrange :

L= %[grad(ﬁ) + tgrad(u) + tgrad(u) - grad(ﬁ)]
0

1 aui au] auk auk
2 Oxoj axoi axoi axoj
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| Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

o Tenseur des déformations

* Hypothése des petites perturbations (HPP) : S’agissant des solides, on peut
remarquer que dans de nombreux cas, la déformation s’accompagne de petits

déplacements et, qu’en conséquence, 'expression du tenseur des déformations de

Green-Lagrange peut étre simplifié. On notera que la définition adoptée pour les

petits déplacements entraine obligatoirement que les déformations subies sont

également petites. On a ainsi :

Petits déplacements =  Petites déformations

(Les petites déformations sont donc un cas particulier des petits déplacements)

On a ainsi :

Par contre:

Grandes déformations = Grands déplacements

(Problemes d’instabilité des structures)

Grands déplacements # Grandes déformations

(Un solide rigide peut subir un déplacement quelconque sans se déformer)

De méme:

Petites déformations #  Petits déplacements

(Cas des solides élancés : Barres minces, Tiges, Plaques, Coques)
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ﬁ"ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
a Tenseur des déformations

* Décomposition polaire du gradient de transformation : Sachant que le
gradient de transformation affine peut s’écrire :

F=6+grad@)=R-S

= F=§+1[grad@ + ‘grad@)] ++ [grad(w) — ‘grad(@)]

= [grad@ + grad@)] = 3 (u;; + ;)
Posons : X E— 1 -
= |grad(@) — tgrad(@)| = 5 (uij — )

il

|
I
ol
_|_
Ml
_|_
el

el

tels que :

= &: désigne le Tenseur des déformations linéarisé (Partie symétrique du
gradient de transformation rattachée a la déformation S de sorte que : S = 8 + ).

= : désigne le Tenseur des rotations (Partie antisymétrique du gradient de
transformation rattachée a la rotation R de sorte que : R = 6 + @).
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
0 JTenseur des déformations
¢ Décomposition polaire du gradient de transformation : Le gradient de

transformation affine est ainsi composé d’une translation (5 ), d’une rotation (@) et

d’'une déformation (¢) :

F=6+m+¢
lek x_zlk
f1= — ff
Etat de référence = Translation (§) + Rotation (®) + Déformation (%)

Nota: Dans le cas des petits déplacements, on peut remarquer que les translations,
rotations et déformations peuvent se composer dans un ordre quelconque
pour donner le déplacement dans le voisinage d'un point a la configuration

de référence.
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g Mécanique des milieux continus

v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
Q Tenseur des déformations

® Tenseur des rotations : Il lui est associé un pseudo-vecteur rotation appelé

« vecteur polaire » ou « vecteur axial » défini comme suit :

® = %[grad(ﬁ) —tgrad(@)] = @ = %r—ot(ﬁ)

0 -r g¢q p
o=|r 0 -—p S (7)={q}

—q p 0 r

U

Vérification: w-h=® A h

ou h =t{h,,h,,hs3} désigne un vecteur unitaire quelconque.| @s= 5(67]_ afi> = 5 (wij — ;)

au,-

w11 Wiz ®W13](hy wy1hy + wi2h; + wi3hs
= 0-h= [wm apy) wzs‘ hy ¢ = wa1hy + Warhy + Washs ¢ =@ A
W31 W3z W33 |h;g w31hy + w3rhy + w3303
w1 =0 Wy1 =T W31 = —q 0 -r
= (W12 =T Wy =0 ; W3z =P = w=|T7r 0
w13 = (q Wp3 = —P W33 = 0 —q p

~"

( qhsz —rh, )
h =< —phs +rh,
X phy —qhy )
q
—p Ok.
0
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o Tenseur des déformations

@g
3]

® Tenseur des déformations linéarisé : On dit que le milieu matériel subit de petits
déplacements entre P, et P lorsque sa transformation est infinitésimale, c’est-a-dire
lorsque :

aﬁ(io ) t)
0%,

lgradux, ]| = «1 VP,

Dans ces conditions, le tenseur des déformations de Green-Lagrange e(t) se réduit
au tenseur des déformations linéarisé £(t) tel que :

() = %lgrad[ﬁ(fo )] + tgrad|u(x,, t)]]
0

ou; OJu; 1
gj =5 BN R =§(0jul+6u)——(uu )

2 axoj axoi

Celui-ci apparait comme la partie symétrique du gradient du déplacement. Il est en
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ﬁ;ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

o Tenseur des déformations

® Tenseur des déformations linéarisé : Le tenseur des déformations linéarisé &
est symétrique. Dans le repere général de coordonnées, il s’écrit :

il

€11

= |ey] = [812

€13

€12 €13
€22 &23| [ (ky, %y, %3)
€23 &33

gij B 2 axoj

+
axoi

i=123 & j=1,273

tels que :
Soit donc:
6u1
1T gy,
auz
= &2 = e
6u3
€33 = .

(Dilatations
ou
Contractions)

. 1 auz au3 . 1 5 5

- £33 =3 ( oxs axz) =2 ¥23 (Distorsions)
_1(% , Jus) _1

T 13 T, dxz 0x — 2713 /
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o Tenseur des déformations

® Tenseur des déformations linéarisé : Le tenseur des déformations linéarisé,
défini dans le repere courant (x;, X5, X3), est symétrique. On peut alors trouver un
repére orthonormé (X;, X5, X3), appelé repére principal, dans lequel ce tenseur est
diagonal et les composantes €; = €, = &3 correspondantes sont appelées dilatations

( -Ilgﬁ
w

principales.
> Tenseur des déformations défini dans le repere courant (x4, Xx,,X3) :

€11 €12 €13
= |€12 &22 &3] = gl']'n]' | i=123 & j =1,2,3

€13 &23 €&33

Ml

> Tenseur des déformations défini dans le repére principal (X, X5, X3) :

&1 0 0
c=|0 & O =gén; | i=123 & j=1,23
0 0 €3

11 en résulte que le glissement suivant un plan principal (X, X5), (X, X3) ou (X;, X3)
est nul. La dilatation (ou contraction) principale vectorielle correspondante est donc

normale au plan principal sur lequel elle s’exerce.
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o Tenseur des déformations

* Déformations principales : Dans le repére de coordonnées pris suivant les
directions principales (repére principal), le tenseur des déformations linéarisé &
s’écrit en fonction de ses trois valeurs propres €, = &, = &5 :

€1 0 0
e=10 &2 0 /(XerZJXS)

0 0 €3
Les trois déformations principales (g; = &, = &3) sont solutions du polyndéme
caractéristique :

€11 — 4 €12 €13
det(ei]- — A(SU) = €12 €929 — A €23 =0
€13 €23 €33 — 4

= Le développement de ce déterminant fournit une équation du 3¢™¢ degré en A qui
s'appelle : équation caractéristique du tenseur ¢;;. Elle s’écrit:

—A3 +E{A*—E;A+E; =0

ou E;, E, et E; désignent les invariants du tenseur des déformations linéarise.
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o Tenseur des déformations

* Déformations principales : Comme ces déformations existent réellement, les 3
racines de I’équation caractéristique sont obligatoirement réelles. Appelons-les :

> & :Déformation principale majeure
» &, :Déformation principale intermédiaire
> &3 :Déformation principale mineure

tellesque: €, =2 &, > &3.

Etats de déformations particulieres :

= Dilatation ou Contraction simples (ou uniaxiales) : / e B
g #0 & & =6=0 L8 B
= (Glissement simple :
‘ & +& =0& & =0
= Dilatation ou Contraction cylindriques (ou triaxiales de révolution) :
E1F & =& F0
» Dilatation ou Contraction sphériques (ou triples ou isotropes) :
g =& =& %0 | |
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o Tenseur des déformations

® Invariants du tenseur des déformations : Les 3 coefficients E, E, et E5 de
’équation caractéristique, appelés invariants du tenseur des déformations &, doivent
garder une valeur constante quand on fait tourner le triedre autour de I'origine des
axes dans lequel il est défini. Ces trois invariants s’expriment ci-apres en fonction des
déformations courantes et en fonction des déformations principales :
» 1°¢finvariant E :
Ei1=¢; = Eq=&11+ &+ &3
=& t+ & + &3
> 2¢me jnvariant E :

_1 _ 2 2 2
E, = E(Siigjj - gijgij) = E; = £118p + £32833 + 33811 — €1 — £33 — €73
= &1& + E2&3 + €1E&3
> 3¢mejpvariant E; :
_ _ 2 2 2
E3 =|e;j| = E3=&1182833 — 11853 — £22873 — €3381, + 2812823813
— €1828&3
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* Directions principales : En remplacant la déformation considérée ¢; = ¢, par

I'une des 3 déformations principales €4, &, ou €5 dans la relation suivante :
(e —&bj)ni=0 | i=123 = (&;—&6i)n,=0 ,

on déduit un systeme de trois équations homogenes qui permet de déterminer les
trois coordonnées de la direction n,, normale a la facette principale p, c’est-a-dire ses
cosinus directeurs, notés t{lp, my, np} a un facteur pres. Ce facteur se détermine par
la condition : n,n, = 5 + mj 4+ nj = 1. On obtient ainsi les 3 cosinus directeurs de
la direction principale p considérée. Soit donc :

(£11 — &)1, + £12m,, + £13m, = 0 B {l= COS(a)}

i =

m = cos(f})
E12l, + (22 — ep)mp t &23m, =0 n = cos(y)

.\

\813119 + Ezgmp + (833 — Ep)np =0

s L g2 2 2 _ _
avec la condition: lp +m;+n; =1 | p=123

D'ou: ny=*%l;, mq,ng}associéea g
n, = {l,,m,, n,} associée a &, RBim2+n?=1
n; = {l3, m3, n3} associée a &5
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o Tenseur des déformations

® Déviateur des déformations : 1l est souvent utile, notamment, dans les problémes

de mécanique des matériaux, en général, et de mécanique des sols, en particulier, de
savoir decomposer la déformation en distinguant entre :

» Déformation sphérique (sans distorsion, mais avec variation de volume),

» Déformation déviatorique (sans variation de volume, mais avec distorsion).

On peut donc décomposer le tenseur des déformations linéarisé € en deux tenseurs,
I'un sphérique &° et I'autre déviatorique £ :

g(t) = (t) + (b

avec .

gjj = E16 =380 | & =& t&te (Déformation volumique)

| Tr(sg-) =0
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o Tenseur des déformations

® Tricercle de Mohr des déformations : Par analogie avec le tricercle de Mohr des
contraintes, on peut évidemment dessiner le tricercle de Mohr des déformations
représenté dans le plan (y/2 — ¢).

4 Ymax
Z Q (Smoy ’ T)
)
’ ; (©)
@ | oA
: (B)
€3 0 ) €1 &

Ce tricercle de Mohr permet de trouver la valeur de la distorsion maximale et sa

direction. Sur la figure ci-dessus, on voit qu’elles correspondent au point Q en lequel :

. Smoy _ &1t&3

" Yoax = |V13| = €1 — &3] (Distorsion maximale)

(Dilatation ou Contraction moyenne)
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¢ Equations de compatibilité des déformations : La symétrie du tenseur des
déformations n’est pas suffisante pour limiter ses propriétés. Lhypothese de
continuité du milieu déformable entraine des limitations supplémentaires qui
concernent la variation dans le milieu du champ des déformations. Il n’est donc pas
possible d'imposer a un solide déformable des déformations arbitraires sans détruire
la cohésion de la matiere (vides ou recouvrements). Pour que cette cohésion soit
respectée, il faut que le champ des déformations dérive d’'un champ de déplacements
qui doit vérifier I'’équation de compatibilité des déformations suivante :

Eijkl T Ekiij = Eikjt T Eik | Lkl =123
Cette équation représente 6 équations indépendantes devant étre satisfaites en tout
point du milieu afin de vérifier la continuité des déformations.

Propriété de continuité de la matiere : En tout point du milieu continu déformable,
on peut affirmer que : « Pour un déplacement donné, il y a une et une seule déformation.
De méme, pour une déformation donnée correspond un et un seul déplacement ».
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o Tenseur des déformations

* Equations de compatibilité des déformations : Le développement de I'équation
de compatibilité des déformations fournit les 6 équations indépendantes suivantes :

9% i) i) i) i)
- 11 — _ V23 + Y13 + Y12 (1)
axzaX3 ax1 ax1 axz axg

. %52 _ 9 n dy23  0v13 n Y12 (2)
6x16x3 axz ax1 axz 6x3

. 9% e33 _ 9 n dy23 n 0y13 _ 9v12 (3)
axlaxz ax:; ax1 axz 6x3

. 62812 — 62811 + 62822 (4)
dx10x> ax3 dx*

. 62823 _ 1 62822 + 62833 (5)
Jdx20x3 2 ax§ ax%

. 62813 _ 1 62811 + 62833 (6)
dx10x3 axz ax%
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0 Exemples d'états de déformations
®* Dilatation ou Contraction simples : C’est1’état de déformation subie en tout
point d'une éprouvette lors d’essais de traction ou de compression simples. Deux
déformations principales sont nulles, par exemple :

81:;":82:83:0

= Le vecteur déplacement i = (Al)e; sur toute la facette est dirigé selon la
direction principale ;. Le tenseur des déformations correspondant est alors dit
uniaxial et s’écrit : 4

e1| €
g 0 0 N
e=|gj| =616, Q@e1=|0 0 0| /(&,6,6) /H‘H\
i o
0 &5
< . O . e > e
—&4 C 0 E &4 £ | AR
Contraction simple Dilatation simple _81 " h,
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0 Exemples d’états de déformations

®* Dilatation ou Contraction simples : C’est1’état de déformation subie en tout
point d'une éprouvette lors d’essais de traction ou de compression simples. Deux

déformations principales sont nulles, par exemple : 4
1| &1
81:/: Ep = &3 = 0 /HH\
\____/
AR| [l
ho
| 0 5
J ‘ \/ ‘ \J : e_
—& C 0 E €1 & 2 Ah
Contraction simple Dilatation simple Al = h_o

Convention de la MMC : ¢; > 0 (Dilatation simple) & &; < 0 (Contraction simple)

= Les distorsions maximales sont y,,,,, = * €;/2 et sont obtenues pour les facettes

inclinées a /4 sur les génératrices du cylindre. Sur une facette paralléle a celle-
ci, aucune déformation vectorielle ne s’y exerce.
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0 Exemples d’'états de déformations
®* Dilatation ou Contraction simples : On donne ci-apres quelques exemples d’états
de déformations uniaxiales en laboratoire lors d’essais de traction ou de compression
simples :

| i @
| fae
|

Essai de traction Essai de compression Essai de compression
simple sur acier simple sur béton simple sur sol
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https://geotechniquehse.com/essais-beton-destructifs-non-destructifs/
https://learninggeotechnique.com/essai-de-compression-simple-non-confinee/
https://sti.eduscol.education.fr/sites/eduscol.education.fr.sti/files/ressources/pedagogiques/10342/10342-essais-destructifs-sur-eprouvettes-en-beton-et-acier-darmature-ensps.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Essai_de_traction

1985

g Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
0 Exemples d’états de déformations

* Glissement simple : Létat de déformation est dit glissement simple, noté g, si et
seulement si I'un des allongements ou raccourcissements principaux est nul et les

deux autres opposées :
g=& =-"& #*&=0

Sa matrice représentative peut s’écrire :

0 g 0 g 0 0
e=legil=g 0 0O /(XX %) = =0 —g 0| /(61,6,6)
0O 0 O 0O 0 ©

JEZA fzﬂ 322“

1
=
1w,
||/}

Glissement horizontal Glissement vertical
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0 Exemples d’états de déformations

* Glissement simple : Létat de déformation est dit glissement simple, noté g, si et
seulement si I'un des allongements ou raccourcissements principaux est nul et les

( -Ilgﬁ
w

deux autres opposées :
g=& =-"& #*&=0

Sa matrice représentative peut s’écrire :

0 g 0 g 0 0
g = [8ij] — g 0 O /(fl,fz,fg) = &£=10 _g 0 /(8_1, 8_2,8_3)

0 0 0 R 0O 0 o0
14
2 — Les facettes a /4 correspondent a

un glissement pur d’intensité g.
\ 4 >
Er = —4 0 &1=g9 E
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0 Exemples d’états de déformations

®* Glissement simple : On donne ci-apres 'exemple type d’état de glissement simple
lors d’essais de cisaillement direct des sols a la boite de Casagrande :

1S: 2720
(Part-13) 1986

Direct Shear
Test of Soll

Loading cap
Top perfarated
/ plate ~— Loading yoke
/ > /

Linear low fnction bearing
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Université M

0 Exemples d’états de déformations

®* Glissement simple : On donne ci-aprés 'exemple type d’état de glissement simple
lors d’essais de cisaillement direct des sols a la boite de Casagrande.

1985

— —
nlmmJI n.nhng;mocmula

S

Laboratoire pédagogique, Département de Génie-Civil, Université de M’Sila
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0 Exemples d'états de déformations
* Dilatation ou Contraction cylindriques : C’est|'état triaxial de révolution des
déformations subies en tout point d’'une éprouvette dans un essai a I'appareil triaxial
classique. Dans cet état de déformation, il y a une direction principale et une seule e;
associée a €; et toute direction qui lui est perpendiculaire est elle-méme direction

principale associée a €, = &5 : &t AR
81 ==
E1F & = €3 +0 _IAR h, A
. 7 " \ S1 —_ _——
Le domaine correspondant se réduit a un seul cercle. ! f2= 8= q
A Ah N
Y
2
€2 = &3 o
0 g
&5
-~ & F—J
ez R,
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* Dilatation ou Contraction cylindriques : On donne ci-apres 'exemple type
d’essai triaxial de révolution en mécanique des sols.

B 1
!

SAKARYA

UNIVERSITESI
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0 Exemples d’états de déformations

* Dilatation ou Contraction uniformes : Le tenseur des déformations est dit
uniforme ou isotrope si sa composante déviatorique est nulle, c’est-a-dire £; = 0.

@g
3]

Les dilatations ou contractions principales unitaires sont donc égales :

%, 1= =8&=¢€%#0
I
%,
I
Dilatation
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0 Exemples d’états de déformations

® Dilatation ou Contraction uniformes : Le tenseur des déformations est dit
uniforme ou isotrope si sa composante déviatorique est nulle, c’est-a-dire £; = 0.

( -Ilgﬁ
w

Les dilatations ou contractions principales unitaires sont donc égales :

E1=& =& =€#*0 =
i
%,
A
Contractlon

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila [ 53 -



1985

ﬁ’ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Exemples d'états de déformations
* Dilatation ou Contraction sphériques : Le tenseur des déformations est dit
sphérique ou isotrope lorsque les 3 déformations principales sont égales entre elles
et toutes les directions sont principales. Ainsi, on peut écrire :

E1=& =& =€%*0

Sa matrice représentative peut s’écrire :

e 0O e 0 O
§= [Sij] =10 € O /(fl ;fz ;f3) = E: 0 € O /(éltéZ ,8_3)
0 0 ¢ 0 0 ¢
A = §=€(El®él+éz®éz+ég®ég)
14
2
0 8281;82283 g

— Le cercle de Mohr se réduit a un point d’abscisse :

€1 + Er + €3
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* Dilatation ou Contraction planes (biaxiales) : Le tenseur des déformations
planes est caractérisé par I'une des déformations unitaires principales nulle. Le plan

de déformation est ainsi déterminé par les deux directions principales correspondant
aux deux autres déformations principales unitaires non nulles :

£1=2& 0 & &3=0

Sa matrice représentative peut s’écrire :

_ €11 812] _ - [&1 0] _
g = |&;i| = X1,X = &= é,e
eyl =g 22|/ @m) g IVICAES
= §=81él®é1+gzéz®éz
fzﬂ :)ZZA sz
----------- 1 i R
i E
> ! R L
2 NEN 2
i E
Allongement Raccourczssement
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0 Exemples d'états de déformations
* Déformations thermiques : Dans un solide soumis a un échauffement et laissé
libre de sa dilatation, apparaissent des déformations thermiques dont les
allongements principaux unitaires sont égaux :

E1=& =& =alAT 0

ou a désigne le coefficient d’expansion (ou de dilatation) thermique et AT =T, — T,
le gradient thermique avec T; la température actuelle et T, la température initiale.

Le tenseur des déformations thermiques correspondant est alors sphérique et

représenté par :
aAT O 0
aAT
0 0 aAT

Remarque : Sila dilatation n’est pas libre, des contraintes peuvent étre induites

€= [Eij] = = (“AT)§ < &= (“AT)(YU

dans le solide. La déformation totale résultante est la somme des déformations
thermiques et des déformations mécaniques. Toutefois, dans le cas ou le gradient
thermique dans le solide est constant, voire nul, aucune contrainte ne peut y étre
induite : les déformations se réduisent aux déformations thermiques.
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O Mesure des déformations : Techniques de mesure

Par définition méme, les déformations sont sans dimension. Néanmoins, et pour faire
apparaitre qu’il s’agit généralement de variation relative de longueur, on les exprime
souvent en m/m, mm/mm et um/um.

® Unités et ordres de grandeur : Les déformations usuellement utilisées dépendent
du mateériau considéré. On notera usuellement (BAEL 91) :

= Acier:

HAFeE400 : 1.74 %o
RLFeE235 : 1 %o

Déformation élastique : 2 %o

" Beton: {Déformation plastique : 2 a 3.5 %o

® Mesure des déplacements : La mesure directe des déformations n’est pas
possible. On mesure le déplacement suivant la direction considérée par I'une des
techniques adéquates proposées ci-apres, puis I’on déduit par calcul la déformation
correspondante. Pour les distorsions, on mesure les déplacements suivant deux
directions orthogonales, puis I’on calcule la variation angulaire correspondante.
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O Mesure des déformations : Techniques de mesure
Elle s’effectue par 'une méthodes quantitatives et qualitatives suivantes :
® Mesures quantitatives : On distingue les techniques suivantes :

» Extensométrie :

» Extensométrie directe : en utilisant des moyens mécaniques ou optiques (ex.

Comparateur, Potentiometre)

» Extensométrie indirecte : mesure d’'un phénomene physique influencé par les
déformations (ex. variation de ddp : différence de potentiel)

» Meéthode du moiré : Il s’agit d'une technique de marquage de la surface du solide
par un réseau de traits fins et rapprochés (gravure ou procédés d'impression
divers). On compare le réseau déformé au réseau initial par observation et
dépouillement des réseaux de franges de moiré.

» Méthodes optiques : basées sur I'une des techniques avancées suivantes utilisant
la lumiere pour mesurer des grandeurs physiques sans contact dans la plupart des
cas:

= Spectrométrie : analyse des propriétés spectrales oo
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O Mesure des déformations : Techniques de mesure
» Interférométrie : mesure des distances par interférences lumineuses

= Imagerie optique : vision et analyse d'images
» Télémétrie laser : mesure de distance par temps de vol

= Holographie : procédé photographique qui restitue le relief des objets en
utilisant les interférences de deux faisceaux lasers (Dictionnaire LeRobert).

= Stéréo-photogrammeétrie : terrestre, aérienne ou spatiale.
®* Mesures qualitatives : On distingue les techniques suivantes

» Marquage : A la surface d’un solide, par petits cercles (~ mm) et observation des
ellipses apres déformation. A l'intérieur d’'un solide, par un réseau ou par inclusion
(Billes dans un sol : « Technique du Prof. Jean Biarez »)

» Vernis craquelant : et substances analogues déposés a la surface d’un solide
(quand le solide se déforme, le vernis craque)
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3 types of KTR Potentiometer Sensors

Potentiometre
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Extensometres
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Méthode du moiré

(Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, France)
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Moir%C3%A9_%28physique%29
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Vernis craquelant
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Tachymetre optique et mécanique
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https://moineau-instruments.com/vitesse-et-vibrations/459-tachymetre-optique-et-mecanique-6236si.html
https://www.checkline.fr/categorie/tachymetres-portables
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2. Formulaire

© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Contraintes planes)

» Tenseur des contraintes planes:

- o= -1 %) e

y
g
avec 1%y
' . ) ~ —9 Txy
* 0, : Contrainte normale suivant l'axe x N
= gy Contrainte normale suivant l'axe y | T o,

: Contrainte de cisaillement dans —€ ‘L 0 M |
le plan (x,y)

B3] = [ » 115
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2. Formulaire

© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - =] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Contraintes planes)

» Contraintes quelconques:

Oxt0oy Ox—0

0 =" 2 cos(2¢) + T, sin(2¢)
. o'y, = a‘x;a'y - Gx;ﬂ'y COS(pr) - Txy Sln(Z(P)

— U";ay Sin(2¢) — T,, cos(2¢)

» Directions principales:

tan(Z(pp) = _air_";’y
& tan(2¢,) =——
Xy x

« I:I. 2/15
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2. Formulaire

© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - =] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Contraintes planes)

» Contraintes principales:

:
o, +o, O, — Oy)\2 2
01 - Crmax — 2 + \/( 2 ) + (Tx}’)
o, + o, Oy — Oy\? 2
02 = Onpin = 2 - j( 2 ) + (rx}')
» Contrainte de cisaillement maximale:

[ e

« I:I 3/15
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Contraintes planes)

» Cercle de Mohr des contraintes:

2 2
0'1+0y 7 ax—ay @)
(a" 2 ) TT= ( 2 T Ty
. b

+ TIH(II

+
Fxy M(crx ) +rxy)

N(oy, —Txy)

— Txy

“Tmax[*
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

» Tenseur des déformations planes:

01"

1
S il I

x
Y _ny €y
avec.

» &, : Dilatation ou contraction suivant I'axe x
= &, : Dilatation ou contraction suivant l'axe y

* Yxy : Distorsion angulaire dans le plan (X,y)

<[ [»]

S MK — GeoConsulting (2026)
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

2
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - (=] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

» Rosette 60 (0/60/120)

N
€120 €60

‘%\ /;y s £, =&

. ’
v 130°/
s

R N\60° s —
) & -, .| 53 [2(60 + £120) — &0]

2
*Vxy = V3 (860 o 8120)

Rosette 60
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - (=] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

?ll
\
€120
‘}\ . sx — {-_‘0
1200 1
2000) s . *& =3 [2(£120 + €240) — &0l
Y| -0 T
2
,ﬁ/ *Vxy = —3(8120 — £240)
£
/o Rosette 120
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - (=] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

» Déformations quelconques:

Epr= ex:sy + 8’”_8’ cos(2¢) + Msin(Z(p)

Extey sx

0 By =t cos(th)— sm(Z(p)

Yxiyr = _(gx - gy) sin(2¢) + Yxy cos(2¢)

» Directions principales:
Yx
tan(2 =2
(2¢,) ex—ty
& tan(2¢,) =22
Yxy >

mn 9/15

o MK — GeoConsulting (2026)

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 79



1985

| Mécanigue des milieux continus
e Chap. 4 : Théorie de I'état des déformations

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Mesure des déformations : Traitement numérique via GeoGebra
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - (=] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

» Déformations principales:

i et e G
81 = Emax =5 ( 2 )+(2)
S _ExtEy (Sx_fy)2+(h)2
2 7 “min — 2 2 2
» Distorsion maximale:

Ex — Ey 2 yxy 2
y"‘“":ij( 2 )+(2)
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - (=] X
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Déformations planes)

» Cerclede Mohr des déformations:

(=252 + () = (552 + ()
2 7/ 7 7

ZJK
2

+¥Ymax/2

+Vxy/2

_ny/z
_anax/z B
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Relations de comportement élastique linéaire isotrope)

» Loi de Hooke élémentaire (1D):
* C(ontraintenormale: o = E¢
* C(Contraintedecisaillement: T = Gy
avec:

» E - Modulede Young

= G = - Modulede Coulomb

2(1+ V)

= vy - Coefficientde Poisson
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Relations de comportementélastique linéaire isotrope)

» Loi de Hooke généralisée (3D):
Elle est définie par deux parametres :
- le module de Young E et le coefficient de Poisson v,
ou bien :
- les coefficients de Lamé A et p,
de sorte que :
G=ATr()o+2us < 0ij = A&y b + 2 g

et inversement :

= v = , 1tVv= v 1+v
e=—2Tr(0)6+—F0 < &;=—20ub;+—F0y
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - =] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Rappels de MMC
(Relations de comportementélastique linéaire isotrope)

» Parametres d’élasticité linéaire isotrope:

Les relations entre les parametres d’élasticité sont :

Ev E
A= (1+v)(1-2v) e p=G6G= 2(1+v)
ou inversement :
_ p(34+2p) _ A
L= A+u e V= 2(A+u)

T 4

La condition de stabilité s’écrit :
E>0 et —-1<v<+,
En pratique, v est toujours positif, d’ot :

0<v<+%
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© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
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Rappels de MMC
(Relations de comportement élastique linéaire isotrope)

» Loi de Hooke appliquée en contraintes planes (2D):
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=
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3. Rosette 45 (0°/45°/90°) : Cercle de Mohr des déformations
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0 Mesure des déformations : Traitement numérique via GeoGebra
3. Rosette 45 (0°/45°/90°) : Cercle de Mohr des contraintes
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4. Rosette 60 (0°/60°/120°) : Cercle de Mohr des déformations
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4. Rosette 60 (0°/60°/120°) : Cercle de Mohr des contraintes
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0 Mesure des déformations : Traitement numérique via GeoGebra
5. Rosette 120 (0°/120°/240°) : Cercle de Mohr des déformations
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0 Mesure des déformations : Traitement numérique via GeoGebra
5. Rosette 120 (0°/120°/240°) : Cercle de Mohr des contraintes
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g Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

o Applications typiques

®* Extension homogéne : Exemple d'une éprouvette en traction uniaxiale

Z
/} z1
/1 /]
. T
i : >__’ — >
’J 7I'_= (e e e e e e e e e e e e e e T e o s X y
| 7a.7
It AL
|

» Champ de déplacement:

x =x,+ Ilx,
Y=Y, —my, | =g, =— & m =g, =& = V&
zZ=2z,—mz,

v — Coefficient de Poisson
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0 Applications typiques

®* Extension homogéne : Exemple d'une éprouvette en traction uniaxiale

( -Ilgﬁ
w

> Gradient de transformation :

— P Uy +lXO
§+gradiu) = Fi; = &;; +a:’ ﬂ=f—f0={uy}= —my,
. U, —mz,
(F=1+32=1+1 (F,=0+22= (B =0+22 =0
_ aux_ _ ou _ duz _
= < Fy, =0+ 0 ;<Fyy—1+ﬁ—1— , <Fzy—0+ayo 0
_ aux_ ou — ouz _ 1 __
kFxZ_O-I_E_O kF':)}Z=O—|—ﬁ:;]= kP'Zz—l‘l'a—zo—l m
_ 1+l 0 0
= F=| 0 1-m 0
0 0 1-m
_ 1+ 0 0 _
= F=|0 1-m 0 (tF=F) — Matrice diagonale
0 0 1-m
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0 Applications typiques

®* Extension homogéne : Exemple d'une éprouvette en traction uniaxiale

Rk

> Tenseur des dilatations:

?=tF' = Ciszkiij

_ [r+1 o0 0 1[1+1 0 0
= C=| 0 1—-m 0 0 1—-m 0
0 0 1-mll 0 0 1-m
- [a+D? 0 0
= C=| 0 (1 —m)? 0
0 0 (1-m)
1+ 21+ 12 0 0 Ci=1+21+1
= C= 0 1-2m + m? 0 = {C; =1-2m+ m?
0 0 1 —2m + m? C; =1-2m+m?
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

Q Applications typiques
®* Extension homogéne : Exemple d'une éprouvette en traction uniaxiale

( -Ilgﬁ
w

» Tenseur des déformations de Green-Lagrange :

_ 1, - 1
L=2(C-8) = Lyj=5(Cy-by)

lZ f 2
= 2 2
> I=| 0 -m-Z o > {ly=-m-2
mZ mZ
0 0 —m—T_ k113——111—7

> Tenseur des déformations linéarisé:

<1 = I’°K1 & m<1 = m?*«1

[l O 0 g =1
= €=(0 -m O = £, =-m
0 0 —m E3 = —M
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Q Applications typiques
®* Extension homogéne : Exemple d'une éprouvette en traction uniaxiale

( -Ilgﬁ
w

» Remarques:

» Le champ des déformations est donc constant et ne présente pas de distorsion
dans les axes x,, y,, Z,, ce qui signifie que les axes correspondant aux directions
principales de transformation et les dilatations correspondantes sont donc
principales.

= det(F)=(1+ DA -m)A—m) =1+1—2m— 2ml — 4ipi?
= det(F)=1+1-2m =0
= La déformation volumique : &, = 1 — det(F)

= &,=1-2m=1-2v)e, | v — Coefficient de Poisson
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0 Applications typiques

* Glissement simple : Exemple d'une éprouvette en cisaillement simple

( -Ilgﬁ
w

_ A

Yo Un glissement simple est réalisé
lorsque le déplacement d’un point du
milieu déformable considéré se produit
parallelement a un axe (ex. // a x,) et

> proportionnellement a cet axe.

Xo
» Champ de déplacement:
xX=x,+29Y,
Y=Y, | g>0 & g<1 (Petitsdéplacements)
zZ =2z,
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0 Applications typiques
* Glissement simple : Exemple d'une éprouvette en cisaillement simple

> Gradient de transformation :

_ - . o (29Y
F=6+gradlu) = F,-]-=6ij+$‘. | u=x—-x,=3 0
oj 0
Fe=1 (Bx=0 (=0 11 29 0 1 0 0
= (Fy=29 ;{Fy=1;{F,=0 = F=|0 1 0| = F=|2g 1 0‘
F,=0 (F,=0 (F,=1 0 0 1 0 0 1

Al
I

~
=

= Cyj = FyFy;

_[1 0 o1 2g O 1 2g O
= C=|2g 1 0”0 1 0|=|29g 1+4g% 0
0 o 1llo o 1 0 0 1
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0 Applications typiques
* Glissement simple : Exemple d'une éprouvette en cisaillement simple

» Tenseur des déformations de Green-Lagrange :

L= _(C 6) = Ll] (Cl] lj) = i=

eQ o
N
S
N
S O O

> Tenseur des déformations linéarisé:

- 0 g 0 & =+g
9<1 = g°«1 => &=|[g 0 0 = g2=0
0O 0 O €&3=-49

» Remarque:

det(ﬁ) =1 = Pasde variation de volume (Cisaillement pur)

= Il n'y a donc pas de dilatation, mais uniquement distorsion des axes. Les
dilatations principales sont +g et les directions principales font 45° avec
les axes.
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O Applications typiques
® Torsion simple : Exemple d’'une éprouvette cylindrique en torsion simple

Ll

Z

>

La torsion simple d’un cylindre
consiste a faire subir a chaque point

=
d’une section de celui-ci une rotation E
"

a - Distorsion

autour de l'axe proportionnellement
a la cote de ladite section. . azr
az —> U = ——€y
z I .
” . 5
» Champ de déplacement: 4 o
=T
0 =0, +az, | a <1 (constante)
7 = %y
d = rdrdf
U, r—r, 0 e o
= U=x-—x,={Ugp =40 — 0y} =1{az, do:0 - 2m
Uz) 2= Zo 0 e
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O Applications typiques
® Torsion simple : Exemple d’'une éprouvette cylindrique en torsion simple

> Utilisation des coordonnées cylindriques (Formules du dS?) :

) dr, F ) dr
A5, =11,d0, ¢ / (&.,89,8,) +— dS=1rde} /(. é,,E,)
dz, dz
= dS% =dr? +r%2d6? + dz> &  dS?=dr?+1r*d6? + dz>
r=r, dr = dr,
Or: 0=60,+az, = do = db, + adz, (a — constante)
zZ =z, dz = dz,

= dS? =dr? +r?d6? + dz? = dr? + r?(dO, + adz,)?* + dz?
=dr? + r2d0? + 2ar?d8,dz, + a’ridz? + dz?
= (drZ + r2d0}f + dz?) + 2ar?d0,dz, + a*r2dz?
= dS? + 2ar?d0,dz, + a*ridz?

= dS? — dS? = 2ar3d0,dz, + a*r>dz? oo
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0 Applications typiques

® Torsion simple : Exemple d’'une éprouvette cylindrique en torsion simple
Sachantque: V-W -1V, -W, =V, -2L-W, = dS*—ds?=dS,-2L-dsS,

W,
~ L o dr,
- d.§0 . 2L - d.§0 = Z{dT'O rOdHO dZO} Lrg LQQ LQZ rodHO
L
Ly

( -Ilgﬁ
w

Lo, Ly, dZo

~dr, + L,.g1,d6, + L,,dz,
= Z{dro rodHO dZO}< LTQdT'O + L@QTOdQO + LOZdZO
Lrzd7, + Lg,1,d0, + L;,dz,

L..dr? + L.g1,dr,d0, + L,,dr,dz,
_|_
= Lrg’l"od?"odeo + Legrozdeg + LQZTOdHOdZO
_|_
L,,dr,dz, + Lg,7,d0,dz, + L,,dz?2

= 214, dr? + AL fgr,dr,d6, + 414, dr,dz, + 21f6gT3d6F + ALg,7,d0,dz, + 2L,,dz2

= dS? —dS? = 2ar?db8,dz, + a*rZdz? orf o
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0 Applications typiques

® Torsion simple : Exemple d’'une éprouvette cylindrique en torsion simple
= Lyp=0,Leg=0 , L,=0,

_ (aT‘O)Z

— _ aro
Log =0, Loz =— , Lzz =—,

2

» Tenseur des déformations de Green-Lagrange :

0 0 0
_ Ly Lyg Ly _ 0O 0 i)
L=|Lrg Lgg Loz = L= 2
L., Lg, L, 0 o (ary)?
2 2

> Tenseur des déformations linéarisé :

9 0 0 £ = + 2
ar,
i<l = a?«1 = =9 0 | = lg=0
i _ _ a1
_0 2 O_ €3 = 2
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

diaf

O Applications typiques
® Torsion simple : Exemple d’'une éprouvette cylindrique en torsion simple

. -Ilgﬁ
w

Autre approche: dS = dré, + rdféy + dze, & dS =u,e, +ugéy + u,e,

r=r, Uu-=r—17,=>0
Sachantque: {0 =0,+az, & {ug=r,(0-6,) =az,
zZ =2z, o —Z—Z 30—

= du = 0¢é, + ar,z,eg + 0¢,

D’ou :
ou, Jdug 1 du, ug
§ =——= = 259 = ———-—==az,+0—az, =0
Err a7, 0 ro 07, i To 00, 7 ot 0
1 dug , ur 1 duy, dug
— = T — 2 = — T, =04+ ar, = ar,
" 90 = %0, T 0 " 2892 = 5. TTo g, 1 @i 0
__Ouy __ Ouy | Ouy
€zz = 9zo 0 ez = 0z, T ar, 0
0 0 0 g =+
_ 0 o &L 2
= &= 2 = & =0
2T _ar
_0 2 0 2y = 2
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0 Applications typiques

* Déformations planes : (Par analogie aux contraintes planes ou n; = 0)

» Tenseur des déformations planes : Il est donné par I'expression suivante :
1
Exx gxy Ex Eny L
/ (x,y) A
T &y &y |2 =
2 ny y

MII

2N\
<Ll

dans laquelle :
= &, : Dilatation ou contraction suivant I'axe x

!

= &, : Dilatation ou contraction suivant I'axe y ®
" Yy : Distorsion angulaire (x, y) P

v

Ex1 = €5 COS*(@) + &, SIN*(P) + Vyy cos(@) sin(ep)
Tous calculs faits :  { ), = &, sin®(¢) + €, cos*(¢) + yxy cos(@) sin(p)
Varyr = Yay(c0s2(p) — sin(@)) + 2(ey — ;) cos(@) sin(p)

rex, = Sx;rey Sx;y cos(2¢) + msin(Z«p)
D'ou: Yg, = S"+£'y = > 2 cos(2¢) — —sm(Z(p)

\yx’}” _ (Ex y) Sln(Z(P) + Yxy COS(Z(P) /
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

Q Applications typiques
* Déformations planes : (Par analogie aux contraintes planes ol n; = 0)

» Directions principales : Elles sont définies par I'angle ¢,, calculé comme suit :
Vxy
Ex — &

tan(2¢,) =

> Dilatations principales : Elles sont données par les relations suivantes :

;
Ex + & Ex — E)\%  (Vxy\?
€1 = Emax = =5 +J( ) +(3)

£, + & T = BN T
£2= Emin =~ y‘ﬂ%) +(3)

» Distorsion maximale : Elle est donnée par la relation suivante :

N
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Mécanigue des milieux continus

v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
0 Applications typiques

( -Ilgﬁ
w

* Déformations planes : (Par analogie aux contraintes planes ou n; = 0)

» Cercle de Mohr des déformations : Il est décrit par I’équation suivante :
2
Ex+ € 2 (g, — EN? 2
=) +(3) =) + (D)
2 2 2 2

= Cercle de centre C (ex:sy’ 0) et derayon R = \/(gx;gy)z ki (%)2

2 M(ex,+yx—y>

_ny/z i
~Ymax /2 /
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

Q Applications typiques
* Déformations planes : (Par analogie aux contraintes planes ou n; = 0)

» Exemple de calcul : E l
V' d - 1 5 %
Q Données —> . =369
xy — 2070
& = 12 % | Y Ae=12%
gy - 15 % —<€ ¢ 0 M | > f=
Yey = 3.6 % —
Z A Y
Q Résultats numériques 2

" M(12 ; 18) +Vmax /2
+¥xy/2

= N(1.5,-1.8)

= & = Emax = 123 %

= & =&min=12%

0 &
. @, = 9.46°
- Y = 111 %
—Vx 2
. @, = 35.54° Vay/

—VYmax / 2 , .
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Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Applications typiques
* Déformations planes : Analyse graphique via GeoGebra

€ MMC_CercleDeMohrDeformations_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

Analyse graphique des dé formations planes a l'aide du cercle de Mohr (Mohamed Khemissa, 2026)

| €maz = 12.3 %
' % (%) Emin = 1.2 %

£ @12 (Pp = 9‘460
Yinax = (6.75,5.55)

Vinaw = £11.1 %
g = 35.54°

Vvl 36
M = (12, 1.8)

€ = (123,0)

Q
N=(15,-18)

]
.
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™
|
=
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(=]
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=
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A
@
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0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 45) : Jauges de déformation en forme de
rosette a 45° permettant de mesurer les dilatations suivant 0°, 45° et 90°.

( -Ilgﬁ
w

Q Données s} -
y &40 Exs
€90 i ¢
e . #
£30 = =3 % A
ssul . & X
0 Résultats numériques fosette 45
" &) = &
ExtE £ Ex+e 12
" g4 = x2 Y xz cos(2 X 45) + 2 Sm(Z X 45) = x2 2+ ;Cy
Ey+E & y E,+E Ey—E&
= x2 - xz cos(2 x 90) + xysm(Z X 90) = xz 2 — xz r =g,
Ex =8 =5%
lculs faits : £, =&0=-3%
Tous calculs faits: = y 90
Vxy = 2845 — €9 — €99 =5 %
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0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 45) : Jauges de déformation en forme de
rosette a 45° permettant de mesurer les dilatations suivant 0°, 45° et 90°.

Q Données st
y &40 ,8gys/
: AV y
&5=35% = €y = 0 45 190% e
7 5 q A I & X
Q Déformations principales ot g

Exte Ex—Ey\ 2 Y 2 5-3 5+3 2 5 2
e = yi\/(—xz )+ (2] =22 (2 + ()

= Emax=572% , Eeuin=-372% , ¢,=16°

O Distorsion maximale

o = 1)(52) 4 () =22 () 4 () w0
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Q Applications typiques
® Mesure des déformations (Rosette 45) : Analyse graphique via GeoGebra

Q MM leDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggt
Fichier Editer Affi chage Options Outils Fenétre Aide

st P " \
Eqp
§ & &x=5% 7 (%) Emaz = 5.72 %
H &/ Emin = _3-72 %
90°-" NSNS _3 ? B}
TS &0 —— ¥ ° Fp= L
* Vo = (1, 4.72)
‘Y:l“y = 5 % ’:{'IRUJ.' = i9'43 %
= 29°
Rosette 45 P
M=(5,25)
€45 5 %
e = (5.72,0)
e (%)
y
H=5% Eyy = —3 %
1>
v Yoy =5%
N
£y = 5%
Vo= (1, 472) > i | T &
€90 3%
| Y | i
€« Bttty
L))
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0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 60) : Jauges de déformation en forme de
rosette a 60° permettant de mesurer les dilatations suivant 0°, 60° et 120°.

( -Ilgﬁ
w

Q Données N7 /
81\20 ) €60
€60 = 2 % .*f‘\\lj %’6;600
€120 = =3 % T fo

Q Résultats numériques

Rosette 60

v gy = 2+ D 0o5(2 X 60) + 2 sin(2 x 60) = 2 -y \f)/xy

" &120 — > COS(Z X 120) -I- Sln(Z X 120) _ Sx-;é‘y _ Sx;ey B \/T§yxy
(e, =gy =19 %
1
Tous calculs faits: = {%y =3 [2(860 + £120) — €0l = —1.3 %

\)’ =5 (860 — &120) =577 % oo
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0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 60) : Jauges de déformation en forme de
rosette a 60° permettant de mesurer les dilatations suivant 0°, 60° et 120°.

Q Données N Vi
€120 €60
g =1.9% & =19% Q\ //,y
€60 — 2% = Sy = —-1.3% ~~“-"\\\1‘30;/,‘““'60°
€120 = =3 % Yy = 5.77 % 311 z, B
Q Deéeformations principales e 6

£ te £x—&v\ 2 Yer\2  1.9-1.3 1.9+1.3\ 2 5.77\ 2
cmamn = 522+ [(2552)" 4 ()" 2 2212y J(1omsay”, ()

= Emax=360% , Enn=-300% , @,=305°

O Distorsion maximale

o = 1J(52) 4 () =22 (22 4 () = zos0%
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0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 60) : Analyse graphique via GeoGebra

© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb - =] X
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide
N7 / " !
£120 Zg0
“%\ fg’ Ep = 1.9 % 2 (%) Emax = 3.6 %
".“ 140""} (7 Emin — —3 %
607 El——1.3 .
e -, —| 7 2 @, = 30.5°
Yoy = 577 % Yiaw = £6.6 %
= 14.5
Rosette 60 Vinax = (0-3. 3.3) ¥
: M= (1.9, 2.89)
1
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I nge
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Emin = (-3, 0) £y = (36, 0)
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i
|
! -
v ¥y
' Eyy = -1.3%
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| N
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o I * - ~ !
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| £ S
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v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 120) : ]Jauges de déformation en forme de
rosette a 120° permettant de mesurer les dilatations suivant 0°, 120° et 240°.

_“ —
Q Données y N
€120
€120
€120 = 8% \120° 2o
€240 = 1.5 % 240°\ [ > 240°:$_ﬁr}- £y —»
& X o
Q Résultats numeriques o
/ Rosette 120
" &o = &
8x+8y 8x+£y Sx—&‘y \/§
" &120 = —, 2 cos(2 x 120) + 22 Sln(Z x120) = =2 XX _Zy
ExtE £ Exte Ex—E V3
" &40 = x2 > xz cos(2 X 240) + Sm(Z X 240) = x2 Y x4 Y +Tyx3’

r:ex =gy = 10 %
1
Tous calculs faits: = <€y =3 [2(£120 + €240) — €0l =3 %

2
L)’xy = —\/—5(3120 — £240) = —7.51%
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0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 120) : ]Jauges de déformation en forme de
rosette a 120° permettant de mesurer les dilatations suivant 0°, 120° et 240°.

Rk

_“ _M
Q Données y N
0 €120 £120
g0 = 10 % & =10% \i\
E120 = 8 % = Ey =3% \1200 ﬁ\\k 120°
€240 = 1.5 % ny = —7.51 0/0 2400\ \\ > i S £ N
80 X o
Q Déeformations principales /A
/ Rosette 120

£ te ex—&,\2  (VYxy\2 1043 10-3\2 = [-7.51)2
E€max/min = zyi\/( zy) +(Ty) — 3 i\/( 2 ) +( 2 )

= fmax=11.63% , enn=137% , @, =—235°

O Distorsion maximale

o = 1)(252) 4 () =22 (22 4 () = r026%

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 118




1985

ﬁ;ﬁ Mécanique des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations

0 Applications typiques

® Mesure des déformations (Rosette 120) : Analyse graphique via GeoGebra

© MMC_CercleDeMohrDeformationsRosette_Chap4.ggb
Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide
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Mécanigue des milieux continus
v, ChAP. 4 : Théorie de |'état des déformations
EXERCICES

Ex.1 Dans une base orthonormée (x;, X5, X3), les composantes du champ de déplacement % d’'un
point matériel appartenant a un solide déformable sont :

uy = k(x; + x3)
u= u2=k(x3 +X1) P
us = k(xq + xy)
ou k désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique (k > 0).

A. Déterminer le gradient de transformation F , le tenseur des dilatations de Cauchy C , le tenseur
des déformations de Green-Lagrange L, le tenseur des déformations S, le tenseur de dilatation

pure A et le tenseur des rotations R. Déduire les parties symétrique £ et antisymétrique & du
gradient de transformation. Commenter les résultats trouves.

B. Déterminer par calcul direct, dans I'hypothese d’'une transformation infinitésimale, le tenseur des
déformations linéarisé &, les déformations principales &; = &, = &3 correspondantes et leurs
directions ny,n, et n3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la
distorsion maximale y,,,, correspondante.
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EXERCICES

Ex.2 Soitle champ de déplacement & d’'un point matériel appartenant a un solide déformable
défini dans une base orthonormée (X, x,, X3) :

U, = kXZ
u = U, = kX3 P
Uz = kx1

ou k désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique (k > 0).

A. Calculer le gradient de transformation F ,le tenseur des déformations linéarisé € et le tenseur des
rotations @. Déterminer ensuite le vecteur polaire @, 'angle de rotation 6 et l'axe h
correspondant. Commenter les résultats trouvés.

B. Calculer les déformations principales &; = &, = €3 du tenseur des déformations linéarisé £ et
leurs directions 114, 11, et 13. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la
distorsion maximale y,,,, correspondante.
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EXERCICES

Ex.3 Soitle champ de déplacement % défini dans une base orthonormée (x;, X,, X3) :

u1 = kxl.'X'Z
u = U, = kx1x2 ,
U,3 = 2k(x1 + xz)xg
ou k désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique (k > 0).
Construire le tenseur des déformations linéarisé &, puis déterminer au point P(1,0,0) les

déformations principales ; = €, = &3 correspondantes et leurs directions n{, n, etn3. Tracer ensuite
le tricercle de Mohr des déformations, puis déduire la distorsion maximale ¥,,,,, correspondante.

Ex.4 Soitle tenseur des déformations € défini dans une base orthonormée (i, x,, X3) :
k 0 k
&= [Eij] =0 kK O )
k 0 k
ou k désigne une constante positive petite pour assurer la linéarité géométrique (k > 0).

Calculer les invariants du tenseur des déformations linéarisé E;, E, et E3, puis écrire I'équation
caractéristique correspondante et déterminer les déformations principales & =& = &3
correspondantes et leurs directions 14, 1, et n3. Tracer ensuite le tricercle de Mohr des déformations,
puis déduire la distorsion maximale y,,,, correspondante.
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EXERCICES

Ex.5 Soitle champ de vitesse ¥ défini dans une base orthonormée (¥, X, X3) :

V1 = 2x1 — X2
UV =14V X1 + 3.X'2
V3 = —2X3

Calculer le gradient du champ de vitesse V, le tenseur taux de déformation D et le tenseur taux de
rotation Q. Déterminer ensuite le vecteur polaire @, 'angle de rotation 8 et I'axe h correspondant.

Ex.6 Trois jauges de déformation a, b et c faisant entre-elles successivement un angle de 120°
sont collées sur une plaque sollicitée dans son plan. On mesure les trois dilatations ¢4, ¢, et ..

On demande de :

1. Déterminer les déformations &, ¢, et y,,, puis déduire
le tenseur € correspondant.

2. Calculer les déformations principales &, ,, €t &,i,, ainsi
que leurs directions n; et ny.

3. Tracer le cercle de Mohr des déformations, puis déduire
la distorsion maximale ¥, ,, correspondante.

Application numérique :

€a=€0=10% 7 €b=€120=—1% b €C=8240=4'5%

A

S\l
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TRAVAIL PERSONNEL

Soit I'état plan des déformations représenté ci-dessous. On demande de représenter
le cercle de Mohr des déformations, puis de déduire graphiquement les déformations

principales €; et &, et I'angle de rotation 6, correspondant, ainsi que la distorsion
maximale y,,,, et 'angle de rotation 6, correspondant.

& —— Exy =3 %
—_—> &, =3% M’
:m WY
. | A 00
M'(4,-3) o 5 >—>
v M| | X
E A

=

£ = 8% n Y
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