M;j"; Mécanique des milieux continus

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

Chapitre Trois

Théorie de I'état des contraintes

O Définition des contraintes

> Contrainte vectorielle

> Contrainte normale

> Contrainte tangentielle
O Tenseur des contraintes
Définition
Symétrie du tenseur des contraintes
Conditions de surface
Contraintes principales
Invariants du tenseur des contraintes
Directions principales
Déviateur des contraintes
Tricercle de Mohr des contraintes
Exemples d’états de contraintes
Mesure des contraintes
Applications typiques
Exercices
M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 1

V V.V V V V V V

0000



DEFINITION DES CONTRAINTES




1985

- Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

0 Définition des contraintes
® Contrainte vectorielle : Considérons un milieu matériel quelconque de volume V
ni électrisé, ni aimanté. Soit une facette élémentaire dS appartenant la facette S de ce
milieu, orientée par la normale unitaire 7. L'action de contact exercée par la partie du
milieu située du co6teé positif de nn sur celle située du coté négatif est représentée par
une force élémentaire dF proportionnelle a dS. dF = odS
On écrit alors (Postulat de Cauchy) : ‘

o= Llim (dF)
o ds—0 \dS

ou g désigne la contrainte vectorielle s’exercant sur
la facette élémentaire dS.

Remarques :

= De facon générale, dF et & peuvent avoir une orientation quelconque par rapport
a n, contrairement au cas d’un liquide au repos ou la force et la pression
correspondante sont toujours perpendiculaires a la facette.

» La contrainte vectorielle g, qui varie en général d'un point a I'autre du milieu
matériel, traduit donc macroscopiquement les actions de contact.
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o Définition des contraintes

» La contrainte vectorielle s’exercant sur une facette dépend linéairement de celle-ci.

En un point P donné du milieu matériel, la contrainte vectorielle & peut également
varier quand le temps t s’écoule si ce milieu se déforme et suivant I'orientation n

de la facette élémentaire dS. On écrit alors : -4 B
sg=gPm) ar - o
Cette contrainte vectorielle se décompose en : '

- une composante normale a la facette élémentaire dS
- une composante tangentielle a la facette élémentaire dS

= Principe des actions mutuelles : (P, —n,t) = —a(P, 11, t).

® Contrainte normale (o,) : Elle est définie par :
0,=0-Nn

\ 4

S|

ou n désigne la normale a la facette élémentaire dS.

Convention de signe : Si g, > 0, on a une traction, sinon une compression.

® Contrainte tangentielle () : Elle est définie par :

T = |o,| =% — o2

qu’on appelle aussi contrainte de cisaillement ou scission.
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a Tenseur des contraintes

® Définition : Considérons un élément matériel en forme de tétraedre dont trois des
arétes forment un triedre orthonormé, tels que :

> Sur les facettes orthogonales s’exercent les contraintes
vectorielles suivantes :

= 01 = {011,012, 013} sur dS; = dSppc L &
" 0, = 031,022,023} sur dS; = dSpuc L &,
» g3 = Y031,032,033} sur dS; = dSpup L €3
= 6',- = O'l]é]

> Sur la facette orientée de 71 s’exerce la contrainte vectorielle suivante :
" g = t{51,52,53} sur dS = dSABC 1n = O; = o éi
= 0 ="011,012,013,021,022,023,031,03,033} => O = (aiini)éi

= Les contraintes g;; apparaissent alors comme les 9 composantes d'un tenseur du
second ordre, appelé « Tenseur des contraintes », qui s’écrit :

= 0; = l]n] = 0= O'l]él®é] | i1=123 & ] =1,2,3

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 6



| Mécanique des milieux continus
v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes

0 JTenseur des contraintes
Démonstration : Sil’on néglige ici les actions intérieures et extérieures a distance qu'on

peut considérer comme infiniment petits devant les actions de contact, I'équilibre du
volume matériel élémentaire est donc assuré par la relation dF + d¢ = 0 tels que:

= dF;, = —g;dS; pour 'ensemble des facettes dS; ,dS, et dS; (i = 1,2,3)

= dgE = odS pour la facette dS orientée de n X3

Posons:o;; = dg;¢; (i =1,2,3 ; j=1,2,3)

= )

= o;j6j =066 | €-¢=1 = a;=0e;

= dF; = —6;dS; = —0;;€;dS;

= dF +d¢ = —G;dS; + 6dS = —0;;€;dS; + 5dS = 0
Sachant que : dS; = n;dS /
= —0;;6(n;dS)+3dS=0 = 7= (aijni)éj % =
Sachantque:og; =0 -¢; & n=n;é; = n;e;

= o0; = (oyn;)ej - &, = o;ne; - & = oyme;- e =oyn; | €-¢6 =¢-e
= o;,=0;n; = o=o0;eQe | (=123 & j=123
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Remarques : Vu ce qui précede, on notera ce qui suit :

= [e tenseur des contraintes s’écrit donc sous la forme matricielle suivante :
011 012 0313 s

= [aij] =021 022 033 / (iq, %5, %3). 'I\
033
031 032 033

Ql

X3

= [e tenseur des contraintes est ainsi défini en

QU
%)
w
7 \\
4 \
// B
s A
y
y )
Q!
w
N

coordonnées d’Euler. Ses composantes dépendent

généralement du point choisi dans le milieu

matériel et bien entendu du temps si ce milieu
n’est pas en équilibre. Ce sont elles qui traduisent | e

les actions de contact dans les milieux continus 2y

déformables. X1

» Les composantes o;; de la diagonale désignent les contraintes normales.

= Les composantes g;; | i # j désignent les contraintes tangentielles.

" Les composantes g;; sont completement indépendantes des directions n;, c'est-a-
dire de I'orientation de la facette dS.
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a Tenseur des contraintes

¢ Symeétrie du tenseur des contraintes : Considérons le volume VV d'un milieu
matériel quelconque en équilibre, limité par une surface S, soumis a:

> des actions a distance s’exercant sur la particule (P, dm) € V se réduisant a la

force élémentaire Fdm, ou F désigne la densité volumique de force et dm = pdV.
» des actions de contact 6dS s’exercant sur la surface, ou ¢ désigne la contrainte
vectorielle.

Le principe de conservation de la quantité de mouvement permet d’écrire :
= [, ddS+ [, Fdm = 0 (Equilibre des forces)
J; (OP AG)dS + [, (OP AF)dm = 0 (Equilibre des moments)

L'équilibre des forces conduit a I'’équation générale d’équilibre et
I’équilibre des moments conduit a I'’équation suivante :

O'l'je_i/\éj =6p0uri=ﬁj = (O'ij—O'ji)e_k =6

= (012 — 021)83 + (023 — 033)€; + (031 — 043)é; = 0 ¢ = (oyj1)e;
= 012 =031 & 023 =033 & 031=013 = O = 0 F = Fje;
= Le tenseur des contraintes est donc symétrique: o = o . d'_n = PdV_
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Q TJenseur des contraintes
Démonstration: D’apres les principes de la mécanique, résultante et moment résultant

) n g

des actions de contact et a distance sont nuls, ce qui s’écrit :

» Equilibre des forces : Il est assuré par I’équation suivante :
J; ddS+ [, Fdm=0 | dm=pdV &3

= fS O'l]n]d5+ fV pFldV =0

En utilisant le théoreme de la divergence, on aura :
aULJ(x1 X2,X3)

Iy (@joij + pF)dv =0 VV | dj0; = —1=
J
Le milieu matériel étant supposé connu, on déduit alors la relation locale suivante :

— C(’estl’équation d’équilibre des milieux continus déformables.

Nota : Le champ des forces a distance étant donné, le tenseur des contraintes ne peut
étre quelconque, mais ne peut pas non plus étre completement déterminé par

cette équation (il faut rajouter les conditions aux limites).
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Q TJenseur des contraintes
» Equilibre des moments : Le théoreme de la divergence permet de transformer

(5)

I'intégrale de surface :

[, {9,[0,j@AOP);] + pFi(@AOP);}dV =0 VvV

D’ou, compte tenu de la continuité : és
0;|0:;(@ A OP);| + pF;(@w A OP); = 0
= 0,0;; X (WA OP); + 0;; X 9;(W A OP); + pF;(ii A OP); = (2/0 &
= 0;; X 0;(WAOP); + (u A OP); X (9;0++ pF;) = 0 1
= 0;; X 0;(WAOP); =0 L Equation d’équilibre

= 0jj X [l_t N aj(ﬁ)]l =0
Sachantque: 0;(OP) =& = [uA aj(ﬁ)]i =(@ne)-¢=(egne)-u Yu+0
Sachant que u est un vecteur quelconque non nul, on aura alors :

O'l]él/\é]=6 pouriij = (O'l'j—O'jl')e_k=6 = o'ij=0ji

= Le tenseur des contraintes est donc symétrique : ¢ = o .
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a Tenseur des contraintes

* Symétrie du tenseur des contraintes : La symétrie du tenseur des contraintes est
équivalente au théoreme de réciprocité des contraintes tangentielles de Cauchy* qui en

donne une interprétation physique :
« Les contraintes tangentielles agissant sur deux facettes normales entre elles
sont réciproques, c’est-a-dire égales en module et peuvent étre convergentes

ou divergentes ».

n; n
] J
A O'ji 4 aji
—— <
e A\ o O
! ij i
n; n;
0 é;
Contraintes convergentes Contraintes divergentes

loij| =|oji| | i#j pour i=123 & j=123
* Théoréeme de Cauchy

n-c=n-d
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a Tenseur des contraintes

¢ Symétrie du tenseur des contraintes : Ainsi, on affirmer que dans les milieux
continus déformables non électrisés et non aimantés, le tenseur des contraintes est

symétrique. Il possede alors 6 composantes indépendantes :

011 012 O13
0 =|o;]=[012 022 023
013 0323 033

/ (fll fZi JZ3)-

¢ Conditions de surface (Conditions aux limites) : Elles expriment qu’en chaque
point de la surface du milieu considéré (frontiere avec le milieu extérieur), la force

extérieure donnée ®dS agissant sur l'aire dS fait équilibre a la force intérieure
0;dS = o;;n;dS. D’'ou I'on peut écrire : _
() n o5

¢i = Gi]-nj

\

Contrainte vectorielle
extérieure
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a Tenseur des contraintes

® Contraintes principales : Le tenseur des contraintes, défini dans le repére courant
(X, X5, X3), étant symétrique, on peut trouver un repére orthonormé (X, X5, X3),

appelé repere principal, dans lequel sa matrice représentative est diagonale et les
composantes g4, 0, et o3 correspondantes sont appelées contraintes principales.

n3

10’33

f~—>03, /|

Q
)
\w 7
= N. i

ng

Contraintes courantes Contraintes principales
Repeére courant Repeére principal
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Q Tenseur des contraintes
® Contraintes principales : Le tenseur des contraintes, défini dans le repére courant
(X1, X5, X3), étant symétrique, on peut trouver un repére orthonormé (X;, X5, X3),
appelé repere principal, dans lequel sa matrice représentative est diagonale et les
composantes gy, g, et g3 correspondantes sont appelées contraintes principales.

( -Ilgﬁ
w

> Tenseur des contraintes défini dans le repere courant (x4, x,, X3) :

Ian 012 013]

=oyn; | =123 & j=1,2,3

012 0322 033 T,

013 0323 033

Qll

> Tenseur des contraintes défini dans le repére principal (X4, X,, X3) :

01 0 0
G=|0 g, O|=gdyn;, | i=123 & j=123
0 0 g3

Il en résulte que le cisaillement suivant un plan principal (X, X5), (X5, X3) ou
(X1, X3) est nul. La contrainte principale vectorielle correspondante est donc

normale au plan principal sur lequel elle s’exerce.
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a Tenseur des contraintes

® Contraintes principales : Désignons par o; la contrainte principale agissant sur
une facette principale de normale N = 7. La contrainte vectorielle correspondante

vaut donc o;N; = 0;6;;n;. Elle a aussi I'expression generale o;;n;. D’ou I'équation :
al-jnj = 0i5ijnj = O'ijnj — Ul-Sijnj =0
= | (6;j—0:6;)n;=0 | i=1,23 & j=1,2,3

Cette relation représente un systeme de 3 équations linéaires et homogenes pour les
coordonnées du vecteur n. Comme n; # 0 (solution triviale), le déterminant de cette
condition s’écrit en posant g; = A :

011 — A 012 013
det(ai]- - /16,1) = 012 097 — A 073 =0
013 033 033 — A

= Le développement de ce déterminant fournit une équation du 3¢™¢ degré en A qui
s'appelle : équation caractéristique du tenseur o;;. Elle s’écrit:

B+ 12> —-1L,A+13=0

ou I, I, et I5 désignent les invariants du tenseur des contraintes.
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Q Tenseur des contraintes
Démonstration: Calculons le déterminant suivant :

011 — 4 012 013
det(aii — A(Sl]) = 012 099 — A 0,3 =0
013 023 033 — A
032 — A ‘ 012 023 ‘ 012 Oy — /1‘
= (g1 — A1 — 0 + o =0
= (011 — /1)[(022 — A)(033 A1) — 023 — 013[012(033 — 1) — 013053] +

+013(012023 — 013(02, = )] =0
= (011 — /1)(022033 — OpA — 0331 + 2% — 0223) — 012(012033 — 0124 — 01303) +
+013(012023 — 0130, + 0134) =0
= (011022033 — 0110224 — 0410334 + 011 A% — 041053 — 0220334 + 0551% + 0334% —
_/13+0223A) — {5033 + O3 A + 012023013 + 012023013 — 0{302; + 034 =0

3 2 2 2 2
= A%+ (091 + 0y + 033)4° — (011022 + 011033 T 022033 — 033 — 043 — 013)/1 +
2 2 2 _
+01102,033 — 011033 — 0{3033 + 012023013 — 01303, + 01,0,30;3 =0
3 2 2 2 2
= =A%+ (011 + 033 + 033)A° — (011022 T+ 022033 + 033011 — Oj — 033 — 013)/1 +
2 2 2 _
1011022033 — 011033 — 022043 — 0330{; + 2012023013 = 0 oo
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Q Tenseur des contraintes
Démonstration: Calculons le déterminant suivant :

011 — A 012 013
det(aii — A(Sl]) = 012 099 — ), 0'23 =0
013 033 o33 — A

3 2 2 2 2
= —21°+ (011 + 033 + 033)A° — (011022 + 022033 + 033011 — 01 — 033 — 013)/1 +

2 2 2 _
+01102,033 — 011033 — 0,20{3 — 03307, + 201,0730,3 =0

Posons: e I = 611 + 093 + 033 = Gy

_ 2 2 2
e I = 011022 + 022033 + 033011 — 01y — 033 — 013 = (Uu 0jj o'ijo'ij)

_ 2 2 2 _
© I3 = 011022033 — 011023 — 022013 — 0330713 + 2012023013 = |0ij|

On déduit alors I’équation caractéristique :
B+ 1A —1,1+13=0

ou I, I, et I3 désignent les invariants du tenseur des contraintes.

Les 3 racines 04 = 0, = 03 de cette équation désignent les contraintes principales.
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®* Contraintes principales : Comme les contraintes principales existent réellement,
les 3 racines de I’équation caractéristique sont obligatoirement réelles. Appelons-les :

» 04 :contrainte principale majeure s _

» 0, :contrainte principale intermédiaire
» 03 :contrainte principale mineure

telles que 01 = 0, = 03.

Sollicitations particulieres :

» Traction ou Compression simples :
0'1¢0 &0-2:03:0

™~
~
~
~
~
~
S
~

= (isaillement simple :
oq4+0,=0&03=0

» Traction ou Compression cylindriques (ou triaxiales de révolution) :
04 ¥+ 0y, =03>0

= Traction ou Compression sphériques (ou triples ou isotropes) :
04 =0, =03 %0
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' Tenseur des contraintes

\ ® Invariants du tenseur des contraintes : Les 3 coefficients I, I, et I3 de I'équation
‘ caractéristique, appelés invariants du tenseur des contraintes &, doivent garder une

valeur constante quand on fait tourner le triedre autour de I'origine des axes dans
lequel il est défini. Ces trois invariants s’expriment ci-apres en fonction des
contraintes courantes et en fonction des contraintes principales :
» 1¢"invariantl,: I; = o0y;
= Iy =011+ 022 + 033 [ (X, %3, %3)

=01+03+03 /(X1 X5 X3)

> 2¢meinvariantl,: I, = ( - )
mmvarianti, : 2 = 2 o-iio.jj O'i]-O'i]-

_ 2 2 2 - - =

= I = 011022 + 023033 + 033011 — 07 — 033 — 013 [ (X1,%3,X3)

=0'10'2+0'20'3+0-10'3 /()?11)?2')?3)
> 3¢mejnvariantl;: I3 = |0ij|

_ 2 2 2 - =
= I3 = 011032033 — 011033 — 0220713 — 03307, + 2012023013 [ (X1, X3, %3)
= 010,03 [ (X1,X5, X3)
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a Jenseur des contraintes
* Directions principales : En remplacant o; = g, par g3, 0, ou g3 dans la relation :

(0ij—0:i6;;)n; =0 | i=123 = (05—0,6)n,=0
on déduit un systeme de trois équations homogenes qui permet de déterminer les
trois coordonnées de la direction n,, normale a la facette principale p, c’est-a-dire
ses cosinus directeurs, notés f{lp, my, np} a un facteur pres. Ce facteur se détermine
par la condition : n,n, = I3 + m; + nj = 1. On obtient ainsi les 3 cosinus directeurs

de la direction principale p considérée. Soit donc:

r(0'11 — O'p)lp + 0'12‘mp + 013np =0

A

l = cos(a)
Glzlp + (0'22 — O'p)mp + O'zgnp =0 =<{m = cos(f)

n = cos(y)

\0-13117 + 0'23‘mp + (0'33 — ap)np =0

e g2 2 2 _ _
avec la condition : lp +my + ny, = 1| p=123

D'ou: ny=*%ly, mqy,n,}associéea oy
n, = {l,,m,, n,} associée a o,

_ . P+m?>+n?=1
n; = {l3, m3, n3} associée a o3
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Q Tenseur des contraintes
®* Déviateur des contraintes : Il est souvent utile de décomposer le tenseur des

contraintes ¢ = [al- j] en la somme :
= d’un tenseur sphérique 6° = [al-sj] comme dans un fluide au repos,

= d’un tenseur déviatorique 5 = [Si j], appelé déviateur des contraintes,

de sorte que : ( 1
ij - §Ilai] 3 o.llal]
6=0"+5 = o;=0;+s; | A
Sy = 9y~ 51151'1' = 0;j — 0}

Nota:
0,ct = 11/3 = 0;;/3 désigne la contrainte normale octaédrique.

= TT(Sij) = Sij = 0
= Les 3 invariants du déviateur des contraintes s;; sont désignés par /4, J, et J3 etles

contraintes principales associées sont désignées par sq, s, et s3 lesquelles sont
solution de I'équation suivante en posantA =s; | i = 1,2,3:

3—J1A* —JA—]3 =0
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®* Déviateur des contraintes : Les invariants J;, J, et J; du déviateur des contraintes
s;; sont exprimes ci-apres en fonction des contraintes déviatoriques courantes et en

fonction des contraintes principales déviatoriques.

er j 3 .
» 1 invariant ], : s1 = (20, — 6, — 63)/3
J1=5ii=S11tS2+S33=51+S,+53=0 | {s;=(20,—03—0)/3
\ s3 = (203 — 01— 0,)/3
»> 2°¢mejnvariantJ, :
__1 _ 2 2 2
J2 = _E(Siisjj - Sijsij) = —S1S2 — S253 — S381 T S12 T S23 + 813
= —8182 — 5283 — 5351
> 3¢mejnvariant J; :

_ _ 2 2 2
J3 = |Sij| = 511522533 — S11523 — 522513 — $33512 + 2512523513

= §15253
Nota:
= Tout tenseur des contraintes pour lequel J; = 0 est déviatorique.

" T, =+ 2J,/3 désigne la scission octaédrique.
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- Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

a Tenseur des contraintes

® Tricercle de Mohr des contraintes : Dans le repere formé par les directions
principales, les contraintes normale g,, et tangentielle o; s’exercant sur la facette dS

orientée par la normale unitaire N de cosinus directeurs {{N;, N5, N3}, par rapport
aux directions principales constituent les composantes d'un vecteur de contrainte &
dont I'extrémité reste a I'intérieur d'un domaine délimité en général par 3 cercles
qu’on appelle « Tricercle de Mohr ». Dans ce repere, le tenseur des contraintes peut

s’écrire :
01 0 0 0'1N1 N3
o= [O.ij] =10 () 0 = 0= 0'2N2 XBT $G3
0 0 03 0'3N3 : |
ou 0;,0, et g3 désignent les contraintes principales. :
. A i ()
Ce qui entraine : : 135 ,N,
Oon = g-n= oin; & 0; = O-iNi | Ni = 6Un] ,:- ---------------- >
I,, X2
= 0p = ai(?ijnjni = al-niz /%
= 0, =0n?=0,n5 + o,n5% + o3n; ‘/XNl
1
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- Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

a Tenseur des contraintes

® Tricercle de Mohr des contraintes : D'ou le systeme d’équations linéaire par

rapport a n?, n3 etns :

0, = O;nZ = o n? + oyn5 + o3n3
0l + 12 =352 = gfn? = ofn? + ofns + oind

nF=ni+ns+n3=1

01 Oz 03
Il a pour déterminant: |6Z o5 of|= (0, —03)(0, —03)(03 —0y) #0
1 1 1

Supposons les trois contraintes principales distinctes avec ; > g, > g3, on obtient :

2 _ 2
e e e
1 (01—-02)(01—03) (01—02)(01—03)
2 _ 2
) nZ _ Ty W) _ T2+(an 01-2I-03) _(01203)
2 (02—01)(02—03) (02—01)(02—03)
2 -
2 _ PHon—a)lonoy) _ TH{on="572) -(%15%)
. 3 (03-01)(03—032) B (03—01)(03—03)
Ces trois équations permettent de situer I’extrémité du vecteur contrainte ¢ dans le
diagramme (o,,,7) | o, =7tt | tln .
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g Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

‘0 Tenseur des contraintes
\ ® Tricercle de Mohr des contraintes : On déduit alors que :

> Du fait que n? > 0 et (o, — 0,)(0; — 03) > 0, 'extrémité de & reste toujours a
2 2
. O'2+O'3) (0'2—0'3)
2 2
> Du fait que n3 = 0 et (o3 — 01)(03 — 0,) > 0, I'extrémité de & reste toujours a
2 2
. O'1+O'2) (0'1—0'2)
2 2
> Du fait que n3 > 0 et (o, — 01)(0, — 03) < 0, I'extrémité de & reste toujours a

I’extérieur du cercle (A) d’équation : 72 + (0

I’extérieur du cercle (B) d’équation : 72 + (O’n

2 N2
I'intérieur du cercle (C) d’équation : 72 + (O’n - %) = (%)
A A
i dF = odS ‘
""""" : ()
| o
(A) Christian Otto Mohr
e (B) -
o3 O 0, 01 On
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Christian_Otto_Mohr
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- Meécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

a Tenseur des contraintes

® Tricercle de Mohr des contraintes : La représentation de Mohr permet, entre
autres, de trouver les directions de cisaillement maximum et les valeurs de ce dernier.

Sur la figure ci-dessous, on voit en effet qu’elles correspondent au point Q en lequel :

g1+03
Omoy — >
lo1—03]
" Thmax = |(0't)max| — 12 :

= Il y a deux facettes distinctes de cisaillement maximum inclinéesa +m/4 par
rapport aux directions principales associées a g, et 03.

A A

‘ dF = odS '
=0
--------- , (©)

(A) Christian Otto Mohr
7 (B) v

Ql
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ﬁfﬁ Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes
Exemples d’états de contraintes

® Traction ou Compression simples : C'est1’état de contrainte que I'on tente de
réaliser en tout point d’'une éprouvette lors d’essais de traction ou de compression

unifromes. Deux contraintes principales sont nulles, soit :
0'17‘: 0 = 03 = 0

—> Le vecteur contrainte sur toute la facette est dirigé selon la direction principale
é,. Le tenseur des contraintes correspondant
est alors dit uniaxial et s’écrit :

(] 0 O
o = [o-ij] = 0'151 ®§1 =10 0 O /(8_1,8_2,8_3)
0O 0 O
A
T
e3
e
o o 0 o o >
—01 C 0 T 01 On
Compression simple Traction simple
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ﬁfﬁ Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes
Exemples d’états de contraintes

® Traction ou Compression simples : C'est1’état de contrainte que I'on tente de
réaliser en tout point d’'une éprouvette lors d’essais de traction ou de compression

unifromes. Deux contraintes principales sont nulles, soit : &

01
0'17‘: 0 = 03 =0

A

T

1 1
‘ " ‘ \J >

Compression simple Traction simple

Convention de la MMC : o4 > 0 : Traction simple & g; < 0 : Compression simple

= Dans cet état de contrainte, les cisaillements maximaux sont + o; /2 et sont
obtenues pour les facettes inclinées a /4 sur les génératrices du cylindre. Sur
une facette parallele a celle-ci, aucune contrainte vectorielle ne s’y exerce.
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Mécanigue des milieux continus
v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes

0 Exemples d'états de contraintes
® Traction ou Compression simples : On donne ci-apres quelques exemples d’états
de contraintes uniaxiales en laboratoire lors d’essais de traction ou de compression
simples :

™

Essai de traction Essai de compression Essai de compression
simple sur acier simple sur béton simple sur sol
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g Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

0 Exemples d’états de contraintes
* Cisaillement simple : Létat des contraintes est dit cisaillement simple s’il est plan
(une des contraintes principales est nulle et les deux autres opposées) :

T=01=-0p+*03=0

Sa matrice représentative peut s’écrire :

0 ¢ O T 0 O
3’=[0’i]’]= T 0 O /(fl,fz;fg) = 3‘: 0O 7 0 /(51152153)
0O 0 O O 0 O
TA fzﬂ
> 7
. R
0, =—T 0 o1 =+T o0y
T

<
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g Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

0 Exemples d’états de contraintes
* Cisaillement simple : Létat des contraintes est dit cisaillement simple s’il est plan
(une des contraintes principales est nulle et les deux autres opposées) :

T=01=-0p+*03=0

0, =T 0 61=+T o0y 5 %
\ 45°

T <<

= Dans le plan des deux contraintes principales opposées, les facettes a /4
correspondent a un cisaillement pur d’intensité 7 (car la contrainte normale
correspondante est o, = (t — 7)/2 = 0).
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Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

0 Exemples d’états de contraintes
¢ Cisaillement simple : On donne ci-apres I'exemple type de cisaillement direct des

' 1S: 2720
(Part-13) 1986

Direct Shear
Test of Soll

Porous plate ———, Loading cap

T pp«‘o led
s / P

O Base plate
Linear low fnction bearing
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https://www.civilalliedgyan.com/2022/11/direct-shear-test-of-soil.html

Mécanique des milieux continus
. Chap. 4 : Théorie de |'état des déformations

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

0 Exemples d’états de déformations

®* Glissement simple : On donne ci-aprés 'exemple type d’état de glissement simple
lors d’essais de cisaillement direct des sols a la boite de Casagrande.

1985

= ——

—— 7

aluuoll - walung) 2ane dooly
Université Mahamed Boudiaf - Msila

Laboratoire pédagogique, Dépal_'_fement de Génie-Civil, Université de M’Sila
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https://www.researchgate.net/publication/330439987_Stick-Slip_Behavior_of_Dry_Fly_Ash
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1985

ﬁ;ﬁ Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

0 Exemples d’états de contraintes

® Traction ou Compression triaxiales de révolution : C’est1’état cylindrique des
contraintes que I'on tente de réaliser en tout point d’'une éprouvette de sol dans un
essai a 'appareil triaxial. Il généralise I'essai de traction ou de compression simples.

Les contraintes principales g, et g3 sont alors égales entre elles, mais non nulles :

0'1:/—'0'2=O'3>0

Le domaine engendré par I'extrémité du vecteur contrainte se réduit a un seul cercle.
_ A

A €1

T 01
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: Mécanigue des milieux continus
v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes
0 Exemples d’états de contraintes

® Traction ou Compression triaxiales de révolution : On donne ci-apres I'exemple
type d’essai triaxial de révolution en mécanique des sols.

B 1
!

SAKARYA

UNIVERSITESI
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g Mécanigue des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes
0 Exemples d’états de contraintes

¢ Contrainte hydrostatique (sphérique, triple, isotrope) : Le tenseur des
contraintes est dit sphérique lorsque les 3 contraintes principales sont égales entre

elles et toutes les directions sont principales. Ainsi, on peut écrire :
01=0,=03=0%0

Sa matrice représentative peut s’écrire :

o 0 O o 0 O
o= [O-ij] =0 o O /(fl;fz; f3) = o= 0 o O /(élréZJéS)
0 0 o 0 0 o
1 = o=0(;,Q¢e;+e,Re,+e;Re3)
0 o 0,:

— Le cercle de Mohr se réduit a un point d’abscisse :
041+ 09+ 03
3 . .
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- Meécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

0 Exemples d’états de contraintes
¢ Contraintes thermiqgues : Dans un solide soumis a un échauffement apparaissent
des contraintes spécifiques, dites « contraintes thermiques », uniformes dont les
valeurs principales sont égales :

01= 0, = 03 = a0l
ou a désigne le coefficient d’expansion (ou de dilatation) thermique et A8 = 6, — 6,

le gradient thermique avec 8, la température actuelle et 8, 1a température initiale.

Le tenseur des contraintes thermiques correspondant est alors sphérique et
représenté par :

ahd 0 0 _
o=|0;]=| 0 add 0 |=arl < o4 =ald;
0 0 ald

Remarque : Sila dilatation du solide n’est pas libre, des contraintes peuvent étre
induites dans le solide. La contrainte totale résultante est la somme des contraintes
thermiques et des contraintes mécaniques. Toutefois, dans le cas ou le gradient
thermique dans le solide est constant, voire nul, aucune contrainte ne peuty étre
induite : les déformations résultantes se réduisent aux déformations thermiques.
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g Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

Q Mesure des contraintes
La mesure directe des contraintes n’est pas possible. On passe toujours parle biais d’'un
capteur de pression (manometre) ou d’'une jauge extensométrique qui mesurent un
déplacement (ou une déformation) et que I'on a étalonné en unité de pression ou de
contrainte.
® Unités et ordres de grandeur : Les contraintes sont homogenes aux pressions. En
conséquence, elles s’expriment en Pascal (Pa). Comme cette unite SI est souvent
trop petite (en particulier dans les solides), on emploie alors le kiloPascal (kPa), ou
le MégaPascal (MPa) ou encore tout bonnement le Newton/mm? (N /mm?).
1 MPa = 103 kPa = 10° Pa
1 MPa =1 N/mm? (= 10 bars)
1kPa=1kN/m? '\

On notera usuellement : Unite peu utilisee . elle n‘est pas legale

e Acier: f = 400 a 500 MPa (Acier HA)
Ader: fe =1 215 235 MPa (Acier RL)

= Béton: f.,g = 20 a 40 MPa (Béton ordinaire)
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Mécanigue des milieux continus
e Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

O Mesure des contraintes

®* Mesure de pression dans les écoulements : La mesure locale se fait a I'aide de
sondes électroniques et/ou a I'aide de manometres.

) S
/ = \
muu NURRITY, ‘5“
4 mno 20000 'r",/ \
//

25000 )
o
30000—1

N837-1
‘:‘.Ih

|

=~

B0~

£ /
A

A %d psi
bar

\ y /
2500/
e o

N MAXIMATOR® o
SR L
N SRS '

Manometre haute-pression (0-2500 e

Sonde de pression électronique o bar), également gradué en psi.
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| Mécanique des milieux continus
v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes

Q Mesure des contraintes
* Visualisation des contraintes (Photoélasticité / Photoélasticimétrie) : C'est
une technique physique d’analyse des contraintes. Elle est basée sur le phénomene de
biréfringence optique qui veut que certains matériaux transparents soumis a des
contraintes mécaniques deviennent optiquement anisotropes (ex. Plaque en

plexiglass).

Photoélasticité

Phénoméne de photoélasticité :
sous I'effet d’'une contrainte extérieure,
ce matériau placé entre deux polariseurs devient
biréfringent
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Mécanigue des milieux continus
v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes
Mesure des contraintes

®* Visualisation des contraintes : Exemple de visualisation des contraintes par

photoélasticité (Essai de traction sur une éprouvette entaillée en U, J. Salencon, 2014)

Tension test
on a U-notched specimen

© Jean Salengon (2014)

The orientation of the polariscope is kept constant. We follow the evolution of the isoclinic and

isochromatic patterns when the tension force is increased steadily.

The vertical boundaries of the notch are isoclinic lines. The isochromatics are spreading out

from the tip of the notch as the loading process is going on. Stress concentration is observed.
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QO Mesure des contraintes

® Mesure indirecte a 'aide d’extensomeétres : (Voir Chapitre 4 : Théorie de I'état
des déformations - Mesure des déformations)

analyse des Contralntes

Mesurer en conditions reelles grace a une association optlmale

! rentabilité et de hautes performances

Sg——— L
. .! / ; !; . H B K '= =‘
‘\1 V)'

HOTTINGER BRUEL & KJER
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| Mécanique des milieux continus
v Chap. 3 : Théorie de I'état des contraintes

Q Applications typiques
¢ Contraintes normale et tangentielle : Les composantes normale g, et
tangentielle o; du vecteur des contraintes s’exercant sur une facette de normale 1

donnée peuvent étre directement calculées a partir du tenseur des contraintes ¢ au

A

int P il inu considéré. t 7
point P du milieu continu considéré dF = adS

> Contrainte normale :

— — t — U —
Onp, —0in; = "N;iO; = niaijn]- | O; = aijnj

»> Contrainte tangentielle :

T = |6—t|: 6'2—0'121 | oc=0on < ai=aijn]-

Exemple : On demande de calculer les composantes normale g,, et tangentielle o; du
tenseur des contraintes & suivant la 1™ bissectrice n (Voir : Exercice 6) :

(/7))
V2
7 0 -3V3 2
a=| 0 25 0 (daN/mm?) & 1%¢bissectrice: 7l = {2 ¢
-3vV3 0 13 2
0
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g Mécanique des milieux continus

v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes

0 Applications typiques
¢ Contraintes normale et tangentielle :

2\ [ 7xLProx2_3v3x0 | [22)
7.0 -3V3[]% Vo rofz
= 0; = 0;jn; = 0 25 0 <£>=< O><7+25X?+0X0 >=<T>
-3vV3 0 13 2 JZ V2 3V6
L0 ) \—3\/§X7+0X7+13X0J Y.
7\/52 25\/52 3\/32
= O'i2=0'12+0'22+0'32=<7) +<T) +<—T) = 349.5
(747
2
_ _[(Vz2 2 25vz | _¥2  7VZ V2 25v2 . 3V6 _ 2
= an—tniai—{7 - 0}<T >—2>< Tt X—- 0 x . = 16daN/mm
36
2 J

= 1= |0} —0f =V349.5—16% = 9.72daN /mm?
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v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes

0 Applications typiques

® Contraintes octaédrigues : On donne parfois une interprétation des invariants I;
et /, en remarquant que sur une facette dite octaédrique dont la normale 7 est

dirigée suivant la 1% trisectrice de composantes {v/3/3,v3/3,v/3/3} dans le repére
principal du tenseur des contraintes . La contrainte normale octaédrique o, et la

scission octaédrique 7, sont alors égales a :

Ooct = 11/3 ‘ _ _
1¢re trisectrice

Toct = 2]2/3
V3/3

Démonstration V3/3
> 0, = oynt + o,ns +o3ni  (Voir page 25) V3/3
2 2 2
V3 V3 V3 01+0,+0
3 3 3 3
01t02+03 I
g = — = —
= Oyt 3 3
2,24 -2 7
2 2 2 O-1+O-2 +0-3 0-1+0-2+O-3 _ 2 . 3 2 =
> 1°=0"—0p = 3 _( 3 =Tt & ]Z—Eo-t | =0l

2 ,2
= Toct = 5\/(01 —03)%+ (0, —03)%> 4+ (63— 01)% = 5]2
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o ChAP. 3 : Théorie de |'état

0 Applications typiques

¢ Contraintes planes : Dans I'état plan

des contraintes

des contraintes ou n; = 0, le systeme

d’équations linéaires par rapport a n? et n2 est donné comme suit (Voir : Cercle de

Mohr des contraintes - page 25) :

0, = o0,n? + o,n3

02 + 0f = 6% = ofnf +ofns5 |

nf+ns =1

D’ou I'on peut écrire :
= g, = g,c05%(@) + g,5in% (@) .

= 01c05%(9) + 05(1 = cos*(9))

= 0, + (07 — 0)cos* ()
) 1+cos(2¢p)

=0, + (07 — 0 5

o41+0 01—0:

= oy =——+—>—cos(2¢)
+ —

o, = 01202 + 01202 cos(2¢)

= {nl = cos(<p)}
ny = sin(e)

0'12

2

12 = gfnf + ofn5 — o2

2
= ofn? + oin3 — (on? + o,n3)

= o#nins + oinsn? — 20,0,n5n3

= (01 — Uz)zn%n% = [(0y — 03) cos(¢) Sin(‘P)]Z

= 1 = (01 — 02) cos(g) sin(e)

A% sin(2¢)

T =
Z
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Dans ces conditions ou n; = 0, le tricercle de Mohr se réduit
alors a un cercle décrit par la contrainte vectorielle ¢ de composantes :

O'1+O'2 01—0>
O, = + cos(2¢) o1t 2 01—\ 2
2 2 1 2 2 _ 1 2
- = a-n - + T4 =|—
__ 917092 . 2 2
T=—_—"sin 2¢

ou @ designe I'angle que fait la facette de normale n avec I’axe e; du repere principal

(8_1, éZ)-
= Cercle de centre C (01;62 ) 0) et derayon R = 01702

A
T
T e f P(oy,, )
o i
2¢i
; v R
P () C On | 01 On
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Les résultats précédents peuvent étre retrouvés en

considérant un tetraedre d’hypoténuse dS = 1 soumis a gy, gy, €t T,,,. L'équilibre de
cet élément peut donc s’écrire :

2Fx =0 = Ty — 0y cos(@) — Tyysin(e) =0
YFy =0 = T, —o0,,sin(@)— 1y cos(p) =0

(Tx = Oyx COS(@) + Ty, sin(g)

= . ,
\T y = 0yy COS(@) + Tyy sin(p) o
) ‘ |

on = Ty cos(@) + T, sin(¢p)
T =T,y cos(p) — T, sin(p)

N Op = — cos(2¢) + Ty, sin(2¢)
T = —@Sin(&p) + Tyy c0S(2¢0)
O'xx+0' 2 Oxx—O 2
= (an——z yy) + 1% = (—2 yy) + 15,

Cercle d c (Z21%2 ) etd R= |(Z==02) 412
= ercle de centre > et erayon = > +'txy
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0 Applications typiques
® Contraintes planes : L'équilibre du tétraedre conduit a I'’équation suivante :

Oy 1 Oy 2 5 Oy Oy 2 )
On—— +T =( > )+1:xy

o N2
= Cercle de centre C (M, O) et derayon R = (M) + 12
2 2 Xy

Ce cercle est appelé : Cercle de Mohr des contraintes
N

T M(Jxx' Txy)
+Tmax

TTyy
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Sil'on désigne par ¢, 'angle que fait la facette AB avec I'axe X,
on peut alors écrire : "

y n
dop 2Tyy
— =0 = tg(2 = r
et les contraintes principales g; et g, s’écrivent : A
( GxxtTyy Gxx—0yy 2 . O M T? f:
01=0Omax =~ 5 + (—2 ) + Ty
< " >
Oyxt+0O \/ Oxx—0 2 2 =
xxTO0yy xx " Oyy
Oy = Opin = — (—) +7T v
L 2 min 2 2 Xy Gy

et la contrainte de cisaillement maximale correspondante s’écrit :

2
_ 4 01102 Oxx—Tyy 2
Tmax = T —J_r\/( 5 ) + T3y

laquelle est orientée suivant I'angle ¢, telle que :

Oxx—Oyy

dt
i 0 = tgey) =—ctg(2¢,)=-

2Tyy
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0 Applications typiques
¢ Contraintes planes :

Mohr representation of the Stress state
© Jean Salengon (2014)
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

» Tenseur des contraintes planes

aije_l-@e_j | = 1,2 & ] = 1,2
_ (011 U12) . (Uxx Txy)
012 022 Txy Oyy

» Formules de transformation

0o =

U
Qi

O'uu
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Oxx—0Oyy

2

2

Oxx—Oyy

2
Oxx—Oyy
2

2

sin(2p) —

CoS(2¢) + Ty sin(2¢)

cos(2¢) —

xy C0S(2¢)

Txy SIN(2¢)

/ (x,y)
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v, ChaAp. 3 @ Théorie de |'état des contraintes

0 Applications typiques

® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »
» Cercle de Mohr des contraintes

» Directions principales

1 _ 2Ty
Tw=0 = (pz(pPZEtanl( T_y)
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O Applications typiques
® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »
» Cercle de Mohr des contraintes

A

o
Txy X o Z(Pp

[ )

\~
o
—T xy yy

Omin

O-m ax

» Contraintes principales

2
amax/min — 2 x \/( 2 + (Tx)’)

— 4+ Omax— Omin

» (Contrainte de cisaillement maximale: t,,,, = + 5
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0 Applications typiques
® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

» Cercle de Mohr des contraintes

A

axx

T

,l.xy o L Ovy / / \ p

uv \

. LF k
Omin

O-m ax

» Contraintes principales

2
amax/min — 2 x \/( 2 + (Tx)’)

— 4+ Omax— Omin

» (Contrainte de cisaillement maximale: t,,,, = + 5
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

7 CercleDeMohr2023V2.ggb
Fichier Editer Affichage Options Qutils Fenétre Aide

Iz 5= o] PN El e lllustration graphique

Analyse graphique des contraintes planes Gl SESGsEk

H’E I
MOHAMED BOUDIAF UNIVERSITY v

Mohamed Khemissa {2023) — Université de M'sila (Algérie)

S

Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr » Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr »
» Tenseur des contraintes planes » Cercle de Mohr des contraintes
F=0;60¢ | i=12& j=1.2 y
T o vy o'yy
= _ (011 012\ _ (Oxx Txy o a-xx/_\ Y
= 77 (021 022) a (Tyx ayy) /.9 Ty 0w [ N
: T QN .
» Formules de transformation A 0 g, 5
v —Tuy \ 17 On o
- \ > P g
Oyu = —a"";ra” + —%‘26" cos(2¢) + T,y sin(2¢) S Eo —Txy Oyy \\y §‘P =
xy
OxxtOyy  Oxx—0Oyy . e =z =
Opy = 22— Teos(Z(p) — Ty Sin(2¢) 2 4—]\
_ o
Tyy = @Sl’n(Z(p) — Txy cos(2¢) >‘P =
» Directions principales

< x
) =0 = = ¢, =Ltan1 (22
Tuv - (p - (pp - 2 an o.xx_ayy
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0 Applications typiques
® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

7 CercleDeMohr2023V2.ggb
Fichier Editer Affichage Options Qutils Fenétre Aide

AN =] Hlustration graphique

»
Analyse graphique des contraintes planes Bl SEbGesdk |

|
MOHAMED BOUDIAF UNIVERSITY @E/
Mohamed Khemissa {2023) — Université de M'sila (Algérie)
Al
Go !... § )

Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr » Rappels de MMC : Analyse des contraintes par le « Cercle de Mohr »

» Cercle de Mohr des contraintes » Cercle de Mohr des contraintes

T 5 T
o o
© x/x / ﬁ :xy Oy x; /\ 2 (pp
uv k—2Y e,
% | /

\ |20
] o,
—Tyw \ =‘k n
—Tyy Oyy \ \/ —Txy Oyy \\iy
O min O min
amax amax
» Contraintes principales » Contraintes principales
Oxxt0 Oxx—0: 2 2 Oxxt0 Oxx—0 2 2
O max/min = 22 + \/(y) + (txy) Ormae/min = 2220 4 \/( e yy) + (Tay)
» Contrainte de cisaillement maximale : 7., = + 2me7min » Contrainte de cisaillement maximale: t,,, = t+ ”"’“";U'""‘
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0 Applications typiques
® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

7 CercleDeMohr2023V2.ggb
Fichier Editer Affichage Options Qutils Fenétre Aide

AN =] Hlustration graphique

»

Analyse graphique des contraintes planes Owe =5 kPa
oy, =2.5kPa

Mohamed Khemissa ( 2023) — Université de M'sila (Algérie)

0,=5 oy = 2EkPa
Plan(Z.4)
. e =2k P
D Plan(X.Y) g-wzz_s
D Plan(i,v) L
T =2 =
o ¥
T -
3 ' Tey = 2k Pa
|
|
2 | | f
-._____+____..q Oz = b kPao
+ ‘ ! |
|
| _
+ -+ + T
-1 T 8 On
-
3
7 ._Hfﬁ_:ﬁﬁ
Echelle=3 Translation=15 Disque = 3.5 é

° e ® 3
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

7 CercleDeMohr2023V2.ggb

Fichier Editer Affichage Options Qutils Fenétre Aide

AN =] Hlustration graphique

»

Analyse graphique des contraintes planes

O = 5 kPa

Mohamed Khemissa (2023) — Université de M'sila (Algérie) oy = 2.5 kPa
0,=5 oy = 2EkPa
V4 Plan(Z.¥)
4 o L T4y = 2.5 kPa
Plan(X,7) 0, =25 Omar = 6.11 kPa
D Plan (i, v) @ Omin = 1.39 kPa
g,.= 2

Um?? = 1,39 kPa Tmaz = 2.36 kPa

_ aa°
~ wp =29
—
3
T,= (375,23
A=(5,2)
gol
Oz =5 kPa
1 4
57.99°
C (611,00
Rl = (1.3910) 2 3 4 5 T B
On
-1
,2 >
B=(25-2) Omae = 6/11 kPa .
- T'=(3.7 3
2 [Py P

Ecran 2 D Cache Cercle
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0 Applications typiques

® Contraintes planes : Analyse graphique par le « Cercle de Mohr »

7 CercleDeMohr2023V2.ggb

Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

AL DO £ N =2 lllustration graphique

Analyse graphique des contraintes planes

.. = 5 kPa
Mohamed Khemissa (2023) — Université de M'sila (Algérie) oy = 2.5 kPa
0, =5 o,y =2kPa
Plan(Z.y)
o L o,y = 2.5 kPa
Plan(X,7) O™ 28 O = 2.5 kPa oun = 2.5 kPa
Plan(ii. ) @ ——_ O'uu:‘SkPa
Oy=2 O'nr.;)r"wf—\ 1.39 kPa Tup = 2 kl:;a
4 @ N Puw = —90
T
3
2 o — 9 kPn
Oz =5 kPa
1
K 1 o-n
-1
-2 :
Tumaz = 6,11 kPa ﬁ
e LT b
5

Ecran 2 D Cache Cercle D Animation —‘
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EXERCICES

Ex.1 En un point M d’'un milieu continu, I'état des contraintes est défini dans le repere
orthonormé (i, X,, X3) par:

0'1120'2220'33:15](1\//7”2 , 0'12:() ) 0'23=031=5kN/m2

On demande de :

- Construire le tenseur des contraintes & correspondant.

- Calculer ses contraintes principales oy = 0, = 03 et leurs directions ny, 1, et ns.

- Calculer ses invariants de contraintes Iy, I, et I3, puis écrire 'équation caractéristique
correspondante. Commenter avec justification les résultats trouves.

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement 7, ,,
correspondante.
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EXERCICES

Ex.2 En un point M d’un milieu continu, les composantes du tenseur des contraintes sont
définies dans le repéere orthonormé (i, x,, X3) par:

0;; = A+ uoy;,

ou A et u désignent deux constantes positives non nulles (parametres de Lamé) et 5= [5l-j] le
tenseur de Kronecker.

On demande de :

- Construire le tenseur des contraintes ¢ correspondant.

- Calculer les invariants de contraintes Iy, I, et I3, puis écrire '’équation caractéristique
correspondante.

- Calculer les contraintes principales o7 = g, = o3 etleurs directions n, n, etz , puis déduire
la contrainte de cisaillement t,,,, correspondante.
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EXERCICES

Ex. 3 En un point M d’un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repere
orthonormé (i, X,, X3) par:

1 -3 2
c=[-3 1 /2| W/mm?).
V2 2 4

On demande de :

- Calculer ses invariants de contraintes I;, I, et I3, puis écrire 'équation caractéristique
correspondante.

- Calculer ses contraintes principales oy = 0, = 03 et leurs directions ny, n, et ns.

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement t,,,,
correspondante.
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EXERCICES

Ex. 4 En un point M d'un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repere
orthonormé (i, X,, X3) par:

0O 1 1
g = [1 0 1] (N/mm?) .
1 1 0

On demande de :

Quelle est la particularité de ce tenseur ? Justifier la réponse donnée.

Calculer les invariants de contraintes, puis écrire I'équation caractéristique correspondante.
Calculer les contraintes principales et leurs directions.

Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement
correspondante.
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EXERCICES

Ex. 5 En un point M d’'un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repeére
orthonormé (i, X,, X3) par:

3 0 0
g=[0 20 0.75a| (x10%2N/mm?),
0 0.75«x a

ou a € [0,1] désigne un paramétre de chargement.

On demande de :

- Déterminer I'état des contraintes en ce point pour a = 0? Préciser la direction de la
sollicitation correspondante.

- Calculer en fonction de a les contraintes principales o; = 0, = g3 et leurs directions ny, 1,
et 713, ainsi que les invariants de contraintes I, I, et I3. Commenter avec justification les
résultats trouvés en précisant le type de sollicitation correspondante.

- Pour quelle valeur de a, notée «,, le tenseur des contraintes &, devient-t-il déviatorique ? En
déduire les invariants des contraintes /4, /, et /3 correspondants.
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EXERCICES

Ex. 6 En un point M d'un milieu continu, le tenseur des contraintes est défini dans le repere
orthonormé (i, X,, X3) par:

7 0 —-3V3
g=| 0 25 0 (daN/mm?) .

-3v3 0 13

On demande de :

- Calculer les contraintes principales g, = g, = g3 et leurs directions 1y, i, et ns.

- Calculer les composantes du vecteur contrainte dans la direction de la premiere bissectrice
du plan (i, X,).

- Tracer le tricercle de Mohr des contraintes, puis déduire la contrainte de cisaillement t,,,,
correspondante.

- Déterminer le tenseur des contraintes dans le repére direct (¥, ¥,, ¥3) défini par x; = y; et

(X3, ¥,) = 30°.
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TRAVAIL PERSONNEL

Soit I’état plan des contraintes représenté ci-dessous. On demande de représenter le
cercle de Mohr des contraintes, puis de déduire graphiquement les contraintes

principales o; et g, et I'angle de rotation 6, correspondant, ainsi que la contrainte de

cisaillement maximale 7,,,, et 1’angle de rotation 6 correspondant.

Ak|= )_,l
§ oyy =4 MPa
=A
”g 1> 0y =3 MPa
b—-) 6.y =3 MPa M’
DI\ e
= M I 4‘ =8 MPa
M’(4,—3) ( * 0 M I ) f’
S
R
=
_ A ™
t “a 6_
bk
N
M(8,3) M A >
y | 0, =8MPa N
72
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