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Q Vecteurs

Z
* Définition d’un vecteur 2 =V
A — Yz T
V=Vi+V,j+ Vk=04=x0+yj+zk /| &7 2) A4, Yar Za)
1 0 (O v
ou:i= {0 ] = {1} et k = {O} désignent les vecteurs unitaires. .
0 0 1 kif; Ya=Vy
V. X4 =V, ?0 y
= V=W =ik, %} / &7 2) g
V Tt — transposée

* Exemples de vecteurs

- Pesanteur

- Forces de tension

s m—
Gy

- Force de compression |

- Force de butée W
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o Vecteurs 21
* Définition d’un vecteur 2 =V
A — Yz T
V=Vi+V,j+ Vk=04=x0+yj+zk /| &7 2) AXa Ya,74)
1 0 (O v
ou:i= {0 ] = {1} et k = {O} désignent les vecteurs unitaires. .
0 0 1 ky/; V0=V,
V. X4 =V, ?0 y
= V=W =ik, %} / &7 2)
I/Z Tt - transposee

* Exemples de vecteurs

- Pesanteur

- Forces de tension

- Force de compression

F, - Résultante des forces de poussée

- Force de poussée

E, - Résultante des forces de butée

- Force de butée
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a Vecteurs

* Notation des vecteurs

ZA fBA
Zy =V, | x3 = V3
A(x4, Y4, 24) A(xy, X2, %3)
V %
zu :]_, Ya = [{y . €34 :e_z Xy = l/lz .
x4 =V, ?O y x1=V; 3_10 Xy
X X1
Vi 1
V = Vy — I/xi)‘l' Vy—)‘l' I/Zk V = VZ = Vle_l + Vze_z'l‘ V3e_3 = I/pe_p
|74 V.
z 3 p =123
Notation de l’ingénieur Notation indicielle
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Q Vecteurs

* Convention d’Einstein : Notions d’indice franc et d’indice muet

> Indice franc: Soit A un vecteur de I'espace euclidien Ej, tels que A,, 4, et A5
désignent les composantes de A dans le repére cartésien (X, X, X3).

= A; - représente la i composante de 4, I'indice i, qui prend une valeur 1, 2
ou 3 quelconque, mais fixée, est ici un indice franc.

» Indice muet: Si on considere maintenant les relations suivantes :

" Ay = Ligxq + Ligxa+ Lyizxs = Z;:i Lijxj = Lyjx;

" Ay = Ly1xq + Lypxo+ Lyzxz = Zj:i Lyix; = Lpjx;

" Az = Lzyxq + Lapxp+ Lyzxs = Z]::i Lyjxj = L3jx;

ou L;; designe un opérateur linéaire (Voir § Tenseurs).

= L'indice j, qui prend toutes les valeurs 1, 2 et 3, est ici un indice muet.

= A; = Lijjx; telsque i = 1,2,3 (indice franc) et j = 1,2,3 (indice muet).
Nota: Les lettres choisies pour les indices francs et muets doivent étre différentes.
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0 Vecteurs

* Norme d’un vecteur
Soit le vecteur V = YV, V,, V3} défini dans le repére cartésien (%, X,, X3).
= V=Vie, + o+ Vs&3 = Y0 - V,8, = V,&, (p =1,2,3 - indice muet)

La norme r du vecteur V mesure sa longueur dans I'espace euclidien E3. Elle est
égale a :

r=|V||=V- =/ JV2+V2+V220

L i = |
Sachant que : V-V = (Vlél + Vze_2+ V3§3)(V1§1 + Vzéz'l‘ Vge_g) | e_le_] = {O zi i #:j;

O mOD

_  wp=3 B o
= V-V =0V +V,V, + V3V =3 "IV, = VW, =V = VP + Vi+V3
Propriétés :

= VLV, #V, o \/Vf +VE+VE#Vi+ V4 V3

La norme ne s’annule que pour le vecteur nul 0: (r = 0 ssi V = 0).

La norme du produit de V par un nombre réel k est égale a: ||kV|| = |k|||V]I.
Tout vecteur V a la méme norme que son opposé: ||V|| = ||[=V|I.
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Q Vecteurs

* Opérations sur les vecteurs

Désignons par A et B deux vecteurs de I'espace euclidien Ej, tels que :
= A4, A, et A; sontles composantes de A dans le repére cartésien (X, X, X3).
= B,,B, et B; sont les composantes de B dans le repére cartésien (X, X, X3).
» Produit scalaire : Le produit scalaire des vecteurs A et B est défini par :
— — :3
A-B=ABy +A;B; + A3B3 = Y"1 A,B, = A,B,
Ici, 'indice p prend toutes les valeurs possibles (1,2,3) : c’est un indice muet.

La convention de I'indice muet est donc une simplification d’écriture.

Naturellement, tous les changements de lettre sont licites pour un indice muet
donné. On peut donc indifféeremment écrire :

Apo = Aqu = AlBl = AiBi = A]B]
Notal: A-B=A,B,=B,A,=B-A

—> Le produit scalaire est commutatif
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Q Vecteurs
* Opérations sur les vecteurs

Nota 2 : Si, par exemple, maintenant on considere A; = L;;x; et I'on calcule :

A-B=A,B, = ByA, = B,L,.x,

tels que p et g sont des indices muets.

= Dans deux sommations indépendantes (ou plus) dans un méme monome,
on choisira une lettre distincte pour chacun des indices muets

correspondants. En d’autres termes, on ne devra jamais trouver plus de
deux fois le méme indice dans un monome.

Nota 3 : On peut noter que : Quiz
dexm=dded  FREIEEEREREEES
L L indice muet x2 7 ? ? ? ?
indice franc XixX; | ? ? ? ? ?
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Q Vecteurs
* Opérations sur les vecteurs

Nota 2 : Si, par exemple, maintenant on considere A; = L;;x; et I'on calcule :

A-B=A,B, = ByA, = B,L,.x,

tels que p et g sont des indices muets.

= Dans deux sommations indépendantes (ou plus) dans un méme monome,
on choisira une lettre distincte pour chacun des indices muets

correspondants. En d’autres termes, on ne devra jamais trouver plus de
deux fois le méme indice dans un monome.

Nota 3 : On peut noter que : Quiz
X2 # x;x; = x2 + x2 + x2 nn!
L L indice muet x> 0 1 4 9 16 ..
indice franc xix; 0 3 12 27 48
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Q Vecteurs

* Opérations sur les vecteurs
Nota 4 : On peut noter que :

V-W=|V| x||W| x cos(a)

D’ou I'on peut écrire :

VI’WP
W= Wi~ JV,7, x JW,W,

tel que p = 1,2,3.

cos(a) =

Soit donc:
VW, + VoW, + VW,

cos(a) =

\/Vf + Vi +VEX \/Wf + W5 + Wy

Nota5: V-W=;(I[V+WI|?-|V-W|?)
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Q Vecteurs

* Opérations sur les vecteurs
> Produit vectoriel : Le produit vectoriel des vecteurs A4 et B est un vecteur C défini

comme suit :
e; e, e3
ANB=|A; A, A3|=C=C.e,+Cye,+ Cze;g
B, B; Bj;

(A;B3 — A3By)e; — (A1B; — A3B;1)e; + (A1B; — AyB,)é3

Cy = A;B3; — A3B, = €1334,B3 + €13,A3B,
= Cy = A3B; — A1B3 = €33143B1 + €31341B3 = (; = €ijrAjBy
C; = A1B, — A;By = €31241B, + €3214,B;

+1 si (i,], k) est une permutation paire de 1,2,3 * Symbole
tel que: €ijk =4 —1 si (i,, k) est une permutation impaire de 1,2,3 ** | g, permutation
0 dans tous les autres cas

* Permutation paire : €153 = €531 = €31, = +1
** Permutation Impaire : €13, = €313 = €377 = —1
M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila [ 12 -
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diaf

a Vecteurs

* Opérations sur les vecteurs
» Produit mixte : Le produit mixte de trois vecteurs U, V et W est défini par :

u, vi w,
Us Vz W;
Nota :

= |(U,V,W)] est égal au volume V du parallélépipéde engendré par ces trois

vecteurs.

Exercice 1

h=|e_3'VT/|

S=IUll x IVl x sin(U, V)
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a Tenseurs

* Définition d’un tenseur

Un tenseur du second ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout

vecteur V de I'espace euclidien E5 un vecteur W de ce méme espace, soit :
W =T{) =  W;=¢t;V; | t;-valeursdutenseurT
Le caractére linéaire du tenseur T permet d’énoncer ce qui suit :

« Un tenseur du second ordre T (V) est déterminé de facon unique si I'on connait
ses valeurs t;; prises pour trois vecteurs V linéairement indépendants ».

Si e; désigne les vecteurs unitaires d’'une base orthonormée (i = 1,2,3), le tenseur T
est donc parfaitement défini pour ces trois vecteurs :

T(e;) =tje; | j=123 ;
c’est-a-dire par les neuf nombres ¢;; qui constituent la matrice des composantes du
tenseur dans la base orthonormée (&4, €,, €3). En effet, on a:

?(V) = ’1=-'(V]€_]) T(ej) tuel — tUV Wl-e_l- — W = M/l — tijVj
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a Tenseurs

* Notation des tenseurs

Un tenseur T du second ordre peut étre noté dans la base orthonormée (e, &,, &3) :

» soit par une seule lettre, c’est-a-dire par ses composantes en notation vectorielle :

_ Ty B t11 ~ t21 ~ t31
T={T;} =<T, | T; =1tz , Ty =7la2¢ , T3 =1{l32

{13 t23 i33

ouencore: T = {t11,t12,t13,821, 822,823, 831,832, t33} ;

» soit encore par la matrice correspondante en notation indicielle :

_ t11 t12 lg3 _
T=[tj]=|tz1 t2z tz3] = T=¢;e,Qe; | i=123 & j=1.23
l31 U3z 133

Nota : En mécanique des milieux continus, I’écriture matricielle des tenseurs est
privilégiée a I'écriture vectorielle.

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 16



g Mécanique des milieux continus
i~.—. Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

a Tenseurs

* Exemples de tenseurs

Deux tenseurs sont utilisés en mécanique des milieux continus : le tenseur des
contraintes ¢ et le tenseur des déformations linéarisé ¢ :

» Tenseur des contraintes :
= — o= . . %t AO33
g = O'ijei®ej | L= 1,2,3 & ] = 1,2,3 _
=
0 =0116,8¢e; + 01,6,0€; + 013€,8¢e3
+
021€28€e1 + 02e,8e; + 033e;,Qe3
+
031€38e, + 03e38e; + 033e38e3 -
011 O12 O13 o;; — Contraintes normales
= 0 = [ai]-] = |021 022 O023| |
031 032 033 0ij|i=j — Contraintes tangentielles

Détails : Voir Chapitre 3
M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 17
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a Tenseurs

* Exemples de tenseurs

Deux tenseurs sont utilisés en mécanique des milieux continus : le tenseur des
contraintes ¢ et le tenseur des déformations linéarisé ¢ :

» Tenseur des déformations :
= — o= . . %51 AéEs3
E = €ijei®ej | L= 1,2,3 & ] = 1,2,3 _
=
£ =¢116,0€; + £28,0€; + £13€,0€3
£r1€620e1 + £902e,Q8e, + £,3e,Qe;3 e‘l‘/sl1 6_2 &
+ A,
£31€3Q8e; + £3e38e; + £33e30e3 -
£11 €12 €13 g — Déformations normales
= =|gj| =|821 €22 &23] |
€31 €32 £33 &iji=j — Déformations tangentielles

Détails : Voir Chapitre 4
M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 18
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voer. Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

a Tenseurs
* (Cas particuliers

> Pseudo-tenseur : A un tenseur antisymétrique Q du second ordre, on peut associer
un pseudo-tenseur (ou vecteur axial) @ de composantes :

1 : :
w; =7 €ijkkj |  €ijx - Symbole de permutation (Voir page 14),
c’est-a-dire : w1 = .Q.32 , Wy = .Q.13 , w3 = .Q.21

» Tenseur unité : On appelle tenseur unité, noté Soul, I'opérateur identité qui, a

tout vecteur V, fait correspondre ce méme vecteur V, c’est-a-dire : V = 8V.

Soit donc:
1 0 0 1 si i=j
_=[6i,-]=l0 1 0] = 6= = V;=6;V;
0 0 1 0 si i#j

Les composantes du tenseur unité sont donc les symboles de Kronecker, c’est
pourquoi il est aussi appelé : Tenseur de Kronecker.

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 19
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a Tenseurs
* (Cas particuliers

> Trace d’un tenseur : La trace d’un tenseur T =
éléments de la diagonale. Soit donc :

TT(T) = tii = t11 + t22 + t33
Nota : La trace du tenseur unité § est égale a:

TT(5)=5ii=511+522+533=1+1+1=3

[tij] est égale a la somme des

> Déterminant d’un tenseur : Le déterminant d’un tenseur T du second ordre est

défini par la relation suivante :

det(T) = - €jk€pqrTipTjqTier

Soit donc:
Ty1 Ty, Ti3
= T. T. T. T. T T
det(T) = [To1x Tz Tas| =Ty T22 T23 _ T21 T23 FTys |2 2
T T T 32 33 31 33 31 32
31 132 I33

= T11 (T2 T35 — T32T23) — T12(T21T33 — T31T23) + T13(T21T3_2 — T31T_22)
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Q Tenseurs

* (Cas particuliers

> Tenseur transposé : Le tenseur T transposé, appelé aussi tenseur adjoint, d’'un

tenseur T = [ti j] est défini par:

T = [t
_ t11 tiz U3 _ T T o
Soitdonc: T = [tl-j] = |ly1 Ty {33 = T = tji] = |t12 Ta2 32
t31 l3z2 33 t13 l23 33
Nota:

. t(T T ) tT' .tT ou T et T' désignent deux tenseurs quelconques du
second ordre ; - étant le symbole du produit simplement contracté.

" bty = tijtkj = tjitj; = tjty; = 8 (Les indices peuvent étre permutés a
volonté)
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a Tenseurs

* (Cas particuliers

» Tenseurinverse : On appelle tenseur inverse T-1= [ti j_l] du tenseur T = [tl- j]
lorsque le produit simplement contracté de ces deux tenseurs est égal au tenseur
unité (Voir page 23 : Opérations sur les tenseurs). Soit donc :

T . 1=1_1 =0 = tijtjk = 6ik

Condition d’existence :

» Tenseur du second ordre

* Tenseur non singulier : det(7=") * 0

Nota:

tijtix = tijtij = tjity; = tjity; = 6y (Les indices peuvent étre permutés a
volonté)
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a Tenseurs

* (Cas particuliers
» Tenseur symétrique : On appelle partie symétrique (ou partie paire) du tenseur T
du second ordre, le tenseur T, défini par :
— 1 ,= —
T, = z (T + tT) = (Ts)ij — (Ts)ji
= TT'(’T-'S) = (Ts)ii = Tii = TT'(T)
» Tenseur antisymétrique : On appelle partie antisymétrique (ou partie impaire) du
tenseur T du second ordre, le tenseur T, défini par :
= 1 ,= =
T, = > (T — tT) = (Ta)ij — _(Ta)ji
= TT'(’T-'a) = (Ta)ii =0
Nota:
s T=T,+T,
T,:

Ty = (To)ij(T9) ji = —(T) ji(Ts)ij = —Tp: Ty = 0
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Q Tenseurs
* Opérations sur les tenseurs
> Produit tensoriel : Le produit tensoriel de deux vecteurs U par V, que I'on note
U®V, est le tenseur W d’ordre 2 défini par la forme bilinéaire :
(X,Y) - (U-X)(V-Y) quiapour composantes W;; = U;V;.

On remarque que ce tenseur U®V fait correspondre a tout X le vecteur U(V - X)

n.luunll w.nlg,ng.u 2030 cmnl.:

colinéaire a U.
_ Wi Wi Wis u,v, UV, U,V;
= W=UQV = W;=UV;=|Wy Wy Wy|=|UV; UV, U,Vs
Ws1 Wiy Wss UsVv, U3V, Us3V;3

D’ou, I'on peut écrire le tenseur T dans la base orthonormée (&, &5, &3) :

_ ti11 liz t3 _
= [tl]] = t21 tzz t23 = T = tl]é ®é] | [ = 1,2,3 & ] = 1,2,3

Nota:
= Le produit tensoriel n'est pas commutatif : W;; # W;; pour i # j
= Tenseur de Kronecker: & = = e,Qe; + e,Q¢e, + e3Qeé;

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila - 24 | |
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Q Tenseurs

* Opérations sur les tenseurs
» Produit simplement contracté : Le produit simplement contracté de deux tenseurs
A par B, que 'on note 4 - B, est égal au tenseur C du méme ordre défini par

n.luunll w.nlg,ng.u 2030 cm.nl.:

I'opération suivante :

C=4-B = Cij = AiBy; ; k -indice muet
Nota :
= A=A-6 = A=Ay =4
= AV =488 Ve, = A;;8Q8 - &,V = 488 Vi = AiVie;

» Produit doublement contracté : Le produit doublement contracté de deux tenseurs
A par B, que 'on note 4 : B, est égal au scalaire (tenseur d’ordre zéro) défini par

I'opération suivante :
j : § = Al]Bl]
Nota :
= /T : S = AU6U = Al]6]l = Aii = TT'(/T)
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diaf

a Tenseurs

* Opérations sur les tenseurs
» Opérations particuliéres : On peut démontrer les relations suivantes (Voir Séries

d’exercices) :

. [rr()]” = M,,M,,

" Tr(M?) = MpgMg,

« Tr(M'M) = M, M,, = Tr(‘MM)

= 61][,] = Vi

- 6ququ = VlWl

= 6ii=6i =0;,0

pOpi ipOpq0qi = 3

ou M désigne un tenseur du second ordre quelconque, 5 le tenseur de Kronecker
(Tenseur unité), VV et W deux vecteurs quelconques.
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o Tenseurs

Exemples de calcul

v’ Produit tensoriel

011 012 033
Soit: 0 =021 O3 033 /(6_1 , €5 ,6_3)

031 032 033

On peut écrire :

o= 0'11§1®e_1 S5 0'128_1®§2 Sl 0-138_1®e_3

_I_
0718,Qe; + 0,,e,8¢e, + 0,38,Q¢e3

_I_
031830¢e; + 03,e3Q¢e; + 03363Qe;3

Soit donc:

Qll
I

aijéi®_j

Exemple 1 : Cylindre creux

F
21Re
M
' = onR?
= _r
0O 0 O
3 =10 0 =t / (e_r ) e_B ) e_z)
0 7 o
=
g = 0&,Q¢é, + 0(&,Q¢éy + e9R¢é,)
+0(e,Qe, + ¢,8¢é,) + 0e,.Qé,
+1(epQ®e, + €,Q8¢éy) + 0e,Qe,
=

o = oe,Re, + 1(ey,Qe, + e,8ey)
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a Tenseurs
* Exemples de calcul

v’ Produit simplement contracté

011 012 033
Soit: 0 =021 O3 033 /(6_1,6_2;6_3)

031 032 033

_ diy dip di3
et d=|dy; dy; dy3|/(e1,6;,63)
d3; dzp dss

On peut écrire :

)|
Qll
Ul

= Cij = aikdkj

Exemples :
€11 = O11d11 + 012dy1 + 013d34
C13 = 011013 + 012d53 + 013d33
C23 = O1d13 + 0y2d3 + 053d33
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Exemple 2

1
0) / (e_l le_Z '8_3)
a

1
O) / (6_1 ,8_2 ;9_3)
1

Qul
|
K

II
_ o R PO
O rRr O ORKR O©

o - E (=4 Cijzo-ikdkj

=0401 1 0 1
C=<Oa0)-<010)
1 0 a/ \1 0 1

= C11=QX1+OXO+1X1
C13=aX1+OXO+1X1
;3 =0X1+ax0+0x1

_ a+1 0 a+1
=2 C= 0 a 0

a+1 0 a+1

Remarque: Tr(C) = ¢; = 3a + 2
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a Tenseurs Exemple 3
* Exemples de calcul a 0 1 )
i 3: 0 a 0 / (e_ ;e_ )e_
v’ Produit doublement contracté 1 0 «a e
Soit: A — tenseur du 4%™¢€ ordre 3 10 1 / )
_ . =0 1 O e1,6,,e
o — tenseur du 2°™€ ordre 1 0 1 e
a — scalaire
=
On peut écrire : a=0d o a=oudy
C=45 o C;=A4 -
= A:0 ij = AijklOkl a=ax1+0x0+1x1
_ = _ = +0X0+ax1+0x0
a=0:d=o0d,;=Tr(7-d) +1x14+0X0+ax1
_ =
Soit donc: 5 — D -9
a = 011dy1 + 012dy1 + 013d31 -
0,1d 0,,d 0,3d _ =
T 021012 + 0220, + 02303, a=Tr(7-d) =cy =3a+2
+031d13 + 03,d33 + 033d33
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ﬁ’ﬁ Mécanique des milieux continus
voer. Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

a Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

* Gradient d’une fonction scalaire

L'opérateur gradient d’'une fonction scalaire, notée ¢, est défini par :

grad(¢) =V =% = ¢ &

(99) /&,
axl
P _S4 _ )0 99  0p| _ ) 0P _
= grad(¢) =V = {axl ' 9y axJ = 1 o, > [Xo (Vecteur)
99 _
\0x3/ /x3

* Divergence d’un vecteur
L'opérateur divergence d’un vecteur, noté 4, est défini par :

div(A) = = = A;;

dA dA d0A
1 _I_ 2 _I_ 3
X1 axz 6x3

= div(A) = (Scalaire)
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Q Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

* Rotationnel d’un vecteur
L'opérateur rotationnel d'un vecteur, noté 4, est défini par :
T_Ot(Z) = eijkAk,jéi
= 70t(A) = (A3 — Az3)8 + (A13 — Az1)ér+ (A1 — A1,)83

- dA; 04 94, 04 04, A
= rot(4) =" {—3 ——=  — — —= — —1} (Vecteur)

axZ a.X'3 aX3 axl ! 6x1 axZ

* Laplacien d’une fonction scalaire
L'opérateur laplacien d’une fonction scalaire, notée ¢, est défini par :

AP =—=5 =

2 2
= A¢ = 9°¢ s FS. qzb (Scalaire)

ox% = Ox: = 0x3

D’ou I'on peut écrire :

A = div (grad(9)) = div(V¢)
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a Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

* Gradient d’un vecteur

L'opérateur gradient d’un vecteur, noté A, est défini par :

grad(A) = Al’]él®é]

d0A; 0A; O0A4
dxq O0x, O0x3
0A, O0A, O0A,
dxq 0x, O0x3
J0A; 0Az O0A4A3
dxq4 O0x, O0x3

= grad(A)— i g e;®e; =

Xj

(Tenseur)

0A 0A d0A
1 + 2 + 3
X1 axZ aX3

P
o

Nota: Tr (ﬁ(ﬁ)) div(A) =
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a Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

* Laplacien d’un vecteur
L'opérateur laplacien d’un vecteur, noté 4, est défini par :

92 A;
A(A) =~ ox2 — Al]]el
]

) )

= A4 = t{

0%A,  0%A, 0%A4 0%A, = 0%A, 0%A, 0%A; = 0%Ag 62A3}

dx2 dx3 dx3 dx? dx3 dx3 dx2 dx3 dx3

= A(A) = grad(div(4)) — rot(rot(4)) (Vecteur)

* Divergence d’un tenseur

L'opérateur divergence d’un tenseur, noté T, est défini par :

F:_ ([ atl] — —
dlv(T) = 3 e = t,-]-,]-e,-
(0t11 n Otz n 0t13) /fl
tq:: 0xq dx, 0x3
= 11 ot ot ot
ot o 21 22 23 —
= div(T) ={tzjj =5 oxs T ox, T ons ( /%, (Vecteur)
t3j,j Otsq n Bty n dtss
\dx; 0x,  Ox3) /X3
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a Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

* Laplacien d’un tenseur
Lopérateur laplacien d’'un tenseur, noté T, est défini par :

A(Ty) = tijj;

0%t1, 0%t 0%tq3
dx2 dx2 dx3
0%ty  0%ty; 0%t
= A(Tl-j)= ox:  ox2  oxd (Tenseur)
0%t31 0%t3y 0%tss
dx? dx2 dx3
NUd . ij x2 02 0x2 ii,ii
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a Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

* Quelques identités remarquables
> div(A¢) = ¢pdiv(A) + A - grad(¢)

rot(Ad) = ¢rot(A) + grad(p) A A

div(A®B) = grad(A) - B + div(B)A

div(AAB) = B -rot(A) — A -rot(B)

vV VWV V V¥V

div(rot(4)) =0

A\

rot (grad(¢)) =0

> div (W(cp)) = A

> rot(rot(A)) = grad(div(4)) — A(A)

M. Khemissa — Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila 36



ﬁ?;ﬁ Mécanique des milieux continus
voer. Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

a Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

S|

* Théoréme de la divergence

Le théoreme de la divergence est défini par la relation suivante : as

fV e dV J¢ FnidS  (Formules de Gauss, 1813 ;
de Green, 1828 ; d’Ostrogradsky, 1831)

ou S désigne la surface fermée (frontiere du volume 1) de normale extérieure n et
F peut étre une fonction scalaire (¢), vectorielle (V) ou tensorielle (T).

= Dongc, on transforme l'intégrale sur le volume en une intégrale sur la frontiere.

Formule d’intégration par parties :

Silonpose: F=uvr = F'=@v) =uv—uw

= Vu—dV Jg uvnds — [, gvdV
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0 Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

Théoréme de la divergence

En mécanique des milieux continus, on a souvent besoin du théoreme de la
divergence établi en analyse vectorielle sous différentes formes :

Dans le plan

Jy grad(¢)av = [; (¢n)dS " Jg grad(¢)ds = [, (pn)dl
[, div(@av = J, (V- n)ds . [ div@Wds = [, (V-w)dl

¢ - champ de scalaires

V - champ de vecteurs continument différentiable dans le volume fermé V

~]

dV - élément de volume fermé o
dS - eléement de surface S qui forme la frontiere du volume V
7 — vecteur unitaire selon la normale extérieure a dS

dl - élément du contour [ qui forme la frontiere de la surface S
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Coordonnées curvilignes

- A = A €z = A K
X3 X3 € X3 7] ~
x3 rR e(p
; » M(xq, %2, x3) , M(r,6,2) M(r, 8, )
|/ & o,
egu ?2 i 9|C2 R : - 9 -
x e el R 0 &z ° *2
% CA o ¢
0<6<2n 0<6<2n
O0<ep<m
Coordonnées Coordonnées Coordonnées
cartésiennes cylindriques sphériques
e, = cos(0)e; + sin()e, e, = sin(0)[cos(p)eé; + sin(p)eé,]| + cos(0)é;
ég = —sin(0)ée; + cos(0)e, ég = cos(0)[cos(p)é; + sin(p)é,] — sin(6)e;

e, = —sin(p)é; + cos(p)e;
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0 Coordonnées curvilignes

* Coordonnées cartésiennes

Les résultats sont donnés dans la base (e, é,, €3).

> Fonction scalaire : f(M) = f(xq, x5, x3)
af _

af _ af _
= grad(f) = 356 = L-e

1+

0%f 62f 0%f  0%*f

" Af=ax2= > T

i

9x? = 0x2

2
0x3

af_

2+

D M(xllXZI X3)

> Vecteurs : V(M) — Vl(xlr .X'z,Xg)e_l + VZ (xll Xz,x?,)e_z + VS(xll lexS)e_S

o

_ ov, _dvy , Vv, | OV
i} div V — i — 1 2 3
( ) 0x; dx 1+6x2+ax3
AV Vi _ ovs _ 9V
. ovVjoVy —3 _ 22
u T‘Ot(V) El]k Axp ax] 9x. C1 T (6x2 dx3
ov, odv; dv;
6x1 axZ aX3
_ 3 B 6V2 6V2 aVZ
L grad(V) = Vi,jei®ej = 0xq Oxp 0x3
6V3 aVS aV3
6x1 axZ ax3
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0 Coordonnées curvilignes
* Coordonnées cartésiennes

Les résultats sont donnés dans la base (e, é,, €3).

p M(axq, %2, X3)

> Tenseurs: T (M) = T(xq, Xy, X3) = T;j(x1, %2, x3)€;Q€;

oTij _ oT oT 0Ty3\ - €34
k dw(T)——” l=( === 13)61

6x1 axz 6x3

X1 7 _e ____:::z:’//
oT. oT. oT. 1 '
_I_( 21_I_ 22+ 23) ~

6x1 6x2 6x3

+ (6T31 + G + 6T33)

6x1 6x2 6x3

N |
=
=

o) |
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0 Coordonnées curvilignes .

= A _
* Coordonnées cylindriques i €
Les résultats sont donnés dans la base (e, &g, €,)*. A
> Fonction scalaire: f(M) = f(r,0, z) L
' T
af _ af _ af _ |
: grad(f) Lo +-Leg+2Le X
2 92 O f;
: 16f 1 0% _f
Af a 6r2 T or T r2 902 u X 0
> Vecteurs: V(M) = V.(r,0,2)e, + Vy(r,0,2)ey + V,(1,0,2)é, 0<6=<2m
s Jip(y =y Ve 10Ve | OV,
dw(V) ~ or T r +r a0 T 0z
' ror(7) = (A= ) g (B D) (e _ 10y
rot(V) = (r 20 a2 )¢ TG, T )t G a6 )
v 1 (% v ) wVr
or r\ae ) ‘oz
C e = [ (%o yy) e
grad(V) | or r \ 00 +Vr 0z
WV 19V, A3
ar r 060 0z
* e.=cos(0)e, + sin(8)e,
eg = —sin(8)é; + cos(0)e, _
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0 Coordonnées curvilignes _
* Coordonnées cylindriques X3 €p

Les résultats sont donnés dans la base (e, ég, €,).

M(r, 8, z)
> Tenseurs:T(M) =T(r,0,z) = T;;(r,0,z)e;®¢; e
' T
oT 10T oT, T !
« div(T) = ( e e ee)er ‘
oT ' 10T ZaT rZT 0T %
or 2900 0z 0\ > N
+(6r +r 69+az+ r)ee 3 0
o, 10T 0T, = Ty —
+(air+? age+agz+%)ez 0<6<2n
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o Coordonnées curvilignes
* (Coordonnées sphériques
Les résultats sont donnés dans la base (e’r, €g, éq,)*.
> Fonction scalaire: f(M) = f(r,0, )

- _ a_f _ la_f _ 1 af _
grad(f) rt €p t+ r sin(8) de €

0%f za_f iazf cot(6) of 1 0%f

" M) =t TR T T a0 72 sin2(6) d¢p?

* e, =sin(8)[cos(p)é; + sin(p)é,]| + cos(6)é;
ég = cos(0)[cos(p)é; + sin(p)e,] — sin(6)eé;

e, = —sin(p)e; + cos(gp)e,
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n.luunll w.nlg,ng.u 2030 cmnl.:
iversité Moham

Q Coordonnées curvilignes
* (Coordonnées sphériques
Les résultats sont donnés dans la base (e’r, €g, éq,).

> Vecteurs: V(M) =

V.(r,0,p)ée,. + Vy(r,0,p)eg + V,(r,0,p)e,

. Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

. dw(V) _ % 10Vg 1 dVyp . 2Vp+cot(6)Vg
r 06 r sin(@) d¢p r
— = 1 9V avy avq, 19V,|
= roi(V) = lr sin(¢p) 06 61‘] et |5~ ;% €2
F avq, 1 avq,] B
r 0@ r sin(p) 06 3
v, 10V, Vg 1 v Vo
or rae r rsin(0) dp 1
— dVg 10Vg Vi 1 Vg V(p
- grad(V) “lor roe " ¥ _rsin(e) dp rtg(60)
Vg 10V, 1 Vy  Vg+tg(B)V,
or r 96 rsin(8) do rtg(60)
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0 Coordonnées curvilignes -

- X
* Coordonnées sphériques 3 /& 7
Les résultats sont donnés dans la base (e’r, €g, éq,).
_ _ M(r, 6, ¢)
> Tenseurs:T(M) =T(r,0,¢9) = T;;(r,0, p)e;Qe; -
ey
i aTrr 1 0T g 1 aTnp 2Tr—Teo—Tpep+Tre cot(0)] _
dlv(T) l r 00 rsin(8) d¢ r r 0T ;f:
n 0T oy 41 dTgg 1 0Top | (Teo—Tpy) COt(0)+3T‘r9] z, % @
or r 00 rsin(@) d¢ r
) 0<60<2m
+ [0T 10Tyg 1 0Tyy , 3Tre+2Tgy cot(H) 5 0<gp<m
| or r 00 rsin(@) de r
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EXERCICES

Ex. 1 Soient deux points M (4,3,0) et N(3,4,0) définis dans un repére orthonormé (i, x,, X3).

On demande de :

Représenter les vecteurs V. = OM et W = ON, puis calculer leurs normes ry et 7.
Calculer le produit scalaire V - W.

Calculer le produit vectoriel U = V AW,

Calculer le produit mixte (U, V, W).

Calculer le produit tensoriel T =VQW.

Calculer la trace du tenseur T.

NSO s DR

Calculer le déterminant du tenseur 7.
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EXERCICES

Ex. 2 Soit le tenseur suivant :
B 8 3 0
T = (3 0 O)
0O 0 4

2. Sa partie antisymétrique 7=’a.
3. Sa trace.
4. Son déterminant.

On demande de calculer:

1. Sa partie symétrique T,.
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EXERCICES

8 3 0
-3 —4 0
0 0 -4

Ex. 3 Soit le tenseur suivant :

Il
[l

On demande de calculer :

1. Sa partie symétrique T,.

2. Sa partie antisymétrique 7=’a.
3. Sa trace.

4. Son déterminant.
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EXERCICES
Ex. 4 Démontrer les identités suivantes :
1. [rr(iD)]" = My My,
2. Tr(M?) = My M,

3. Tr(M ‘M) = My M,, = Tr( ‘MM)

pq-"pq
5. Opg W =ViW,
6. Sii = 6ip6pi = 5ip6pq6qi = 3
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EXERCICES

Ex. 5 Soit la fonction scalaire suivante : ¢@(X) = X2

On demande de calculer:

1. grad(p) =V
2. M) = div(V)
3. rot(V)

4. grad(V)

Ex. 6 Soit les deux vecteurs suivants: U =x et V = 2x

On demande de calculer :
1. grad(V) =M

U grad(V)
grad(V)-U

div (i)

A(V)

g Y
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EXERCICES

Ex. 7 Soit les tenseurs suivants: M = ¥®&; et N =& ®x

On demande de calculer:
1. div(ﬁ )
2. div(lv )

Ex. 8 Posons : <p(32) x?

U=

V =2x
On demande de calculer:
1. div(eV)
2. div(UQV)

3. Tot[rot(V)]
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