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❑ Vecteurs

• Définition d’un vecteur

𝑉 = 𝑉𝑥Ԧ𝑖 + 𝑉𝑦 Ԧ𝑗 + 𝑉𝑧𝑘 = 𝑂𝐴 = 𝑥𝐴Ԧ𝑖 + 𝑦𝐴Ԧ𝑗 + 𝑧𝐴𝑘 /   ( Ԧ𝑥, Ԧ𝑦, Ԧ𝑧)

où : Ԧ𝑖 =
1
0
0

,  Ԧ𝑗 =
0
1
0

et 𝑘 =
0
0
1

désignent les vecteurs unitaires.

 𝑉 =

𝑉𝑥
𝑉𝑦
𝑉𝑧

=t 𝑉𝑥 , 𝑉𝑦 , 𝑉𝑧 / ( Ԧ𝑥, Ԧ𝑦, Ԧ𝑧)

• Exemples de vecteurs

- Pesanteur

- Forces de tension

- Force de compression 

- Force de poussée

- Force de butée
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𝑦𝐴 ≡ 𝑉𝑦

O

Ԧ𝑥

Ԧ𝑦

Ԧ𝑧

Ԧ𝑖

Ԧ𝑗𝑘

𝑥𝐴 ≡ 𝑉𝑥

A 𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴

𝑽

𝑧𝐴 ≡ 𝑉𝑧

𝑡 − 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑝𝑜𝑠é𝑒
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- Résultante des forces de poussée

- Résultante des forces de butée

𝑡 − 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑝𝑜𝑠é𝑒

𝑦𝐴 ≡ 𝑉𝑦

O

Ԧ𝑥

Ԧ𝑦

Ԧ𝑧

Ԧ𝑖

Ԧ𝑗𝑘

𝑥𝐴 ≡ 𝑉𝑥

A 𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴

𝑽

𝑧𝐴 ≡ 𝑉𝑧



❑ Vecteurs

• Notation des vecteurs
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Notation indicielle

ത𝑉 =
𝑉1

𝑉2

𝑉3

= 𝑉1 ҧ𝑒1 + 𝑉2 ҧ𝑒2+ 𝑉3 ҧ𝑒3 = 𝑉𝑝 ҧ𝑒𝑝

Notation de l’ingénieur

𝑉 =

𝑉𝑥
𝑉𝑦
𝑉𝑧

= 𝑉𝑥Ԧ𝑖 + 𝑉𝑦 Ԧ𝑗 + 𝑉𝑧𝑘

ҧ𝑒1

𝑥2 ≡ 𝑉2

O

ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ҧ𝑥3

ҧ𝑒2
ҧ𝑒3

𝑥1 ≡ 𝑉1

A 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

𝑽

𝑥3 ≡ 𝑉3

𝑝 = 1,2,3

𝑦𝐴 ≡ 𝑉𝑦

Ԧ𝑥

Ԧ𝑦

Ԧ𝑧

Ԧ𝑖

Ԧ𝑗𝑘

𝑥𝐴 ≡ 𝑉𝑥

A 𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴

𝑽

𝑧𝐴 ≡ 𝑉𝑧

O



❑ Vecteurs

• Convention d’Einstein : Notions d’indice franc et d’indice muet

➢ Indice franc : Soit ҧ𝐴 un vecteur de l’espace euclidien 𝐸3, tels que 𝐴1, 𝐴2 et 𝐴3

désignent les composantes de ҧ𝐴 dans le repère cartésien ( ҧ𝑥1, ҧ𝑥2, ҧ𝑥3).

 𝐴𝑖 - représente la 𝑖è𝑚𝑒 composante de ҧ𝐴, l’indice 𝑖, qui prend une valeur 1, 2 

ou 3 quelconque, mais fixée, est ici un indice franc.

➢ Indice muet : Si on considère maintenant les relations suivantes :

▪ 𝐴1 = 𝐿11𝑥1 + 𝐿12𝑥2+ 𝐿13𝑥3 = σ𝑗=1
𝑗=3

𝐿1𝑗𝑥𝑗 = 𝐿1𝑗𝑥𝑗

▪ 𝐴2 = 𝐿21𝑥1 + 𝐿22𝑥2+ 𝐿23𝑥3 = σ𝑗=1
𝑗=3

𝐿2𝑗𝑥𝑗 = 𝐿2𝑗𝑥𝑗

▪ 𝐴3 = 𝐿31𝑥1 + 𝐿32𝑥2+ 𝐿33𝑥3 = σ𝑗=1
𝑗=3

𝐿3𝑗𝑥𝑗 = 𝐿3𝑗𝑥𝑗

où 𝐿𝑖𝑗 désigne un opérateur linéaire (Voir § Tenseurs).

 L’indice 𝑗, qui prend toutes les valeurs 1, 2 et 3, est ici un indice muet.

 𝑨𝒊 = 𝑳𝒊𝒋𝒙𝒋 tels que 𝑖 = 1,2,3 (indice franc) et 𝑗 = 1,2,3 (indice muet).

Nota : Les lettres choisies pour les indices francs et muets doivent être différentes.
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❑ Vecteurs

• Norme d’un vecteur

Soit le vecteur ത𝑉 = t 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 défini dans le repère cartésien ( ҧ𝑥1, ҧ𝑥2, ҧ𝑥3).

 ത𝑉 = 𝑉1 ҧ𝑒1 + 𝑉2 ҧ𝑒2+ 𝑉3 ҧ𝑒3 = σ𝑝=1
𝑝=3

𝑉𝑝 ҧ𝑒𝑝 = 𝑉𝑝 ҧ𝑒𝑝 (𝑝 = 1,2,3 – indice muet)

La norme 𝑟 du vecteur ത𝑉 mesure sa longueur dans l’espace euclidien 𝐸3. Elle est      

égale à :

𝒓 = ഥ𝑽 = ഥ𝑽 ∙ ഥ𝑽 = 𝑉𝑝𝑉𝑝 = 𝑉1
2 + 𝑉2

2 + 𝑉3
2 ≥ 0

Sachant que : ത𝑉 ∙ ത𝑉 = 𝑉1 ҧ𝑒1 + 𝑉2 ҧ𝑒2+ 𝑉3 ҧ𝑒3 𝑉1 ҧ𝑒1 + 𝑉2 ҧ𝑒2+ 𝑉3 ҧ𝑒3 | ҧ𝑒𝑖 ҧ𝑒𝑗 = ቊ
1 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗
0 𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗

 ത𝑉 ∙ ത𝑉 = 𝑉1𝑉1 + 𝑉2𝑉2 + 𝑉3𝑉3 = σ𝑝=1
𝑝=3

𝑉𝑝𝑉𝑝 = 𝑉𝑝𝑉𝑝 = 𝑉𝑝
2 = 𝑉1

2 + 𝑉2
2+𝑉3

2

Propriétés :

▪ 𝑽𝒑𝑽𝒑 ≠ 𝑽𝒑 ⇔ 𝑉1
2 + 𝑉2

2 + 𝑉3
2 ≠ 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3

▪ La norme ne s’annule que pour le vecteur nul ത0 : 𝑟 = 0 𝑠𝑠𝑖 ത𝑉 = ത0 .

▪ La norme du produit de ത𝑉 par un nombre réel 𝑘 est égale à : 𝑘 ത𝑉 = 𝑘 ത𝑉 .

▪ Tout vecteur ത𝑉 a la même norme que son opposé : ത𝑉 = −ത𝑉 .
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Sachant que : ത𝑉 ∙ ത𝑉 = 𝑉1 ҧ𝑒1 + 𝑉2 ҧ𝑒2+ 𝑉3 ҧ𝑒3 𝑉1 ҧ𝑒1 + 𝑉2 ҧ𝑒2+ 𝑉3 ҧ𝑒3 |   ҧ𝑒𝑖 ҧ𝑒𝑗 = ቊ
1 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗
0 𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗

 ത𝑉 ∙ ത𝑉 = 𝑉1𝑉1 + 𝑉2𝑉2 + 𝑉3𝑉3 = σ𝑝=1
𝑝=3

𝑉𝑝𝑉𝑝 = 𝑉𝑝𝑉𝑝 = 𝑉𝑝
2 = 𝑉1

2 + 𝑉2
2+𝑉3

2

D

É

M

O



❑ Vecteurs

• Opérations sur les vecteurs

Désignons par ҧ𝐴 et ത𝐵 deux vecteurs de l’espace euclidien 𝐸3, tels que :

▪ 𝐴1, 𝐴2 et 𝐴3 sont les composantes de ҧ𝐴 dans le repère cartésien ( ҧ𝑥1, ҧ𝑥2, ҧ𝑥3).

▪ 𝐵1, 𝐵2 et 𝐵3 sont les composantes de ത𝐵 dans le repère cartésien ( ҧ𝑥1, ҧ𝑥2, ҧ𝑥3).

➢ Produit scalaire : Le produit scalaire des vecteurs ҧ𝐴 et ത𝐵 est défini par :

ഥ𝑨 ∙ ഥ𝑩 = 𝑨𝟏𝑩𝟏 + 𝑨𝟐𝑩𝟐 + 𝑨𝟑𝑩𝟑 = σ𝒑=𝟏
𝒑=𝟑

𝑨𝒑𝑩𝒑 = 𝑨𝒑𝑩𝒑

Ici, l’indice p prend toutes les valeurs possibles (1,2,3) : c’est un indice muet.

La convention de l’indice muet est donc une simplification d’écriture.

Naturellement, tous les changements de lettre sont licites pour un indice muet 

donné. On peut donc indifféremment écrire :

𝑨𝒑𝑩𝒑 = 𝑨𝒒𝑩𝒒 = 𝑨𝒍𝑩𝒍 = 𝑨𝒊𝑩𝒊 = 𝑨𝒋𝑩𝒋

Nota 1 : ҧ𝐴 ∙ ത𝐵 = 𝐴𝑝𝐵𝑝 = 𝐵𝑝𝐴𝑝 = ത𝐵 ∙ ҧ𝐴

 Le produit scalaire est commutatif
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❑ Vecteurs

• Opérations sur les vecteurs

Nota 2 : Si, par exemple, maintenant on considère 𝐴𝑖 = 𝐿𝑖𝑗𝑥𝑗 et l’on calcule :

ഥ𝑨 ∙ ഥ𝑩 = 𝑨𝒑𝑩𝒑 = 𝑩𝒑𝑨𝒑 = 𝑩𝒑𝑳𝒑𝒒𝒙𝒒

tels que p et q sont des indices muets.

 Dans deux sommations indépendantes (ou plus) dans un même monôme, 

on choisira une lettre distincte pour chacun des indices muets 

correspondants. En d’autres termes, on ne devra jamais trouver plus de 

deux fois le même indice dans un monôme.

Nota 3 : On peut noter que  : Quiz

𝒙𝒊
𝟐 ≠ 𝒙𝒊𝒙𝒊 = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2

indice muet

indice franc
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𝒙𝒊
𝟐 ? ? ? ? ? …

𝒙𝒊𝒙𝒊 ? ? ? ? ? …



❑ Vecteurs

• Opérations sur les vecteurs
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𝒙 0 1 2 3 4 …

𝒙𝒊
𝟐 0 1 4 9 16 …

𝒙𝒊𝒙𝒊 0 3 12 27 48 …



❑ Vecteurs

• Opérations sur les vecteurs

Nota 4 : On peut noter que  :

ഥ𝑽 ∙ 𝑾 = ഥ𝑽 × 𝑾 × 𝒄𝒐𝒔 𝜶

D’où l’on peut écrire :

𝒄𝒐𝒔 𝜶 =
ഥ𝑽 ∙ 𝑾

ഥ𝑽 × 𝑾
=

𝑽𝒑𝑾𝒑

𝑽𝒑𝑽𝒑 × 𝑾𝒑𝑾𝒑

tel que 𝑝 = 1,2,3.

Soit donc :

𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝑉1𝑊1 + 𝑉2𝑊2 + 𝑉3𝑊3

𝑉1
2 + 𝑉2

2 + 𝑉3
2 × 𝑊1

2 + 𝑊2
2 + 𝑊3

2

Nota 5 : ഥ𝑽 ∙ 𝑾 =
𝟏

𝟒
ഥ𝑽 + 𝑾 𝟐 − ഥ𝑽 − 𝑾 𝟐
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ത𝑉

ഥ𝑊

𝛼



❑ Vecteurs

• Opérations sur les vecteurs

➢ Produit vectoriel : Le produit vectoriel des vecteurs ҧ𝐴 et ത𝐵 est un vecteur ҧ𝐶 défini 

comme suit :

ഥ𝑨 ∧ ഥ𝑩 =

ത𝒆𝟏 ത𝒆𝟐 ത𝒆𝟑

𝑨𝟏 𝑨𝟐 𝑨𝟑

𝑩𝟏 𝑩𝟐 𝑩𝟑

= ഥ𝑪 = 𝑪𝟏ത𝒆𝟏 + 𝑪𝟐ത𝒆𝟐 + 𝑪𝟑ത𝒆𝟑

= 𝐴2𝐵3 − 𝐴3𝐵2 ҧ𝑒1 − 𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1 ҧ𝑒2 + 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ҧ𝑒3

 ቐ

𝐶1 = 𝐴2𝐵3 − 𝐴3𝐵2 = 𝜖123𝐴2𝐵3 + 𝜖132𝐴3𝐵2

𝐶2 = 𝐴3𝐵1 − 𝐴1𝐵3 = 𝜖231𝐴3𝐵1 + 𝜖213𝐴1𝐵3

𝐶3 = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 = 𝜖312𝐴1𝐵2 + 𝜖321𝐴2𝐵1

 𝑪𝒊 = 𝝐𝒊𝒋𝒌𝑨𝒋𝑩𝒌

tel que : 𝜖𝑖𝑗𝑘 = ቐ
+1 𝑠𝑖 𝑖, 𝑗, 𝑘 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒 1,2,3 ∗

−1 𝑠𝑖 𝑖, 𝑗, 𝑘 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒 1,2,3 ∗∗
0 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑡𝑜𝑢𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠

*  Permutation paire :  𝜖123 = 𝜖231 = 𝜖312 = +1

**  Permutation impaire :  𝜖132 = 𝜖213 = 𝜖321 = −1
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Symbole
de permutation

𝝐𝒊𝒋𝒌𝝐𝒊𝒎𝒏 = 𝜹𝒋𝒎𝜹𝒌𝒏 − 𝜹𝒋𝒏𝜹𝒌𝒎



❑ Vecteurs

• Opérations sur les vecteurs

➢ Produit mixte : Le produit mixte de trois vecteurs ഥ𝑈 , ത𝑉 et ഥ𝑊 est défini par :

ഥ𝑼, ഥ𝑽,𝑾 =
𝑼𝟏 𝑽𝟏 𝑾𝟏

𝑼𝟐 𝑽𝟐 𝑾𝟐

𝑼𝟑 𝑽𝟑 𝑾𝟑

= ഥ𝑼 ∙ ഥ𝑽 ∧ 𝑾 = ഥ𝑽 ∙ 𝑾 ∧ ഥ𝑼 = 𝑾 ∙ ഥ𝑼 ∧ ഥ𝑽 = 𝝐𝒊𝒋𝒌𝑼𝒊𝑽𝒋𝑾𝒌

Nota :

▪ ഥ𝑈, ത𝑉, ഥ𝑊 est égal au volume 𝑉 du parallélépipède engendré par ces trois 

vecteurs.
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ℎ = ҧ𝑒3 ∙ ഥ𝑊

𝑆 = ഥ𝑈 × ത𝑉 × 𝑠𝑖𝑛 ഥ𝑈, ത𝑉

𝑽 = ഥ𝑼, ഥ𝑽,𝑾 = 𝑺 × 𝒉

𝑬𝒙𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒆 𝟏

ത𝒆𝟐ത𝒆𝟑

ҧ𝑥3

ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ഥ𝑼

ഥ𝑽

𝑾 𝑽ℎ

𝑺ത𝒆𝟏
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❑ Tenseurs

• Définition d’un tenseur

Un tenseur du second ordre ധ𝑇 est un opérateur linéaire qui fait correspondre à tout 

vecteur ത𝑉 de l’espace euclidien 𝐸3 un vecteur ഥ𝑊 de ce même espace, soit :

𝑾 = ന𝑻 ഥ𝑽  𝑾𝒊 = 𝒕𝒊𝒋𝑽𝒋 | 𝑡𝑖𝑗 - valeurs du tenseur ധ𝑇

Le caractère linéaire du tenseur ധ𝑇 permet d’énoncer ce qui suit :

« Un tenseur du second ordre ന𝑻 ഥ𝑽 est déterminé de façon unique si l’on connaît 

ses valeurs 𝒕𝒊𝒋 prises pour trois vecteurs ഥ𝑽 linéairement indépendants ».

Si ҧ𝑒𝑖 désigne les vecteurs unitaires d’une base orthonormée (𝑖 = 1,2,3), le tenseur ധ𝑇

est donc parfaitement défini pour ces trois vecteurs :

ന𝑻 ത𝒆𝒋 = 𝒕𝒊𝒋ത𝒆𝒊 | 𝑗 = 1,2,3 ;

c’est-à-dire par les neuf nombres 𝑡𝑖𝑗 qui constituent la matrice des composantes du 

tenseur dans la base orthonormée ( ҧ𝑒1, ҧ𝑒2, ҧ𝑒3). En effet, on a :

ധ𝑇 ത𝑉 = ധ𝑇 𝑉𝑗 ҧ𝑒𝑗 = 𝑉𝑗 ധ𝑇 ҧ𝑒𝑗 = 𝑉𝑗𝑡𝑖𝑗 ҧ𝑒𝑖 = 𝑡𝑖𝑗𝑉𝑗 ҧ𝑒𝑖 = 𝑊𝑖 ҧ𝑒𝑖 = ഥ𝑊  𝑊𝑖 = 𝑡𝑖𝑗𝑉𝑗

Mécanique des milieux continus
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❑ Tenseurs

• Notation des tenseurs

Un tenseur ധ𝑇 du second ordre peut être noté dans la base orthonormée ( ҧ𝑒1, ҧ𝑒2, ҧ𝑒3) :

➢ soit par une seule lettre, c’est-à-dire par ses composantes en notation vectorielle :

ന𝑻 = ഥ𝑻𝒊 =

ഥ𝑻𝟏

ഥ𝑻𝟐

ഥ𝑻𝟑

| ത𝑇1 =

𝑡11

𝑡12

𝑡13

, ത𝑇2 =

𝑡21

𝑡22

𝑡23

, ത𝑇3 =

𝑡31

𝑡32

𝑡33

ou encore : ന𝑻 = 𝒕 𝒕𝟏𝟏 , 𝒕𝟏𝟐 , 𝒕𝟏𝟑 , 𝒕𝟐𝟏 , 𝒕𝟐𝟐 , 𝒕𝟐𝟑 , 𝒕𝟑𝟏 , 𝒕𝟑𝟐 , 𝒕𝟑𝟑 ;

➢ soit encore par la matrice correspondante en notation indicielle :

ന𝑻 = 𝒕𝒊𝒋 =

𝒕𝟏𝟏 𝒕𝟏𝟐 𝒕𝟏𝟑

𝒕𝟐𝟏 𝒕𝟐𝟐 𝒕𝟐𝟑

𝒕𝟑𝟏 𝒕𝟑𝟐 𝒕𝟑𝟑

 ന𝑻 = 𝒕𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋 | 𝑖 = 1,2,3 & 𝑗 = 1,2,3

Nota : En mécanique des milieux continus, l’écriture matricielle des tenseurs est 

privilégiée à l’écriture vectorielle.

Mécanique des milieux continus

Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

 16M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila

Nota : En mécanique des milieux continus, l’écriture matricielle des tenseurs est 

privilégiée à l’écriture vectorielle.



ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ҧ𝑥3

M ҧ𝑥

ҧ𝑒1

ത𝑛1

ҧ𝑒2

ҧ𝑒3𝑑𝑆1
𝑑𝑆2

𝑑𝑆3

ത𝑛3

ത𝑛2

𝜺𝟏𝟏

𝜺𝟏𝟐

𝜺𝟏𝟑

𝜺𝟑𝟏

𝜺𝟑𝟐

𝜺𝟑𝟑

𝜺𝟐𝟐

𝜺𝟐𝟑

𝜺𝟐𝟏

❑ Tenseurs

• Exemples de tenseurs

Deux tenseurs sont utilisés en mécanique des milieux continus : le tenseur des 

contraintes ധ𝜎 et le tenseur des déformations linéarisé Ӗ𝜀 :

➢ Tenseur des contraintes :

ന𝝈 = 𝝈𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋 | 𝑖 = 1,2,3 & 𝑗 = 1,2,3



ന𝝈 = 𝝈𝟏𝟏ത𝒆𝟏⨂ത𝒆𝟏 + 𝝈𝟏𝟐ത𝒆𝟏⨂ത𝒆𝟐 + 𝝈𝟏𝟑ത𝒆𝟏⨂ത𝒆𝟑

+
𝝈𝟐𝟏ത𝒆𝟐⨂ത𝒆𝟏 + 𝝈𝟐𝟐ത𝒆𝟐⨂ത𝒆𝟐 + 𝝈𝟐𝟑ത𝒆𝟐⨂ത𝒆𝟑

+
𝝈𝟑𝟏ത𝒆𝟑⨂ത𝒆𝟏 + 𝝈𝟑𝟐ത𝒆𝟑⨂ത𝒆𝟐 + 𝝈𝟑𝟑ത𝒆𝟑⨂ത𝒆𝟑

 ന𝝈 = 𝝈𝒊𝒋 =

𝝈𝟏𝟏 𝝈𝟏𝟐 𝝈𝟏𝟑

𝝈𝟐𝟏 𝝈𝟐𝟐 𝝈𝟐𝟑

𝝈𝟑𝟏 𝝈𝟑𝟐 𝝈𝟑𝟑

| ൞

𝜎𝑖𝑖 − 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑒𝑠

𝜎𝑖𝑗 | 𝑖≠𝑗 − 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠

Détails : Voir Chapitre 3
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ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ҧ𝑥3

M ҧ𝑥

ҧ𝑒1

ത𝑛1

ҧ𝑒2

ҧ𝑒3𝑑𝑆1
𝑑𝑆2

𝑑𝑆3

ത𝑛3

ത𝑛2

𝜺𝟏𝟏

𝜺𝟏𝟐

𝜺𝟏𝟑

𝜺𝟑𝟏

𝜺𝟑𝟐

𝜺𝟑𝟑

𝜺𝟐𝟐

𝜺𝟐𝟑

𝜺𝟐𝟏

❑ Tenseurs

• Exemples de tenseurs

Deux tenseurs sont utilisés en mécanique des milieux continus : le tenseur des 

contraintes ധ𝜎 et le tenseur des déformations linéarisé Ӗ𝜀 :

➢ Tenseur des déformations :

ധ𝜺 = 𝜺𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋 | 𝑖 = 1,2,3 & 𝑗 = 1,2,3



ധ𝜺 = 𝜺𝟏𝟏ത𝒆𝟏⨂ത𝒆𝟏 + 𝜺𝟏𝟐ത𝒆𝟏⨂ത𝒆𝟐 + 𝜺𝟏𝟑ത𝒆𝟏⨂ത𝒆𝟑

+
𝜺𝟐𝟏ത𝒆𝟐⨂ത𝒆𝟏 + 𝜺𝟐𝟐ത𝒆𝟐⨂ത𝒆𝟐 + 𝜺𝟐𝟑ത𝒆𝟐⨂ത𝒆𝟑

+
𝜺𝟑𝟏ത𝒆𝟑⨂ത𝒆𝟏 + 𝜺𝟑𝟐ത𝒆𝟑⨂ത𝒆𝟐 + 𝜺𝟑𝟑ത𝒆𝟑⨂ത𝒆𝟑

 ധ𝜺 = 𝜺𝒊𝒋 =

𝜺𝟏𝟏 𝜺𝟏𝟐 𝜺𝟏𝟑

𝜺𝟐𝟏 𝜺𝟐𝟐 𝜺𝟐𝟑

𝜺𝟑𝟏 𝜺𝟑𝟐 𝜺𝟑𝟑

| ቐ

𝜀𝑖𝑖 − 𝐷é𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑒𝑠

𝜀𝑖𝑗 | 𝑖≠𝑗 − 𝐷é𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠

Détails : Voir Chapitre 4
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❑ Tenseurs

• Cas particuliers

➢ Pseudo-tenseur : A un tenseur antisymétrique ഥΩ du second ordre, on peut associer 

un pseudo-tenseur (ou vecteur axial) ෭𝜔 de composantes : 

𝝎𝒊 =
𝟏

𝟐
𝝐𝒊𝒋𝒌𝜴𝒌𝒋 | 𝜖𝑖𝑗𝑘 - Symbole de permutation (Voir page 14),

c’est-à-dire : 𝜔1 = Ω32 , 𝜔2 = Ω13 , 𝜔3 = Ω21 .

➢ Tenseur unité : On appelle tenseur unité, noté Ӗ𝛿 ou Ӗ𝐼, l’opérateur identité qui, à 

tout vecteur ത𝑉, fait correspondre ce même vecteur ത𝑉, c’est-à-dire : ഥ𝑽 = ന𝜹ഥ𝑽.   

Soit donc : 

ന𝜹 = 𝜹𝒊𝒋 =
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

 𝛿𝑖𝑗 = ቐ

1 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗

0 𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗
 𝑽𝒊 = 𝜹𝒊𝒋𝑽𝒋

Les composantes du tenseur unité sont donc les symboles de Kronecker, c’est 

pourquoi il est aussi appelé : Tenseur de Kronecker.

Mécanique des milieux continus
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❑ Tenseurs

• Cas particuliers

➢ Trace d’un tenseur : La trace d’un tenseur ധ𝑇 = 𝑡𝑖𝑗 est égale à la somme des 

éléments de la diagonale. Soit donc :

𝑻𝒓 ന𝑻 = 𝒕𝒊𝒊 = 𝑡11 + 𝑡22 + 𝑡33

Nota : La trace du tenseur unité Ӗ𝛿 est égale à : 

𝑇𝑟 Ӗ𝛿 = 𝛿𝑖𝑖 = 𝛿11 + 𝛿22 + 𝛿33 = 1 + 1 + 1 = 3

➢ Déterminant d’un tenseur : Le déterminant d’un tenseur ധ𝑇 du second ordre est 

défini par la relation suivante :

𝒅𝒆𝒕 ന𝑻 =
𝟏

𝟔
𝝐𝒊𝒋𝒌𝝐𝒑𝒒𝒓𝑻𝒊𝒑𝑻𝒋𝒒𝑻𝒌𝒓

Soit donc :

𝑑𝑒𝑡 ധ𝑇 =

𝑇11 𝑇12 𝑇13

𝑇21 𝑇22 𝑇23

𝑇31 𝑇32 𝑇33

= 𝑇11
𝑇22 𝑇23

𝑇32 𝑇33
− 𝑇12

𝑇21 𝑇23

𝑇31 𝑇33
+ 𝑇13

𝑇21 𝑇22

𝑇31 𝑇32

= 𝑇11 𝑇22𝑇33 − 𝑇32𝑇23 − 𝑇12 𝑇21𝑇33 − 𝑇31𝑇23 + 𝑇13 𝑇21𝑇32 − 𝑇31𝑇22

Mécanique des milieux continus
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❑ Tenseurs

• Cas particuliers

➢ Tenseur transposé : Le tenseur 𝑡 ധ𝑇 transposé, appelé aussi tenseur adjoint, d’un 

tenseur ധ𝑇 = 𝑡𝑖𝑗 est défini par :

𝒕ന𝑻 = 𝒕𝒋𝒊

Soit donc : ധ𝑇 = 𝑡𝑖𝑗 =

𝑡11 𝑡12 𝑡13

𝑡21 𝑡22 𝑡23

𝑡31 𝑡32 𝑡33

 𝑡 ധ𝑇 = 𝑡𝑗𝑖 =

𝑡11 𝑡21 𝑡31

𝑡12 𝑡22 𝑡32

𝑡13 𝑡23 𝑡33

Nota : 

▪
𝑡 ധ𝑇 ∙ ധ𝑇′ = 𝑡 ധ𝑇′ ∙ 𝑡 ധ𝑇 où  ധ𝑇 et  ധ𝑇′ désignent deux tenseurs quelconques du 

second ordre ; ∙ étant le symbole du produit simplement contracté .

▪ 𝑡𝑖𝑗𝑡𝑗𝑘 = 𝑡𝑖𝑗𝑡𝑘𝑗 = 𝑡𝑗𝑖𝑡𝑗𝑖 = 𝑡𝑗𝑖𝑡𝑘𝑗 = 𝛿𝑖𝑘 (Les indices peuvent être permutés à 

volonté)

Mécanique des milieux continus
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❑ Tenseurs

• Cas particuliers

➢ Tenseur inverse : On appelle tenseur inverse ധ𝑇−𝟏 = 𝑡𝑖𝑗
−1 du tenseur ധ𝑇 = 𝑡𝑖𝑗

lorsque le produit simplement contracté de ces deux tenseurs est égal au tenseur 

unité (Voir page 23 : Opérations sur les tenseurs). Soit donc :

ന𝑻 ∙ ന𝑻−𝟏 = ന𝜹  𝒕𝒊𝒋𝒕𝒋𝒌 = 𝜹𝒊𝒌

Condition d’existence : 

▪ Tenseur du second ordre

▪ Tenseur non singulier : 𝑑𝑒𝑡 ധ𝑇 ≠ 0

Nota : 

▪ 𝑡𝑖𝑗𝑡𝑗𝑘 = 𝑡𝑖𝑗𝑡𝑘𝑗 = 𝑡𝑗𝑖𝑡𝑗𝑖 = 𝑡𝑗𝑖𝑡𝑘𝑗 = 𝛿𝑖𝑘 (Les indices peuvent être permutés à 

volonté)

Mécanique des milieux continus
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Mécanique des milieux continus

Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

❑ Tenseurs

• Cas particuliers

➢ Tenseur symétrique : On appelle partie symétrique (ou partie paire) du tenseur ധ𝑇

du second ordre, le tenseur ധ𝑇𝑠 défini par :

ന𝑻𝒔 =
𝟏

𝟐
ന𝑻 + 𝒕ന𝑻  𝑇𝑠 𝑖𝑗 = 𝑇𝑠 𝑗𝑖

 𝑇𝑟 ധ𝑇𝑠 = 𝑇𝑠 𝑖𝑖 = 𝑇𝑖𝑖 ≡ 𝑇𝑟 ധ𝑇

➢ Tenseur antisymétrique : On appelle partie antisymétrique (ou partie impaire) du 

tenseur ധ𝑇 du second ordre, le tenseur ധ𝑇𝑎 défini par :

ന𝑻𝒂 =
𝟏

𝟐
ന𝑻 − 𝒕ന𝑻  𝑇𝑎 𝑖𝑗 = − 𝑇𝑎 𝑗𝑖

 𝑇𝑟 ധ𝑇𝑎 = 𝑇𝑎 𝑖𝑖 ≡ 0

Nota :

▪ ധ𝑇 = ധ𝑇𝑠 + ധ𝑇𝑎

▪ ധ𝑇𝑎: ധ𝑇𝑠 = 𝑇𝑎 𝑖𝑗 𝑇𝑠 𝑗𝑖 = − 𝑇𝑎 𝑗𝑖 𝑇𝑠 𝑖𝑗 = −ധ𝑇𝑎: ധ𝑇𝑠 ≡ 0
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❑ Tenseurs

• Opérations sur les tenseurs

➢ Produit tensoriel : Le produit tensoriel de deux vecteurs ഥ𝑈 par ത𝑉, que l’on note 

ഥ𝑈⨂ത𝑉, est le tenseur ന𝑊 d’ordre 2 défini par la forme bilinéaire :

ത𝑋, ത𝑌 → ഥ𝑈 ∙ ത𝑋 ത𝑉 ∙ ത𝑌 qui a pour composantes 𝑊𝑖𝑗 = 𝑈𝑖𝑉𝑗.

On remarque que ce tenseur ഥ𝑈⨂ത𝑉 fait correspondre à tout ത𝑋 le vecteur ഥ𝑈 ത𝑉 ∙ ത𝑋

colinéaire à ഥ𝑈.

 𝑾 = ഥ𝑼⨂ഥ𝑽  𝑾𝒊𝒋 = 𝑼𝒊𝑽𝒋 =
𝑾𝟏𝟏 𝑾𝟏𝟐 𝑾𝟏𝟑

𝑾𝟐𝟏 𝑾𝟐𝟐 𝑾𝟐𝟑

𝑾𝟑𝟏 𝑾𝟑𝟐 𝑾𝟑𝟑

=
𝑼𝟏𝑽𝟏 𝑼𝟏𝑽𝟐 𝑼𝟏𝑽𝟑

𝑼𝟐𝑽𝟏 𝑼𝟐𝑽𝟐 𝑼𝟐𝑽𝟑

𝑼𝟑𝑽𝟏 𝑼𝟑𝑽𝟐 𝑼𝟑𝑽𝟑

D’où, l’on peut écrire le tenseur ധ𝑇 dans la base orthonormée ( ҧ𝑒1, ҧ𝑒2, ҧ𝑒3) :

ധ𝑇 = 𝑡𝑖𝑗 =

𝑡11 𝑡12 𝑡13

𝑡21 𝑡22 𝑡23

𝑡31 𝑡32 𝑡33

 ന𝑻 = 𝒕𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋 | 𝑖 = 1,2,3 & 𝑗 = 1,2,3

Nota : 

▪ Le produit tensoriel n’est pas commutatif : 𝑊𝑖𝑗 ≠ 𝑊𝑗𝑖 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖 ≠ 𝑗

▪ Tenseur de Kronecker : Ӗ𝛿 = ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒1 + ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒2 + ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒3

Mécanique des milieux continus
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❑ Tenseurs

• Opérations sur les tenseurs

➢ Produit simplement contracté : Le produit simplement contracté de deux tenseurs 

Ӗ𝐴 par ധ𝐵, que l’on note Ӗ𝐴 ∙ ധ𝐵, est égal au tenseur Ӗ𝐶 du même ordre défini par 

l’opération suivante :

ന𝑪 = ന𝑨 ∙ ന𝑩  𝑪𝒊𝒋 = 𝑨𝒊𝒌𝑩𝒌𝒋 ; 𝑘 – indice muet

Nota :

▪ Ӗ𝐴 = Ӗ𝐴 ∙ Ӗ𝛿  𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑘𝛿𝑘𝑗 ≡ 𝐴𝑖𝑗

▪ Ӗ𝐴 ∙ ത𝑉 = 𝐴𝑖𝑗 ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗 ∙ 𝑉𝑘 ҧ𝑒𝑘 = 𝐴𝑖𝑗 ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗 ∙ ҧ𝑒𝑘𝑉𝑘 = 𝐴𝑖𝑗 ҧ𝑒𝑖𝛿𝑗𝑘𝑉𝑘 = 𝐴𝑖𝑗𝑉𝑗 ҧ𝑒𝑖

➢ Produit doublement contracté : Le produit doublement contracté de deux tenseurs 

Ӗ𝐴 par ധ𝐵, que l’on note Ӗ𝐴 ∶ ധ𝐵, est égal au scalaire (tenseur d’ordre zéro) défini par 

l’opération suivante :

ന𝑨 ∶ ന𝑩 = 𝑨𝒊𝒋𝑩𝒊𝒋

Nota :

▪ Ӗ𝐴 ∶ Ӗ𝛿 = 𝐴𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗𝛿𝑗𝑖 = 𝐴𝑖𝑖 = 𝑇𝑟 Ӗ𝐴

Mécanique des milieux continus
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❑ Tenseurs

• Opérations sur les tenseurs

➢ Opérations particulières : On peut démontrer les relations suivantes (Voir Séries 

d’exercices) :

▪ 𝑻𝒓 ന𝑴
𝟐

= 𝑴𝒑𝒑𝑴𝒒𝒒

▪ 𝑻𝒓 ന𝑴𝟐 = 𝑴𝒑𝒒𝑴𝒒𝒑

▪ 𝑻𝒓 ന𝑴𝒕 ന𝑴 = 𝑴𝒑𝒒𝑴𝒑𝒒 = 𝑻𝒓 𝒕 ന𝑴ന𝑴

▪ 𝜹𝒊𝒋𝑽𝒋 = 𝑽𝒊

▪ 𝜹𝒑𝒒𝑽𝒑𝑾𝒒 = 𝑽𝒍𝑾𝒍

▪ 𝜹𝒊𝒊 = 𝜹𝒊𝒑𝜹𝒑𝒊 = 𝜹𝒊𝒑𝜹𝒑𝒒𝜹𝒒𝒊 = 𝟑

où ന𝑀 désigne un tenseur du second ordre quelconque, Ӗ𝛿 le tenseur de Kronecker 

(Tenseur unité), ത𝑉 et ഥ𝑊 deux vecteurs quelconques. 

Mécanique des milieux continus
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Exemple 1 : Cylindre creux

𝝈 =
𝑭

𝟐𝝅𝑹𝒆

𝝉 =
𝑴

𝟐𝝅𝑹𝟐𝒆

⇒

ധ𝜎 =
0 0 0
0 0 𝜏
0 𝜏 𝜎

/ ҧ𝑒𝑟 , ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝑧

⇒

ധ𝜎 = 0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝑟 + 0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝜃 + ҧ𝑒𝜃⨂ ҧ𝑒𝑟

+0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝑧 + ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝑟 + 0 ҧ𝑒𝑟⨂ ҧ𝑒𝑟

+𝜏 ҧ𝑒𝜃⨂ ҧ𝑒𝑧 + ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝜃 + 𝜎 ҧ𝑒𝑧⨂ ҧ𝑒𝑧

⇒

ന𝝈 = 𝝈ത𝒆𝒛⨂ത𝒆𝒛 + 𝝉 ത𝒆𝜽⨂ത𝒆𝒛 + ത𝒆𝒛⨂ത𝒆𝜽
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❑ Tenseurs

• Exemples de calcul

✓ Produit tensoriel

Soit :   ധ𝜎 =

𝜎11 𝜎12 𝜎13

𝜎21 𝜎22 𝜎23

𝜎31 𝜎32 𝜎33

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

On peut écrire :

ധ𝜎 = 𝜎11 ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒1 + 𝜎12 ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒2 + 𝜎13 ҧ𝑒1⨂ ҧ𝑒3

+

𝜎21 ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒1 + 𝜎22 ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒2 + 𝜎23 ҧ𝑒2⨂ ҧ𝑒3

+

𝜎31 ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒1 + 𝜎32 ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒2 + 𝜎33 ҧ𝑒3⨂ ҧ𝑒3

Soit donc :

ന𝝈 = 𝝈𝒊𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋

Mécanique des milieux continus
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ത𝒆𝒛

ത𝒆𝒓

ഥ𝑭ഥ𝑴

𝑹 𝒆
𝝉

𝝈

ത𝒆𝜽



Exemple 2

ധ𝜎 =
𝛼 0 1
0 𝛼 0
1 0 𝛼

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

Ӗ𝑑 =
1 0 1
0 1 0
1 0 1

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

⇒   ന𝑪 = ന𝝈 ∙ ന𝒅 ⟺ 𝒄𝒊𝒋 = 𝝈𝒊𝒌𝒅𝒌𝒋

Ӗ𝐶 =
𝛼 0 1
0 𝛼 0
1 0 𝛼

∙
1 0 1
0 1 0
1 0 1

⇒   𝑐11 = 𝛼 × 1 + 0 × 0 + 1 × 1

𝑐13 = 𝛼 × 1 + 0 × 0 + 1 × 1

𝑐23 = 0 × 1 + 𝛼 × 0 + 0 × 1

…

⇒   ന𝑪 =
𝜶 + 𝟏 𝟎 𝜶 + 𝟏

𝟎 𝜶 𝟎
𝜶 + 𝟏 𝟎 𝜶 + 𝟏

Remarque : 𝑇𝑟 Ӗ𝐶 = 𝑐𝑖𝑖 = 3𝛼 + 2
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❑ Tenseurs

• Exemples de calcul

✓ Produit simplement contracté

Soit :   ധ𝜎 =

𝜎11 𝜎12 𝜎13

𝜎21 𝜎22 𝜎23

𝜎31 𝜎32 𝜎33

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

et   Ӗ𝑑 =

𝑑11 𝑑12 𝑑13

𝑑21 𝑑22 𝑑23

𝑑31 𝑑32 𝑑33

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

On peut écrire :

ന𝑪 = ന𝝈 ∙ ന𝒅 ⟺ 𝒄𝒊𝒋 = 𝝈𝒊𝒌𝒅𝒌𝒋

Exemples :

𝑐11 = 𝜎11𝑑11 + 𝜎12𝑑21 + 𝜎13𝑑31

𝑐13 = 𝜎11𝑑13 + 𝜎12𝑑23 + 𝜎13𝑑33

𝑐23 = 𝜎21𝑑13 + 𝜎22𝑑23 + 𝜎23𝑑33

Mécanique des milieux continus
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Exemple 3

ധ𝜎 =
𝛼 0 1
0 𝛼 0
1 0 𝛼

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

Ӗ𝑑 =
1 0 1
0 1 0
1 0 1

/ ҧ𝑒1 , ҧ𝑒2 , ҧ𝑒3

⇒ 

   𝒂 = ന𝝈: ന𝒅 ⟺ 𝒂 = 𝝈𝒊𝒌𝒅𝒌𝒊

⇒

    𝑎 = 𝛼 × 1 + 0 × 0 + 1 × 1

+ 0 × 0 + 𝛼 × 1 + 0 × 0

+ 1 × 1 + 0 × 0 + 𝛼 × 1

⇒

𝑎 = 3𝛼 + 2

⇒ 

    𝒂 = 𝑻𝒓 ന𝝈 ∙ ന𝒅 = 𝒄𝒊𝒊 = 𝟑𝜶 + 𝟐
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❑ Tenseurs

• Exemples de calcul

✓ Produit doublement contracté

Soit : ӖӖ𝐴 − 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 4è𝑚𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒

ധ𝜎 − 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 2è𝑚𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒

𝑎 − 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒

On peut écrire :

ന𝑪 = നന𝑨: ന𝝈 ⟺ 𝑪𝒊𝒋 = 𝑨𝒊𝒋𝒌𝒍𝝈𝒌𝒍

𝒂 = ന𝝈: ന𝒅 = 𝝈𝒊𝒌𝒅𝒌𝒊 = 𝑻𝒓 ന𝝈 ∙ ന𝒅

Soit donc :

𝑎 = 𝜎11𝑑11 + 𝜎12𝑑21 + 𝜎13𝑑31

+ 𝜎21𝑑12 + 𝜎22𝑑22 + 𝜎23𝑑32

+𝜎31𝑑13 + 𝜎32𝑑23 + 𝜎33𝑑33
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Gradient d’une fonction scalaire

L’opérateur gradient d’une fonction scalaire, notée 𝜙, est défini par :

𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓 = ഥ𝜵𝝓 =
𝝏𝝓

𝝏𝒙𝒊
ത𝒆𝒊 = 𝝓,𝒊ത𝒆𝒊

 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙 = ത𝛻𝜙 = 𝑡 𝜕𝜙

𝜕𝑥1
,

𝜕𝜙

𝜕𝑥2
,

𝜕𝜙

𝜕𝑥3
=

𝜕𝜙

𝜕𝑥1

𝜕𝜙

𝜕𝑥2

𝜕𝜙

𝜕𝑥3

/ ҧ𝑥1

/ ҧ𝑥2

/ ҧ𝑥3

(Vecteur)

• Divergence d’un vecteur

L’opérateur divergence d’un vecteur, noté ҧ𝐴, est défini par :

𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑨 =
𝝏𝑨𝒊

𝝏𝒙𝒊
= 𝑨𝒊,𝒊

 𝑑𝑖𝑣 ҧ𝐴 =
𝜕𝐴1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑥3
(Scalaire)

Mécanique des milieux continus
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Rotationnel d’un vecteur

L’opérateur rotationnel d’un vecteur, noté ҧ𝐴, est défini par :

𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑨 = 𝝐𝒊𝒋𝒌𝑨𝒌,𝒋ത𝒆𝒊

 𝑟𝑜𝑡 ҧ𝐴 = 𝐴3,2 − 𝐴2,3 ҧ𝑒1 + 𝐴1,3 − 𝐴3,1 ҧ𝑒2+ 𝐴2,1 − 𝐴1,2 ҧ𝑒3

 𝑟𝑜𝑡 ҧ𝐴 = 𝑡
𝜕𝐴3

𝜕𝑥2
−

𝜕𝐴2

𝜕𝑥3
,

𝜕𝐴1

𝜕𝑥3
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥1
,

𝜕𝐴2

𝜕𝑥1
−

𝜕𝐴1

𝜕𝑥2
(Vecteur)

• Laplacien d’une fonction scalaire

L’opérateur laplacien d’une fonction scalaire, notée 𝜙, est défini par :

∆𝝓 =
𝝏𝟐𝝓

𝝏𝒙𝒊
𝟐 = 𝝓,𝒊𝒊

 ∆𝜙 =
𝜕2𝜙

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝜙

𝜕𝑥3
2 (Scalaire)

D’où l’on peut écrire :

∆𝜙 = 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙 = 𝑑𝑖𝑣 ത𝛻𝜙

Mécanique des milieux continus
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Gradient d’un vecteur

L’opérateur gradient d’un vecteur, noté ҧ𝐴, est défini par :

𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝑨 = 𝑨𝒊,𝒋ത𝒆𝒊⨂ത𝒆𝒋

 𝑔𝑟𝑎𝑑 ҧ𝐴 =
𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑥𝑗
ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗 =

𝜕𝐴1

𝜕𝑥1

𝜕𝐴1

𝜕𝑥2

𝜕𝐴1

𝜕𝑥3

𝜕𝐴2

𝜕𝑥1

𝜕𝐴2

𝜕𝑥2

𝜕𝐴2

𝜕𝑥3

𝜕𝐴3

𝜕𝑥1

𝜕𝐴3

𝜕𝑥2

𝜕𝐴3

𝜕𝑥3

(Tenseur)

Nota : 𝑇𝑟 𝑔𝑟𝑎𝑑 ҧ𝐴 = 𝑑𝑖𝑣 ҧ𝐴 =
𝜕𝐴1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑥3

Mécanique des milieux continus
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Laplacien d’un vecteur

L’opérateur laplacien d’un vecteur, noté ҧ𝐴, est défini par :

ഥ∆ ഥ𝑨 =
𝝏𝟐𝑨𝒊

𝝏𝒙𝒋
𝟐 ത𝒆𝒊 = 𝑨𝒊,𝒋𝒋ത𝒆𝒊

 ഥ∆ ҧ𝐴 = 𝑡
𝜕2𝐴1

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝐴1

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝐴1

𝜕𝑥3
2 ,

𝜕2𝐴2

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝐴2

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝐴2

𝜕𝑥3
2 ,

𝜕2𝐴3

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝐴3

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝐴3

𝜕𝑥3
2

 ഥ∆ ҧ𝐴 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 ҧ𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 ҧ𝐴 (Vecteur)

• Divergence d’un tenseur

L’opérateur divergence d’un tenseur, noté ധ𝑇, est défini par :

𝒅𝒊𝒗 ന𝑻 =
𝝏𝒕𝒊𝒋

𝝏𝒙𝒋
ത𝒆𝒊 = 𝒕𝒊𝒋,𝒋ത𝒆𝒊

 𝑑𝑖𝑣 ധ𝑇 =

𝑡1𝑗,𝑗

𝑡2𝑗,𝑗

𝑡3𝑗,𝑗

=

𝜕𝑡11

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑡12

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑡13

𝜕𝑥3

𝜕𝑡21

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑡22

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑡23

𝜕𝑥3

𝜕𝑡31

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑡32

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑡33

𝜕𝑥3

/ ҧ𝑥1

/ ҧ𝑥2

/ ҧ𝑥3

(Vecteur)
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Laplacien d’un tenseur

L’opérateur laplacien d’un tenseur, noté ധ𝑇, est défini par :

∆ 𝑻𝒊𝒋 = 𝒕𝒊𝒋,𝒋𝒋

 ∆ 𝑇𝑖𝑗 =

𝜕2𝑡11

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑡12

𝜕𝑥2
2

𝜕2𝑡13

𝜕𝑥3
2

𝜕2𝑡21

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑡22

𝜕𝑥2
2

𝜕2𝑡23

𝜕𝑥3
2

𝜕2𝑡31

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑡32

𝜕𝑥2
2

𝜕2𝑡33

𝜕𝑥3
2

(Tenseur)

Nota : 𝑇𝑟 ∆ 𝑇𝑖𝑗 =
𝜕2𝑡11

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑡22

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝑡33

𝜕𝑥3
2 = 𝑡𝑖𝑖,𝑖𝑖
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Quelques identités remarquables

➢ 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑨𝝓 = 𝝓𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑨 + ഥ𝑨 ∙ 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓

➢ 𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑨𝝓 = 𝝓𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑨 + 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓 ∧ ഥ𝑨

➢ 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑨⨂ഥ𝑩 = 𝒈𝒓𝒂𝒅 ഥ𝑨 ∙ ഥ𝑩 + 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑩 ഥ𝑨

➢ 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑨 ∧ ഥ𝑩 = ഥ𝑩 ∙ 𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑨 − ഥ𝑨 ∙ 𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑩

➢ 𝒅𝒊𝒗 𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑨 = 𝟎

➢ 𝒓𝒐𝒕 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓 = ഥ𝟎

➢ 𝒅𝒊𝒗 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓 = ∆𝝓

➢ 𝒓𝒐𝒕 𝒓𝒐𝒕 ഥ𝑨 = 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑨 − ഥ∆ ഥ𝑨
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❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Théorème de la divergence

Le théorème de la divergence est défini par la relation suivante :

𝑽׬
𝝏𝓕

𝝏𝒙𝒊
𝒅𝑽 = 𝑺׬ 𝓕𝒏𝒊𝒅𝑺 (Formules de Gauss, 1813 ;

de Green, 1828 ; d’Ostrogradsky, 1831)

où 𝑆 désigne la surface fermée (frontière du volume 𝑉) de normale extérieure ത𝑛 et 

ℱ peut être une fonction scalaire (𝜙), vectorielle ( ത𝑉) ou tensorielle (ധ𝑇).

 Donc, on transforme l’intégrale sur le volume en une intégrale sur la frontière.

Formule d’intégration par parties : 

Si l’on pose : ℱ = 𝑢𝑣  ℱ′ = 𝑢𝑣 ′ = 𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

 𝑽׬ 𝒖
𝝏𝒗

𝝏𝒙𝒊
𝒅𝑽 = 𝑺׬ 𝒖𝒗𝒏𝒊𝒅𝑺 − 𝑽׬

𝝏𝒖

𝝏𝒙𝒊
𝒗𝒅𝑽
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𝑺

𝝏𝑺

ഥ𝒏



❑ Formules d’analyse vectorielle et tensorielle

• Théorème de la divergence

En mécanique des milieux continus, on a souvent besoin du théorème de la 

divergence établi en analyse vectorielle sous différentes formes :

𝜙 – champ de scalaires

ത𝑉 – champ de vecteurs continument différentiable dans le volume fermé 𝑉

𝑑𝑉 – élément de volume fermé

𝑑𝑆 – élément de surface 𝑆 qui forme la frontière du volume 𝑉

ത𝑛 – vecteur unitaire selon la normale extérieure à 𝑑𝑆

𝑑𝑙 – élément du contour 𝑙 qui forme la frontière de la surface 𝑆
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Dans l’espace Dans le plan

▪ 𝑽׬ 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓 𝒅𝑽 = 𝑺׬ 𝝓ഥ𝒏 𝒅𝑺 ▪ 𝑺׬ 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝝓 𝒅𝑺 = 𝒍׬ 𝝓ഥ𝒏 𝒅𝒍

▪ 𝑽׬ 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑽 𝒅𝑽 = 𝑺׬
ഥ𝑽 ∙ ഥ𝒏 𝒅𝑺 ▪ 𝑺׬ 𝒅𝒊𝒗 ഥ𝑽 𝒅𝑺 = 𝒍׬

ഥ𝑽 ∙ ഥ𝒏 𝒅𝒍

𝑺

𝝏𝑺

ഥ𝒏
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❑ Coordonnées curvilignes
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ҧ𝑒𝑟 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ҧ𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ҧ𝑒2

ҧ𝑒𝜃 = −𝑠𝑖𝑛 𝜃 ҧ𝑒1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ҧ𝑒2

ҧ𝑒𝑟 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜑 ҧ𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ҧ𝑒2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ҧ𝑒3

ҧ𝑒𝜃 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜑 ҧ𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ҧ𝑒2 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ҧ𝑒3

ҧ𝑒𝜑 = −𝑠𝑖𝑛 𝜑 ҧ𝑒1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜑 ҧ𝑒2

Coordonnées

cartésiennes

ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ҧ𝑥3

O

M 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

𝑥3

ҧ𝑒1

𝑥2ҧ𝑒2
ҧ𝑒3

𝑥1

•

Coordonnées

sphériques

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ҧ𝑥3

𝜑

𝑟O

• M 𝑟, 𝜃, 𝜑

ҧ𝑥2

ҧ𝑒𝜑

ҧ𝑒𝑟

𝑟

𝜃

ҧ𝑒𝜃

Coordonnées

cylindriques

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ҧ𝑥3

ҧ𝑒𝑟

ҧ𝑒𝜃

ҧ𝑒𝑧

𝜃

𝑟O

M 𝑟, 𝜃, 𝑧•



❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées cartésiennes

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒1, ҧ𝑒2, ҧ𝑒3 .

➢ Fonction scalaire : 𝑓 ഥ𝑀 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

▪ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
ҧ𝑒𝑖 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
ҧ𝑒1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
ҧ𝑒2 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥3
ҧ𝑒3

▪ ∆𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖
2 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥3
2

➢ Vecteurs : ത𝑉 ഥ𝑀 = 𝑉1 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ҧ𝑒1 + 𝑉2 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ҧ𝑒2 + 𝑉3 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ҧ𝑒3

▪ 𝑑𝑖𝑣 ത𝑉 =
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑉1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑉2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑉3

𝜕𝑥3

▪ 𝑟𝑜𝑡 ത𝑉 = 𝜖𝑖𝑗𝑘
𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑉𝑘

𝜕𝑥𝑗
ҧ𝑒𝑖 =

𝜕𝑉3

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑉2

𝜕𝑥3
ҧ𝑒1 +

𝜕𝑉3

𝜕𝑥1
−

𝜕𝑉1

𝜕𝑥3
ҧ𝑒2 +

𝜕𝑉2

𝜕𝑥1
−

𝜕𝑉1

𝜕𝑥2
ҧ𝑒3

▪ 𝑔𝑟𝑎𝑑 ത𝑉 = 𝑉𝑖,𝑗 ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗 =

𝜕𝑉1

𝜕𝑥1

𝜕𝑉1

𝜕𝑥2

𝜕𝑉1

𝜕𝑥3

𝜕𝑉2

𝜕𝑥1

𝜕𝑉2

𝜕𝑥2

𝜕𝑉2

𝜕𝑥3

𝜕𝑉3

𝜕𝑥1

𝜕𝑉3

𝜕𝑥2

𝜕𝑉3

𝜕𝑥3

Mécanique des milieux continus

Chap. 1 : Préliminaires mathématiques

 41M. Khemissa  – Département de Génie Civil, Faculté de Technologie, Université Mohamed Boudiaf - M’Sila



❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées cartésiennes

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒1, ҧ𝑒2, ҧ𝑒3 .

➢ Tenseurs : ധ𝑇 ഥ𝑀 = ധ𝑇 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 𝑇𝑖𝑗 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗

▪ 𝑑𝑖𝑣 ധ𝑇 =
𝜕𝑇𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
ҧ𝑒𝑖 =

𝜕𝑇11

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑇12

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑇13

𝜕𝑥3
ҧ𝑒1 +

+
𝜕𝑇21

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑇22

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑇23

𝜕𝑥3
ҧ𝑒2 +

+
𝜕𝑇31

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑇32

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑇33

𝜕𝑥3
ҧ𝑒3
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❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées cylindriques

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒𝑟, ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝑧 *.

➢ Fonction scalaire : 𝑓 ഥ𝑀 = 𝑓 𝑟, 𝜃, 𝑧

▪ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
ҧ𝑒𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
ҧ𝑒𝜃 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ҧ𝑒𝑧

▪ ∆𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑓

𝜕𝜃2 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2

➢ Vecteurs : ത𝑉 ഥ𝑀 = 𝑉𝑟 𝑟, 𝜃, 𝑧 ҧ𝑒𝑟 + 𝑉𝜃 𝑟, 𝜃, 𝑧 ҧ𝑒𝜃 + 𝑉𝑧 𝑟, 𝜃, 𝑧 ҧ𝑒𝑧

▪ 𝑑𝑖𝑣 ത𝑉 =
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+

𝑉𝑟

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧

▪ 𝑟𝑜𝑡 ത𝑉 =
1

𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝜃
−

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑧
ҧ𝑒𝑟 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧
−

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
ҧ𝑒𝜃 +

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑟
−

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜃
ҧ𝑒𝑧

▪ 𝑔𝑟𝑎𝑑 ത𝑉 =

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜃
− 𝑉𝜃

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧
𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜃
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑧
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
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* ҧ𝑒𝑟 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ҧ𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ҧ𝑒2

ҧ𝑒𝜃 = −𝑠𝑖𝑛 𝜃 ҧ𝑒1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ҧ𝑒2



❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées cylindriques

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒𝑟, ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝑧 .

➢ Tenseurs : ധ𝑇 ഥ𝑀 = ധ𝑇 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑇𝑖𝑗 𝑟, 𝜃, 𝑧 ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗

▪ 𝑑𝑖𝑣 ധ𝑇 =
𝜕𝑇𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑇𝑟𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝑇𝑟𝑧

𝜕𝑧
+

𝑇𝑟𝑟−𝑇𝜃𝜃

𝑟
ҧ𝑒𝑟 +

+
𝜕𝑇𝜃𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑇𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝑇𝜃𝑧

𝜕𝑧
+

2𝑇𝑟𝜃

𝑟
ҧ𝑒𝜃 +

+
𝜕𝑇𝑧𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑇𝑧𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝑇𝑧𝑧

𝜕𝑧
+

𝑇𝑧𝑟

𝑟
ҧ𝑒𝑧
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❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées sphériques

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒𝑟, ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝜑 *.

➢ Fonction scalaire : 𝑓 ഥ𝑀 = 𝑓 𝑟, 𝜃, 𝜑

▪ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
ҧ𝑒𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
ҧ𝑒𝜃 +

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜑
ҧ𝑒𝜑

▪ ∆ 𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑓

𝜕𝜃2 +
𝑐𝑜𝑡 𝜃

𝑟2

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃

𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
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* ҧ𝑒𝑟 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜑 ҧ𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ҧ𝑒2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ҧ𝑒3

ҧ𝑒𝜃 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜑 ҧ𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ҧ𝑒2 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ҧ𝑒3

ҧ𝑒𝜑 = −𝑠𝑖𝑛 𝜑 ҧ𝑒1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜑 ҧ𝑒2



❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées sphériques

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒𝑟, ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝜑 .

➢ Vecteurs : ത𝑉 ഥ𝑀 = 𝑉𝑟 𝑟, 𝜃, 𝜑 ҧ𝑒𝑟 + 𝑉𝜃 𝑟, 𝜃, 𝜑 ҧ𝑒𝜃 + 𝑉𝑧 𝑟, 𝜃, 𝜑 ҧ𝑒𝑧

▪ 𝑑𝑖𝑣 ത𝑉 =
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝜑
+

2𝑉𝑟+𝑐𝑜𝑡 𝜃 𝑉𝜃

𝑟

▪ 𝑟𝑜𝑡 ത𝑉 =
1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜃
−

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑟
ҧ𝑒1 +

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝑟
−

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜑
ҧ𝑒2 +

+
1

𝑟

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝜑
−

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝜃
ҧ𝑒3

▪ 𝑔𝑟𝑎𝑑 ത𝑉 =

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜃
−

𝑉𝜃

𝑟

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜑
−

𝑉𝜑

𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜃
+

𝑉𝑟

𝑟
−

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜑
+

𝑉𝜑

𝑟 𝑡𝑔 𝜃

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝜃

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑉𝜑

𝜕𝜑
+

𝑉𝜃+𝑡𝑔 𝜃 𝑉𝑟

𝑟 𝑡𝑔 𝜃
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❑ Coordonnées curvilignes

• Coordonnées sphériques

Les résultats sont donnés dans la base ҧ𝑒𝑟, ҧ𝑒𝜃 , ҧ𝑒𝜑 .

➢ Tenseurs : ധ𝑇 ഥ𝑀 = ധ𝑇 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 𝑇𝑖𝑗 𝑟, 𝜃, 𝜑 ҧ𝑒𝑖⨂ ҧ𝑒𝑗

▪ 𝑑𝑖𝑣 ധ𝑇 =
𝜕𝑇𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑇𝑟𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑇𝑟𝜑

𝜕𝜑
+

2𝑇𝑟𝑟−𝑇𝜃𝜃−𝑇𝜑𝜑+𝑇𝑟𝜃 𝑐𝑜𝑡 𝜃

𝑟
ҧ𝑒𝑟 +

+
𝜕𝑇𝜃𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑇𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑇𝜃𝜑

𝜕𝜑
+

𝑇𝜃𝜃−𝑇𝜑𝜑 𝑐𝑜𝑡 𝜃 +3𝑇𝑟𝜃

𝑟
ҧ𝑒𝜃 +

+
𝜕𝑇𝜑𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑇𝜑𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑇𝜑𝜑

𝜕𝜑
+

3𝑇𝑟𝜑+2𝑇𝜃𝜑 𝑐𝑜𝑡 𝜃

𝑟
ҧ𝑒𝜑
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Fin du Chapitre 1

Merci de votre attention
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Ex. 1 Soient deux points 𝑀(4,3,0) et 𝑁(3,4,0) définis dans un repère orthonormé (𝑥ҧ1, 𝑥ҧ2, 𝑥ҧ3).  

On demande de : 

1. Représenter les vecteurs 𝑉ത = 𝑂𝑀തതതതത  et  𝑊ഥ = 𝑂𝑁തതതത, puis calculer leurs normes 𝑟𝑉ഥ  et  𝑟𝑊ഥ . 

2. Calculer le produit scalaire 𝑉ത ∙ 𝑊ഥ . 

3. Calculer le produit vectoriel 𝑈ഥ = 𝑉ത ∧ 𝑊ഥ . 

4. Calculer le produit mixte (𝑈ഥ, 𝑉ത , 𝑊ഥ ). 

5. Calculer le produit tensoriel 𝑇ധ = 𝑉ത⨂𝑊ഥ . 

6. Calculer la trace du tenseur 𝑇ധ . 

7. Calculer le déterminant du tenseur 𝑇ധ . 
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Ex. 2 Soit le tenseur suivant : 

          𝑇ധ =  
8 3 0
3 0 0
0 0 4

  

On demande de calculer : 

1. Sa partie symétrique 𝑇ധ𝑠 . 

2. Sa partie antisymétrique 𝑇ധ𝑎 . 

3. Sa trace. 

4. Son déterminant. 
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Ex. 3 Soit le tenseur suivant : 

          𝑇ധ =  
8 3 0

−3 −4 0
0 0 −4

  

On demande de calculer : 

1. Sa partie symétrique 𝑇ധ𝑠 . 

2. Sa partie antisymétrique 𝑇ധ𝑎 . 

3. Sa trace. 

4. Son déterminant. 
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Ex. 4 Démontrer les identités suivantes : 

1.  𝑇𝑟 𝑀ന  
2

= 𝑀𝑝𝑝𝑀𝑞𝑞  

2. 𝑇𝑟 𝑀ന2 = 𝑀𝑝𝑞𝑀𝑞𝑝  

3. 𝑇𝑟 𝑀ന 𝑀ന𝑡  = 𝑀𝑝𝑞𝑀𝑝𝑞 = 𝑇𝑟 𝑀ന𝑡 𝑀ന  

4. 𝛿𝑖𝑗𝑉𝑗 = 𝑉𝑖  

5. 𝛿𝑝𝑞𝑉𝑝𝑊𝑞 = 𝑉𝑙𝑊𝑙  

6. 𝛿𝑖𝑖 = 𝛿𝑖𝑝𝛿𝑝𝑖 = 𝛿𝑖𝑝𝛿𝑝𝑞𝛿𝑞𝑖 = 3 
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Ex. 5 Soit la fonction scalaire suivante : 𝜑(𝑥ҧ) = 𝑥ҧ2 

On demande de calculer : 

1. 𝑔𝑟𝑎𝑑തതതതതതത(𝜑) = 𝑉ത  

2. ∆(𝜑) = 𝑑𝑖𝑣(𝑉ത) 

3. 𝑟𝑜𝑡തതതത(𝑉ത) 

4. 𝑔𝑟𝑎𝑑ധധധധധധധ(𝑉ത) 

Ex. 6 Soit les deux vecteurs suivants : 𝑈ഥ = 𝑥ҧ   et 𝑉ത = 2𝑥ҧ  

On demande de calculer : 

1. 𝑔𝑟𝑎𝑑ധധധധധധധ(𝑉ത) = 𝑀ന  

2. 𝑈ഥ ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑ധധധധധധധ(𝑉ത)  

3. 𝑔𝑟𝑎𝑑ധധധധധധധ(𝑉ത) ∙ 𝑈ഥ 

4. 𝑑𝑖𝑣തതതതത 𝑀ന  

5. ∆(𝑉ത) 
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Ex. 7 Soit les tenseurs suivants : 𝑀ന = 𝑥ҧ⨂𝑒ҧ1  et  𝑁ന = 𝑒ҧ1⨂𝑥ҧ 

On demande de calculer : 

1. 𝑑𝑖𝑣 𝑀ന  

2. 𝑑𝑖𝑣 𝑁ന  

Ex. 8 Posons :  𝜑(𝑥ҧ) = 𝑥ҧ2 

      𝑈ഥ = 𝑥ҧ 

      𝑉ത = 2𝑥ҧ  

On demande de calculer : 

1. 𝑑𝑖𝑣(𝜑𝑉ത) 

2. 𝑑𝑖𝑣തതതതത(𝑈ഥ⨂𝑉ത) 

3. 𝑟𝑜𝑡തതതത 𝑟𝑜𝑡തതതത(𝑉ത)  
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