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Chapitre 5 : Stabilité et précision des systémes
asservis

5.1 Stabilité

5.1.1 Définition

1- Un systéme est stable si la réponse impersonnelle tond ver 0 sit — oo .

2- Un systéme est stable si a tout signal d’entrée borné correspond a un signal de
sortie borné.

3- un systeme est stable si il est écarté de sa position d’équilibre il tend a y revenir
équilibré.

4- Un systéme est instable s’il s’écarte de sa position d’équilibre.

Exemple

A A

- e(r) | Systeme 1% | o Q— Systéme stable
ordre
—

Systéme instable

5.1.1 Condition de stabilité
Soit la fonction de transfert F(s) :
N(s)

F(s) ===——
H?=1(S - pi)
Si on considére la réponse impulsionelle e(t) = 6(t) 2 E(s) =1

A1 +i+...+ An

S—Dp1 S—=Dp2 S—Dn

0(s) = > o(t) = AePrt + AjeP2t + -+ A ePnt

Un systéme est stable si sa réponse impulsionnelle = 0 quant t — oo

n
o(t) = Z A;ePit
i=1

o(t) — 0 si la partie réelle des p; sont négatives (pour tous les poles)
Alm (s)

Stabilité Instabilité

Re(s)

'«—— Limite de stabilité
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Exemple 1

5(s —3)
(s+1D(s+2)
Les poles -1, -2

Fi(s) =

AIm(s)
X% O RS(S) Systeme stable
2 -1 3
Exemple 2
Fa(s) = -
2 T D2 +s + 1)
A -1, .3
Les poles : 1 (double) et p; , = - +j >
Alm(s)
A
2
1{ % Rg(s) Systéme instable
- 1
2
e
x. ..... —7

5.2 Critére algébrique de Routh-Herwitz

Le critére de Routh est un critére permettant de déterminer a partir du polynome de
dénominateur de la fonction de transfert le signe de racine de ce polynome sans avoir
résoudre 1’équation.

La fonction de transfert en BF a retour non unitaire est déterminée par :

k G(s) _N(s)
1+kG(s).H(s) D(s)

F(s) =

D(s) =1+ k G(s).H(s) : Equation caractéristique
D(s) = b, s"+ b,y s" 1+ -+ b,
5.2.1 Condition nécessaire et nom suffisante CNNS

Pour que le systéme doit stable il faut que tous les coefficients de 1’équation

caractéristique soient de méme signe.
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5.2.1 Condition nécessaire et suffisante CNS

Table de Routh : c’est une condition nécessaire et suffisante (CNS) dans le cas ou
CNNS est vérifier ont construit le tableau de Routh qui permet de déterminer le signe
des racines d’un polynome.

D(s) = b, s" 4+ b,_1s" 1+ -+ b,

s bn . /+V bn—z bn—4 bn—6 bO
s" bn—l = /+vbn—3 bn—5 bn—7 bl

n-1 C— |, Cs

n-2 Dl DZ

n-3

bp—1

C. = -1 [ bn bn—Z] — (bp—1X bp—2)=(bn X bp—3)
! bn-1 bn—l

bn—3

— (bn—l X bn—4) - (bn X bn—S)

C

bn—l
(Cy X by_3) — (bp_1 X C3)
D1 =
(i
_(Cy X by_5) — (by_q X C3)
D, =

Gy

Enoncé du critére de Routh : Un systeme est stable selon le critére de Routh si tous
les coefficients de la 1°° colonne de la table sont de méme signe. Le nombre de
racines a partie réelle positive égale au nombre de changement de signe de la 1°°
colonne.

Exemple 1

Fi(s) = 5

————— Equation caractéristique s*> + 2s* +s+1=0
$°+2s5+s+1

CNNS : Toutes les coefficients sont de méme signe = vérifier
CNS : Critére de Routh

s3 1 1
s2 2 1
gl 2xizix1_1 0

2 2
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1 ére

Toutes les coefficients de la 1" colone sont de méme signe > systéme stable

Exemple 2

Fi(s) = :

——————— Equation caractéristique s* + 25> + s> +4s+1 =10
S*+2s5°+s54+4s+2

CNNS : Toutes les coefticients sont de méme signe > vérifier

CNS : Critére de Routh

st 1 1 2
s3 2 4 0
s - 2

2
st 8 0
s 2

On a deux changement de signe = on a deux racines a partie réelle positive -

systéme instable.

Exercice d’application

On considére le systeme donné par le shéma bloc suivant :

E(s) &(s) 0(s)

w
A\ 4

G(s)

1
s34+ 2s2+5s+5

G(s) = 3

1- Le systéeme en BO est-il stable
2- Pour quelle valeur de £ le systéme en BF sera stable.
Solution

1-FTBO : k G(s) = ——

3s3+252+s+5

k
3s34+2524+5+5

k G(s) = Equation caractéristique 3s3 + 2s> +s+5=0

CNNS : Toutes les coefficients sont de méme signe > vérifier

CNS : Critére de Routh

s3 3 1
s? 2 5
st 2 0
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On a deux changement de signe - on a deux racines a partie réelle positive 2>
systéme instable.

2- FTBF :

F(S) _ kG(s) k
T 14k G(s)  3s3+2s2+s+5+k

Equation caractéristique 3s® + 2s2 + s +5+ k=0

CNNS:5+k>0>k>-5
CNS : Critére de Routh

s3 3 1
52 2 5+k
st # 0
s 54k 1

Pour que le systéme soit stable :

—13k — 3k -13
— >0, k<—
2 3

5+ k>0 k> -5 vérifier)
Pour avoir un systéme stable en BF, il faut introduire un gain de valeur :
kel-5 =
3
Instable , Stable | Instable _
-co 5 __1'3 +00
3

|

Limite de stabilité

Cas particulier
Une ligne de zéro indique la présence d’une racine imaginaire pure, le systéme est

juste instable (limite de stabilité¢) dans ce cas on utilise le polynome auxiliaire.

Exemple 1

Equation caractéristique : D(s) = s> + 10s* + 16s + 160 = 0

s3 1 16

s2 10 160 | polynome auxiliare A = 10s? 4+ 160 = py, = +4j
st 0(20) 0 2_/51 = 20s

s% 160

Le systéme est juste stable (limite de stabilité) car on a deux racine imaginaire

pure.
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Exemple 2

Equation caractéristique : D(s) =s* +s° +5s2+4s+4 =0

s* 1 5 4

s3 1 4 0

s? 1 4 0| polyndome auxiliaire A = s2 +4 > pg,, = +2j
st 0(Q) 0 0 Z—? =25

s 4

Le systeme est juste stable (limite de stabilité) car on a deux racine imaginaire
pure. Les autres racines sont a partie réelle pure.

2™ cas : cas d’un pivot nul (1% colonne), il faut remplacer ce zéro par € et calculer
la limite quand € — 0

Exemple

Equation caractéristique : D(s) =s° +s* +4s® + 45> +25s+1=0

s° 1 4 2
s* 1 4 1
s3 0 (¢) 1 0
SZ 488—1 1
st f;_f 0
s? 1

] 4e — 1 ) 1
lim,_ o+ ( ) = lim,_y+ (4 - —) = —00

& &
4e -1

. £ - € , 82

leg_>0+ “4e—1 = llm£_>0+ (1 - 4e — 1) =1

&

On a deux changement de signe = 2 racines a partie réelle positive = Le systéme est
instable.
Exercice d’application

On considére le systéeme donné par le schéma bloc suivant :

E(s) (s) o) 0(1)

w‘
\ 4
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1
G(s) = s3 + 252+ 4s

1- Etudier la stabilité¢ en BF
2- Déterminer les poles du systéme pour k=8

F(s) = 1:525()5) = S3+252k+4s+k Equation caractéristique s3 + 2s? + 4s +k =0
CNNS:k>0

CNS : Critére de Routh

s3 1 4

s? 2 k

st 8;2" 0

s k

Pour que le systeme soit stable :

8-k
T>O,k<8

k > 0,k > 0 (vérifier)
Pour avoir un systéme stable en BF, il faut introduire un gain de valeur :
ke]o, 8]
Instable Stable Instable _

] ]
-00 0 8 +00

|

Limite de stabilité

2- Pour k = 8 limite de stabilité = deux poles imaginaires purs

Equation caractéristique s3 + 252+ 4s+8 =0 >

s3 1 4

s? 2 8| polyndme auxiliaire A = 2s% +8 2 pg, = £2
st 0 (4) 0 dA

s° 8 ds 4s

La 3™ racine est :
s3+2524+4s+8=(s+2))(s—2))(s —p3) = (s2+4)(s —p3) = s3 —p3s? + 45 — 4p;
9_4293 - 8

Alors, 1a 3™ racine est (p; = —2).
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Remarque

Le critére de Routh est un critére de stabilité absolue, il ne permet pas de préciser les marges de
stabilité.

5.3 Critére de revers

Les critéres graphiques de stabilité permettent d’étudier la stabilit¢ d’un systéme a
partir de 1’étude fréquentielle de FTBO.

k G(s)

FTBF = 1+k G(s) H(s) ’

k G(s)H(s) = -1

Nyquist (—1,0)

FTBO — {Bode (0db, —180°)

On utilise la FTBO pour conclure la stabilité du systéme en BF. |

5.3.1 Plan de Nyquist le point critique (-1,0)

Un systéme est stable lorsque le lieu de Nyquist de sa fonction de transfert en B.O

(k G(s)H (s)) parcouru dans le sens croissant de w, laisse le point critique (-1,0) a sa

gauche.
Am (kG(jw) H(jw)) Alm (kG(jw) H(jw))
Re(k G(jw) H(jw)) Re(k G(jw) H(jw))
-1 + " -1{ "
Systéme stable Systéme 2 limite de stabilité
Alm (k G(jw) H(]'w))

Re(k G(jw) H(jw))

f

Systéme instable

5.3.2 Plan de Bode le point critique (0 db, -180°)

Un systéme est stable lorsque le lieu de Bode de sa fonction de transfert en B.O
(k G(s)H (S)) a la pulsation wo pour laquelle le module |k G(jw) H(jw)| = 1 (= 0db), le
déphasage arg(k G(jwo) H(jwo)) > —180°.
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Ik G(jw) H(jo)], Ik G(jw) H(jw)| 4

;aJ
Ve
;aJ
Ve

arg(k G(jw) H(jw))4

it =

arg(k G(jo) H(jw)) A :\

arg(k G(jwy) H(jw,))

-180°

arg(k G(jwy) H(jw,)) -180°

Systéme stable Systéme a limite de stabilité

Ik G(jw) H(jw)| 4

2
A\ £3

arg(k G(jw) H(jw)) A

-180°
arg(k G(jwg) H(jw,))

Systéme instable

5.4 Marge de stabilité

- Un systéme est stable en BF si la marge de phase est positive.

- La marge de gain correspond au gain supplémentaire maximum que 1’on peut
donner au donner au systéme en BO sans risquer de le rendre instable en BF.

- Plus les marges sont grandes, plus la stabilité est robuste.

- Pour donner une bonne stabilité, on considere satisfaisantes les valeurs minimales :
by = 45°260° et Gygp, = 10db a 15db.

Exercice d’application
Soit la fonction de transfert en BO :

k

K6 = s+ D02+ 1D

Discuter la stabilité du systéeme en BF a retour unitaire en utilisant le critére revers
dans le plan de Nyquist, vérifier le résultat obtenu avec le critére de Routh

(k: gain variable).
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Solution :

L: E(s) % £(s) p 0o 0(s)

k
s(0.1s+1)(0.2s+1)

\ 4

FTBO: KG(s) =

k

FIBF: s(0.1s+1)(0.2s+1)+k

F(s) =

Stabilité en BF par la méthode de Nyquist

FTBO est déterminé par :

k
jw (0.1jw + 1)(0.2jw + 1)

KG(jw) =

k
w/1+(0.10)2/1+(0.2w)2

|KG(jw)| =

arg(KG(jw)) = <_7n —arctg(0.1w) — arctg(O.Zw)) X Zﬁ

180
arg(KG(jw)) = —90° — (arctg(O.la)) + arctg(O.Za))) X —

w=0| w=05 w=1 w=3 w =4 w=8 |w—>o
|KG(jw)| o0 1.98 k 097 k 027k 0.18 & 0.051 k& 0
arg(KG(ja))) -90° -98.57° | -107.02° | -137.66° | -150.46° | -186.65° -270°
Point d’intersection avec I’axe réel arg(KG(jw,)) = —180°

arg(KG(jw,)) = —90° — (arctg(0.1w,) + arctg(0.2w,)) = —180

arctg(0.1w;) + arctg(0.2w,) = 90°

0.3w,
tg {arctg (1

— 0.020),%)} = tg190%) = e

1—-0.0202=0-> w?2=50> w,; =+V50 =+ 7.07 rad/s

w=7.07rad/s
|k G(jw)l 0.0667 k
arg(k G(jw)) - 180°
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270°AIm (G (jw))
wg -360°
~~~~~~~~~~~~~~ Re(6 ()
X% — >
-180° 1 w=7.07 . 0°
w=4""---
w=3"
w=1"
A
w=0..’: w=0 -90°

Le systéme est stablesi: —0.0667 k> -1 -2 0.0667k<1->| k<15
Si k = 15 la limite de stabilité

Si k > 15 le systéme est instable

2 : Vérification par le critere de Routh

k

FTBF: F(s)= 5(0.1s+1)(0.2s+1)+k

Equation caractéristique : 0.02s®> +0.3s2+s+ k=0
CNNS : est vérifier si: (k > 0)

s3 0.02 1

s? 0.3 k
1 0.3-0.02k

S = 0

s0 k 1

Le systéme est stable si :

{0.3—0.02k>0 k<%=15
k >0 (vérifier) k > 0 (.Uérllfier)
Le systéme est stable si : k < 15
Si k = 15 la limite de stabilité

Si k > 15 le systéme est instable
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5.4 Précision des systémes asservis

5.4.1 Performance en régime permanant

Problématique : Un systéme est jugé par sa stabilité, par la précision avec laquelle il
suit la loi d’entrée. Les sources d’erreur sont a la fois les variations de 1’entrée mais
aussi les effets des perturbations. Etudier la précision d’un systéme c’est calculer sont
erreur statique. Pour déterminer cette erreur on soumet le systétme a des entrées
canoniques tel que :

Echelon : on parle alors d’erreurs indicielles ou de positions.

Rampe : Erreurs de trainage ou erreur de poursuite.

Parabole : Erreurs d’accélérations.

5.4.2 Précision relative a la fonction d’asservissement et a la fonction de

régulation B
ntrée
P(s )secondaire
E(s) @ e(s) e ) o.(e) 0G)
Entrée : : Sortie
principale T principale
H(s)

e(s) = E(s) —H(s)O(s)
e(s) = E(s) — H(s){G,(s)e(s) + P(s)}G,(s)
£(s)(1 4+ H($)G1(5)G,(s)) = E(s) — H(s)G(s)P(s)

E(s) _ H(@)G(s)P(s)
1+ H(s)G1(s)G2(s) 1+ H(s)G1(s)G2(s)

e(s) =

Posant : H(s)G,(s)G,(s) = G(s) estla FTBO

_A©)66)PE)
£(s) (D
«

Fonction Fonction de
d’asservissement régulation
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5.4.2.1 Erreurs permanente relative a ’entrée principale

P(s)=0
_ E(s)
&8) =160

La FTBO G(s) = H(s)G,(s)G,(s) peut se réécrire d’une maniére générale par :

N(s) _ 72, (s—z;) _ k(1+ajs+azs?+-+ams™)
D(s)  s®[IL,(s-pp) S%(1+b,S+by52+---+b,s™)

G(s) =

z;:zéros de la FTBO

p;:pbles de la FTBO

k: gain statique

L’erreur statique est calculée par : £() = lim,_,,&(t) = lim,_,, s €(s)
0. : représente la classe du systéme : nombre de péles nuls en BO.
Lorsques - 0 G(s) = S%

1°" cas : Si a=0 (systéme de classe 0 pas d’intégration), G(s) = k

) E(s)
e(s) =———
1+ G(s)
E Eo E
4 _ _0 . _ . s _ 0
Pour une entrée Echelon (E(s) = s) 1 &(0) = limg_, s rasta T e © 1ek
1+b1S+bps2+-+bysh
E Eg
, _ Eo) . s s2 _
Pour une entrée Rampe (E(s) = s2) ce(0) =limg_ oS rarrag T ran) = @
1+b1S+bys2+-+bpsh
E Eg
& — 20} . — Ji s3 _
Pour une entrée parabole (E(s) = 53) c&(0) = limg_ s rarrag e = ®

1+b15+bps2+-+bpsnh

2™ cas : Si a=1 (systéme de classe 1 systéme posséde une intégration), G(s) = <
) E(s)
e(s) =——=
1+G(s)
E Eq
i — 20). —Ji s —
Pour une entrée Echelon (E(s) = s) 1 €(00) = limg_o s N L 0
" s(1+b15+bpsZ++bysT)
Eg
Pour une entrée Rampe ( E(s) = Eoy . g(0) =limg_ o s Fal =5
p s2) 5-0  k(1+ags+azs?+--+ams™) k
" s(1+b1s+bys2+-+bps™)
E
Eo =

= OO
2 e m
X k(1+als+a25 + ams )

" s(1+b1S+bpsZ++bysT)

Pour une entrée parabole (E (s) = 3—3) c&(0) = limg_ s
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3™ cas: Si a=2 (systeme de classe 2 systéme posséde deux intégrations),
k
G(s) =3
) E(s)
e(s) =——=
1+ G(s)
E E
y _ _0 . X S —
Pour une entrée Echelon (E (s) = s) 1&(00) =limg o s ~rarrastrrame) = 0
" s2(1+bqs+bps2+-+bpsT)
E Eg
, _ Eo) . s s2 _
Pour une entrée Rampe (E (s) = sz) e(00) = limg, s e e = 0
" s2(1+bq15+bpsZ+-+bysT)
Ep
Pour une entrée parabole | E(s) = £y . g(0) =limg_ s Fil =5
p s3)° 50  k(1+ags+azs?+--+ams™) K

" 52(1+bqS+bps2+-+bpsn)

Tableau récapitulative

Classe du systeme Classe 0 Classe 1 Classe 2
Classe > 2
Entrées Pas d’intégration | 1 intégration | 2 intégrations
. Ey
Entrée Echelon 0 0 0
1+k
. Ey
Entrée Rampe 0 T 0 0
. Ey
Entrée parabole . . m 0

Remarque :
- L’erreur permanente lorsqu’elle est constante nom nulle décroit lorsque le gain en BO croit.
- On peut supprimer ’erreur de position en introduisant une intégration dans la chaine.
- On peut supprimer I’erreur de trainage en introduisant une double intégration dans la chaine.
- La constante d’erreur de position (Entrée Echelon) est déterminée par :
K, = lims_o Gpo(s)

- La constante d’erreur de vitesse (Entrée rampe) est déterminée par :

K, = lims_ o s Ggo(s)
- La constante d’erreur de position (Entrée parabole) est déterminée par :

K, = lim,_ s* Ggo(s)
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5.4.2.1 Erreurs permanente relative a ’entrée secondaire (perturbation)

E(s)=0

£(s) = H(s)G,(s)P(s)
1+ H(s)G1(s)G,(s)
La FTBO G(s) = H(s)G,(s)G,(s) > :((SS)) = H(s)G,(s)
1
G(s) P(s)
e(s) =
1+ G(s) G1(s)
k(14 a;s +ays?+ -+ a,s™)
o(s) = SE(1+ bys + bysZ + -+ bys™)  P(s)
B 1+ k(1+a;s+ ays?+ -+ a,s™) G,(s)
s¢(1 + bys + bys? + -+ b,s™)
s) = k(1 +a;s +a,s®+ -+ a,,s™) P(s)
g8 = S*(1+ bys + bys? + -+ b,s™) + k(1 + a5 + ays? + -+ a,,s™) G1(s)
- ok
to>02>s->0 &(s)= kPO _ POy (La classe du systéme) or a=0k =7
Sk G1(s) G1(s) a>1k'=1

Dans ce cas on peut conclure que I’erreur face a la perturbation dépend du terme G,(s)

et de la perturbation elle-méme.



