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Avant- propos

Avant-propos

Depuis trés longtemps, ’homme a eu ’idée d’imiter la nature en créant des systémes
aré&ction en vue de la régulation de certaines grandeurs physiques. On peut citer atitre
d’exemple le régulateur de James Watt (inventéen 1788).

Ce présent travail, issu d’une longue expérience pédagogique acquise au sein
de département de Génie-Electrique de Iuniversité de M’sila, est destinéparticuliéement aux
éudiants de 3eme anné& Licence LMD qui suivent leurs é&udes dans les filiées:
BElectroméeanique et dectrotechnique voire les filiées automatique et dectronique.

Ce support de cours permettra a 1’étudiant d’acquérir des connaissances de base
sur la théorie des asservissements lin&ires continus ainsi que sur les méhodes
de représentation et d’analyse transitoire et harmonique des systémes qui sont a la base de la
connaissance des chaines d’asservissement.

Le présent document peut &re scindéen quatre parties essentielles :

La premiee partie (chapitres 1 et 2) explique la notion de systéme asservi et expose
la base des mé&hodes lin&ires (&juations diffé&entielles, Transformées de Laplace, fonction
de transfert, poles et zéros, schémas fonctionnels et graphes de fluence des signaux...etc.)

Une deuxieme partie (chapitres 3 et 4) est consacrée a I’analyse des systemes linéaires
continus dans le domaine temporel ainsi que dans le domaine fré&juentiel.

La troisiéne partie (chapitre 5) traite les performances des systé@mes asservis lin&ires
continus asavoir la stabilitéet la preision.

Des exemples et exercices compléent le pré&ent ouvrage. Ils provoquent la réflexion
du lecteur, et ace titre, nous pensons que ce document intéressera non seulement 1’étudiant
mais aussi bien les esprits curieux de s’initier au nouveau concept de systeme.

A la fin, on trouve des indications bibliographiques permettant un approfondissement
général de 1’étude et analyse des syst@mes lin&ires continus.

J’espere que ce recueil sera apprécié par mes collégues et les étudiants et je serais tres
content de recevoir avec reconnaissance leurs éentuelles remarques, critiques et suggestions.
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Chapitre | Introduction aux syst@mes asservis

Chapitre .I. Introduction aux systé@mes asservis

.1. Introduction

De nos jours, I’automatique s’est introduite dans quasiment tous les domaines qui
affectent notre vie quotidienne asavoir : I’électroménager (machine a laver, réfrigérateur,...),
les distributeurs de boisson, les ascenseurs, le transport, la robotique, 1’aéronautique,
I’économétrie...etc.

L’industrie a fait trés largement appel a 1’automatique : depuis 1’introduction de robots
dans les chaines de montage dans le domaine de I’automobile remplagant certaines
interventions humaines jusqu’a la présence de ceux-ci dans des milieux trop hostiles pour
I’homme (domaine nucl&ire par exemple).

L’automatique communément qualifi¢ de science des automatismes signifie systémes
qui peuvent réaliser un certain nombre d’opérations sans intervention humaine. Comme nous
pouvons le constater dans certains cas, le but est de remplacer I’homme pour des raisons
&onomiques voire s&uritaires.

En effet, un syst@me automatique consiste & substituer les organes humains d’effort,
d’observation, de ménoire et de deéision par des ééments technologiques (calculateur,
automates, circuits électroniques...) et ce, dans le but de:

v" décharger I’homme des tiches répétitives, pénibles et parfois dangereuses;
v am@iorer le rendement et la qualitéde la production ;
v am@iorer la pr&ision et la qualitédes taches aeffectuer ;

v’ augmenter la sécurité des personnes et des équipements. . .etc.

En fait, par I’automatisation nous souhaitons maitriser le contréle d’un certain nombre
de grandeurs issues de processus industriels. Ces grandeurs, peuvent &re @&ectrique
(tension, courant, puissance,...), mécanique (force, vitesse, couple, position,...), hydraulique
(débit, pression, niveau,...), thermique (température, gradient) ou autres: humidité
viscosité,. . .etc.

e Le courant ou la tension de sortie d’une source.
e [a vitesse de rotation d’un moteur.
e Latempérature d’un local...etc.

Ainsi, comme le montre le schéna ci-dessous (figure 1.1), on peut distinguer trois grandes
catégyories de systé@mes automatiques :
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Systémes automatiques

d d

Systemes automatiques Systémes Asservis Systemes automatiques

| !

Systéme suiveur Systéme r&ulateur

Figure .1.1 Classification des syst@mes automatiques

Dans les systémes automatiques a logique combinatoire (figure 1.2), I’état des variables
de sortie aun instant donnéne déend que du systéme et des états des variables d’entrée
acet instant. Alors que, dans les systénes automatiques alogique séjuentielle (figure 1.3)
I’état des variables de sortie aun instant donné ne dépend pas seulement des éats des
variables d’entré& acet instant mais aussi de la valeur de la sortie aux instants antéieurs
(i.e. éat pré&délent du systéme).

Exemples : - Afficheur sept segments, distributeur de boissons ;

- Ascenseur et machine alaver...etc.

En revanche, un systéne asservi (ou asservissement) est un systéne qui prend en compte,
durant son fonctionnement, I'éolution de ses sorties pour les modifier et les maintenir
conforme aune entré& donné (consigne) voir figure 1.4. A titre d’exemples on peut citer:

le pilotage automatique d’un avion, le contrdle de la position ou de la vitesse
d’un moteur ¢électrique...etc.

. . Variables ! :Variables
Entree Ej ey == SOrtie S d’entrée : Systéme 1 de sortie
| Systéme X I Combinatoire I
) . | Combinatoire | ! I :
Entré Bj iy s Sortie Sk : I
| Bloc :
! Ménoire I
L !
Figure .1. 2 Systéne automatique combinatoire Figure .1. 3 Systéme automatique séguentiel

Perturbations

Entree e(t)
 ——

Sortie s(t)

Systame
—

Asservi

Figure 1.4 Systéme asservi

Dans ce qui suit, on s’intéressera uniquement aux syst@mes asservis lin&ires continus et
invariants qui feront 1’objet principal de ce fascicule.
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1.2.

Historique des syst@mes asservis

Le fait que la technique de ré&ulation ait pr&éléla science de I’automatique s’inscrit

dans un processus historique fréguent en science. L’origine de cette technique remonte a
I’antiquité(les anciens Grecs), mais le moment déerminant de son histoire est I’invention du
regulateur de Watt ala fin du XVIII° Sieele. A sa suite, de nouveaux réyulateurs sont inventes,
souvent inspiré de celui-ci, pour aboutir au déout du XXe sieele a 1’élaboration du régulateur
aeffets proportionnel, intéyral et d&ivé(réulateur PID).

Parmi les premiers travaux importants, classés selon 1’ordre chronologiques, on peut citer :

~ 250 av JC, premicéres réalisations d’automatismes par les grecs dans 1’irrigation
et le comptage du temps (clepsydre de Ktesybios). Le principe est fondé sur
I’utilisation d’un flotteur régulant le niveau d’un premier bac permettant ainsi de
fournir un débit constant dans un second bac dont le niveau éablit ainsi la duré
&oulee (voir figure 1.5).

1785 : L’invention du régulateur a boules par James watt pour la machine a vapeur
a permet I’adaptation de la vitesse de rotation d’un arbre a la variation de la charge.

1873 : Joseph  Farcot (ingéieur franqis), invente le  servomoteur
(réulateur de vitesse).

1922, Nicolas Minorsky: Btude de la stabilitéselon les éjuations diffé&entielles.
1932, Nyquist (Ingénieur amé&icain), éude de la stabilitédans le domaine fr&uentiel.

1934, Harold Huzen : Mathénatisation de la théorie de la réulation avec le premier
traitéthéorique sur les servomeésanismes.

1940-1950 : Ftude théorique des servomécanismes par I’analyse fréquentielle
et introduction des notions de marge par Hendrik Bode.

1942 : Perfectionnement du régulateur PID en technologie pneumatique et notamment
éoncé des regles de ré&lage du PID par J.G. Ziegler et N.B. Nichols
(réglage optimum du ré&yulateur PID).

1950 : Naissance de I’automatique (prise en compte de la boucle d’asservissement).

1960 : Etude des représentations d’état, de la commande optimale, des systémes
&hantillonnés et des systames non lin&aires.

1975 Création en France de I’AFCET, groupe de normalisation, qui proposa
le GRAFCET comme méthode d’étude des systémes automatiques séquentiels
et qui devint en 1987 norme internationale. Essor des Automates Programmables
Industriels (API).

1980 : Regulateur de vitesse automobile; un capteur renseigne directement
le calculateur qui pilote I’injecteur pour maintenir la vitesse désirée
(consigne du conducteur),...etc.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-BElectrique, Univ-Msila.dz

-



Chapitre | Introduction aux syst@mes asservis

Variation de Ecartement des
I'alimentation Levier masses en fonction de
en vapeur : |3 vitesse
| \
| Axe |
Chaquere ‘ turbine |

Robinet
-\
Reconstitution d'une clepsydre _ TURBINE
(Athénes) Principe de fonctionnement
Figure 1.5 Comptage du temps Clepsydre Figure 1.6 Régulateur &boules de James
de Ktesybios (~ 250 av. JC) Watt (1785)

Perturbations

cnalB o 2

Consigne Pupitre |Calculateur Injecteur Moteur Boite de vitesse Veéhicule
Vitesse et roues

Capteur de ‘
] | f—
vitesse ‘

Figure 1.7 Reégulateur de vitesse automobile (1980)

1.3. Géné&alités sur les systames asservis

1.3.1. Définition d’un systéme de commande

Un systéme de commande peut étre défini comme une combinaison d’éléments
physiques, chimiques, biologiques, ...etc., associé les uns aux autres de fagon aformer une
entité unique, et agissant comme telle, dans le but de s’auto-commander, s’auto-régler
et s’auto-diriger ou bien commander, ré&ler, diriger un autre systéme.

Pour I’automaticien un systéeme de commande ou processus correspond aun ensemble

de relations causales entre des grandeurs d’entrées (causes) et des grandeurs de sortie (effets).
D’une maniére générale, un systeme peut étre représenté par le schéma bloc

suivant (figure 1.8):
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Perturbations

TIT

ex(t) , 5. S1(t)

et) —» R > 5(1)
R »  Systémeou processus | _._. _. >

en(t) _— ) L »Sm(t)

Figure 1.8 Schéma bloc élémentaire d’un systéme multi-variable

Remarque :

e En geéné&al les grandeurs d’entrées et de sortiec ne sont pas de méme nature. De plus le
nombre (m) peut &re diffé&ent de (n).

e Le nombre (m) est toujours inferieur ou &jale a(n) cela veut dire que le systéne est
causal : &chaque entré il faut au moins une sortie (principe de cause aeffet).

e Nous pouvons distinguer les systénes multi-variables suivants : SIMO, MISO et MIMO.
(En anglais les lettres S, M, | et O signifient : S: Single, I: Input, M: Multiple:
O : Output).

e Le systame aune entrée principale (n=1) et une seule sortie (m=1) est appelésystame
mono-variable (SISO en anglais).

Un systéne uni-variable peut &re représentépar le schéna suivant (figure 1.9) :
Perturbations

—A
Entrée de ll l

commande u(t)]  Systéme ou processus
—_—

La sortie s (t)
——

Figure 1.9 Schéma bloc élémentaire d’un systéme mono-variable
Exemples:
- Un moteur acourant continu est un systéme (dectroméanique) de commande simple.

Ue(t) Moteur acourant ()
— Continu i

Figure 1.10 Un moteur acourant continu

- Un thermométre qui contr@e la température d’une piéce est un systéme de commande
ou de contrde simple.

Tension Energie Tempéature Tempéature
Electrique i Calorifique icce & [ Vraie 5

- RadlaFeur q R Piece a 3| Thermometre Mesurée N
Entré ? Electrique Chauffer Sortie Mesure
(Commande)

Figure 1.11 Contréle de la température d’une piéce par un thermométre
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Chapitre | Introduction aux syst@mes asservis

Un systtme de commande qu’il soit multi-variable ou mono-variable communique
souvent avec son milieu exté&ieur par des grandeurs physiques appelés: signaux.
Ces derniers peuvent &re classé& comme suit :

1. Signaux d’entrée : Ce sont des grandeurs indéendantes du systéme (sollicitations
externes) mais ayant une action sur son éat. Ces grandeurs peuvent &re de deux types :

e Grandeurs contrdables: Elles sont appliquées, a partir d’une source d’énergie
exté&ieure, afin de provoquer une réonse sp&ifique du systéme.

e Grandeurs non contrdables: Ce sont des grandeurs d’entrée parasites ou
perturbations agissant sur le systéme et qui sont susceptible de nuire ou modifier la
relation fonctionnelle entré-sortie.

2. Signal de sortie : C’est la réponse effective élaborée par le systéme évoluant a partir
de son état initial, sous I’action des signaux d’entrée. Elle peut étre coincidé ou non avec
la réponse que doit normalement provoquer le signal d’entrée.

3. Signal de commande : Quantit¢ donnant au systéme I’impulsion nécessaire a la

formation du signal de sortie (réonse du systame).

1.3.2. Classification des systénes de commande

1.3.2.a. Systémes lin&ires et non lin&ires

Un systame physique est dit linire si la relation entre les grandeurs d’entrée et de
sortie est une e€guation(s) diffé&entielle(s) lin&ire(s) et s’il obéit au principe de
superposition lin&ire. Dans le cas contraire le systéme est dit non linéaire.

Principe de superposition lin&ire:

e Homogenété il y a proportionnalité de leffet a la cause:
si e(t) =s (t) alors a.e(t) 2a.s(t) owia est une constante.

e Additivité: les causes ajoutent leurs effets : si e1(t) >si(t) et si ex(t) =s2 (t) alors
e1(t) +ex(t) =>s1 (t) +s2(t).

s(t)
eft)

) P sstime | —Pp i —P steme | —P

eft) =e,t) +e,( s(t)=st) + 5,

Figure 1.12 Illustration du principe de superposition linéire

(9
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Exemple : Cas d’un pendule simple (sans frottements)

D’aprés la deuxieéme loi de Newton on a :
dYM, =30 avec J=m.F

= —mglsin®=ml?0

d'o? é+%sin 0 = 0= Equation difffntielle non linfSire

L |

Pendufe simple

Le pendule est donc un systene non liné&ire. Mais pour les oscillations
raluites (0<<)=sin6=6 , alors [’équation différentielle précédente devient :

é+gT6 = 0= Equation diffé&entielle lin&ire (ou systéme linéire)

Caracté&istique

A 1 Ecr@age Sortie O gy transfert
> e _> - >
—> Amplificateur Entré& e(t)
Ecré@age
a) Amplificateur qui &ré&e b Comparateur
p q p

Figure 1.13 Exemples de systémes non lin&ires

1.3.2.b. Systemes continus et discrets.

e Un syst@me est dit continu si toutes les gradeurs qu’ils le caractérisent sont de nature
continue ou analogiques (disponibles atout moment, achaque instant).

e Un systeme est discret (ou échantillonné) si toutes les grandeurs qu’ils le caractérisent
ne sont connues qu’a certaines instants (t1, t2,...), appelés instants d’échantillonnage.

Exemple : - Radar de poursuite (I’objet est détecté a chaque passage du pinceau)
ou I’information est disponible périodiquement.

() x(k)

Signal continu Signal discret

Figure 1.14 Signal continu et signal discret
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1.3.2.c. Systémes invariants et variants.

e Un systame est dit invariant si la réponse a un signal e(t) différé (retardé) d’un temps 1
est la mé@ne que la réponse s(t) du systéne mais retardeée de t. Le systéme invariant est
aussi appelésysténe aparamétres constants localisés. En d’autres termes, un retard de t
ne change pas la loi du modée :

20 ] systeme ﬂ) > LED L systeme ﬂ
L F 3
e(t) s(t-7) /\
4 t ] 4 t ]
E[Tt"] S(f’-‘:’)
—_——— n > - = N ‘-E-_"_

Figure 1.15 Systéme invariant

Exemple: Moteur &ectrique
Si on néglige 1’usure, le moteur n’évolue pas dans le temps => le systéme est invariant.

Tension Moteur Vitesse

e Un systame est dit variant si ses parameétres évoluent avec le temps. C’est a dire
on tient compte de vieillissement du systéme.

Exemple: La fusée

Débit de
Propergols

Fusée Accéé&ation

La masse de la fusé diminue au cours de son ascension : En effet, pour un méne débit
de propergols, 1’accél&ation augmente avec le temps => le syst@me est variant.

1.3.2.d. Systéme causal et déerministe.

e Un systame est dit causal si la valeur de la sortie s(t) aun instant to ne dépend que des
valeurs de I’entrée e(t) pout t<1p .C’est le cas de tous les systémes physiques.

e Un systéme est déerministe si pour chaque valeur d’entrée e(t), il n’existe qu’une
seule valeur de sortie s(t) possible. Dans le cas contraire, le systéame est dit
stochastique(ou alé&toire). Chaque sortie possible est alors affectée d’une probabilité.

La figure 1.16 donne un apercu sommaire d’une classification des modéles mathématiques
associess aux diffé&ents types de systémes. En gras, sont indiquées les classes de modées qui
sont 1’objet de ce cours.
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Systémes
aparametres localisés

\ 4

Stochastiques

\ 4

Dé&erministes

A 4

Temps continu

v

Temps discret

!

¥

Lin&ires

Non lin&ires

v

Coefficients constants
(Temps invariant)

'

Temps variant

A

Mono-variables

V

Multi-variables

Figure 1.16 Classification des systé@mes

Ce cours a pour but I’étude des systames dezrits par des &uations diff&entielles ordinaires
déerministes continus lin&ires acoefficients constants (invariants) et mono-variables.

1.3.3. Commandes en boucle ouverte et en boucle fermé&
Quelle que soit la nature du systeane a commander (&ectrique, meéanique,
hydraulique...etc.), il est toujours possible de classer les diffé&entes structures de commande
en deux grandes familles. Les structures de commande en boucle ouverte et les structures de
commande acontre-réction, appelés éjalement structures de commande en boucle fermée.

1.3.3.a. Commande en boucle ouverte

Dans ce cas, la commande est envoyeéen entré sans contrdle sur la sortie, en d’autres
termes le signal de commande est indéendant du signal de sortie.

e(t) Loi de u(t) s(t)
=1 Commande / »| Actionneur »| Systéne p——>
Entré& de consigne Signal de commande Sortie rezlle

Figure 1.17 Commande en boucle ouverte
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Exemples :

- Machine a laver: L’exemple typique de ce type de commande est constitué par
la machine alaver fonctionnant sur la base de cycles préprogrammé ne possélant pas
d’informations mesurées concernant le degré de propreté€du linge.

Synthétiques Arrét Blanc/couleurs
2C
30. o .30
40 _7, N 40
60 @ \. 60
Dé_licat/ e \060 Taches
Soie /]
; °
& Froid \. / 7 90
Laine 305 79 . 60 +Prélavage
‘ ‘ B Rincage
Vidange Essorage ®

Figure 1.18 Vue externe d’un bouton de commande des cycles de lavage

- Controle du niveau d’eau dans un réservoir

niveau H
Commande

du débit
d “entrée

Ordre:
niveau H=100em

Figure 1.19 Contrde en boucle ouverte du niveau d’eau dans un réservoir

On peut citer d’autres exemples de commande en boucle ouverte asavoir :
e Interrupteur @ectrique réglant le passage du courant dans un circuit,
e Chauffage d’une salle par un radiateur électrique commandé par un rhéostat,
e Controle de la position d’un lance missile...etc.

Note : Pour utiliser ce type commande, il est né&essaire de connaitre le systéme et les
réonses aux commandes envoyées et en particulier de l'influence des perturbations sur le
systame, ce qui est rarement le cas en pratique. Cette commande ne permet pas de ré&gler
pr&isément la sortie désirée et corriger l'effet des perturbations. Cette solution est donc
envisageable dans le cas oulle systéme est parfaitement connu et modéis€et dans le cas ou
["obtention d’une mesure de la sortie n’est pas économiquement possible.

1.3.3.b. Commande en boucle fermé

Pour amé@iorer les performances de la commande en boucle ouverte et réluire
sa sensibilité vis-avis aux perturbations, il s’avere alors indispensable de mener cette
commande d’un retour (Feedback en anglais) permettant d’observer (ou de mesurer) la sortie
réelle du systetme afin de la comparer a chaque instant a ce que 1’on désire obtenir
(la cosigne). Le résultat de cette comparaison (I’écart ou I’erreur) forme le signal de
commande approprié(figure 1.20).
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Le principe de commande en boucle ferme est illustrésur la figure suivante :

ﬂ‘;@ﬁ’ Loi de c(t) _ u(t) ‘ s(t)
Signal de Commande Actionneur Systame >
consigne

Signal Signal de commande
d’erreur

\ 4
\ 4

Sortie mesuré Sortie r&lle
Capteur

S

Figure 1.20 Schéma de principe de la commande bouclé&

Note : La commande en boucle fermé& est ainsi préé&able notamment si le systame
a commander n’est pas parfaitement connu ou si des perturbations non modélisables
et/ou des variations imprévisibles des parametres sont présentes.

Exemples :
Exemple 1- Controle de la température d’une enceinte chauffée par un é&hangeur thermique.
Vanne T
v e
| |
14 E:‘]_
. Erreur B wet T
1wl
- | € K. —{ M Pompe f
Consigne signal 4 Capteur
Mesure de comimande

Figure 1.21 Controle de la température d’une enceinte

Le systame représentésur la figure 1.21 est chargé de maintenir la température d’une enceinte.

Le chauffage est assurépar un é&hangeur thermique, la vanne v, permet de réguler le déoit du
fluide calorifique dans 1’échangeur, afin de réguler la tempé&ature ©:.0n choisit
de motoriser la vanne et on installe un capteur dans ’enceinte qui permet de mesurer
la tempé&ature O(t). Cette tempé&ature est comparée ala tempé&ature de consigne ©Oc.
Un amplificateur K. génée la tension de commande u(t) du moteur (M) qui ouvre ou ferme
la vanne en fonction de 1’écart de température.

Exemple 2- Contrde en boucle fermee de niveau d’eau dans un réservoir

Le dispositif de la figure 1.22 met en oeuvre le r&glage de niveau d’eau dans un réservoir. Le
dédit de fuite est per@ comme une perturbation et donc le but de la ré&ulation est de
maintenir le niveau constant est éal aun niveau dé&iréHc=100cm quel que soit ce débit de
fuite. Pour ce faire, le niveau H est mesuréindirectement par un capteur de niveau. Le débit
Qe est r&glé par une vanne @ectromé&anique (actionneur) dont la commande u(t) est
propotionnel a 1’écart instantanée e(t) entre le niveau de référence et le niveau mesuré . Le
schéma fonctionnel de ce dispositif de regulation est repré&entépar la figure 1.22.
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¢ compare ¢e que jé veux
et ¢ce que je regois
jJ€ corrige jusqu *a ce que

He =100¢m Commande mV:;li "
du débit
& . Erreur Systéme de | d ’entrée Qe
. A ﬁ 2

Consigne eft) réglage u(t)

# Débit de
objectit: i

He=100cm T Mf;;'}e fuite s

Figure 1.22 Exemple de Réyulation de niveau d’eau dans un réervoir

Exemple 3- Le conducteur et son automobile.

Le conducteur doit suivre la direction de la route, pour cela: il observe la route et son
environnnement et evalue la distance qui sépare son vénicule du bord de la route. Il
détermine 1’angle qu’il doit donner au volant pour suivre la route. Il agit en conséquence
sur le volant, puis il recommence son observation toute la duree du déslacement et ainsi de
suite. Le schéna fonctionnel de ce dispositif de ré&ulation est représentépar la figure 1.23.

Direction + Etreur ; : . .

o ; Direction de
desirée parle Chauffeur = M;acda_nlsme = =3 Automobile > la voit

chauffeur a dlirection avoiture

Mesurevisuelle €

Figure 1.23 Contrde de la direction de la voiture selon la direction de la route.

I.4. Systéme asservi (ou asservissement)

1.4.1. D#dfinition :

Un systéme asservi ou asservissement est un systéne qui prend en compte, durant
son fonctionnement, I'é@olution de ses sorties pour les modifier et les maintenir conforme
aune consigne. Il peut &re déini aussi, comme éant, un systé@me de commande muni d’une
chaine de retour (feedback : en anglais), c’est-&dire il posséde une reaction (réro-action)
de la sortie sur I’entrée.

D’une maniere générale, un systéme asservi copie le coportement de I’homme dans les
trois phases essentielles de son travail. Cela peut &re schématisécomme suit (figure 1.24):
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Effet de
P’action

T&he a
ré&liser

Ré&flexion

Observation

Figure 1.24 Concept d’un systéme asservi

1.4.2. Regulation et asservissement

.4.2.a. Réulation

On appelle une reégulation un systé@me asservi qui doit maintenir constante la sortie
conformement &ala consigne indépendement des perturbations. Cela veut dire, la consigne est
constante ou €éolue en paliers et le systéne doit compenser 1’effet des perturbations.
A titre d’exemples on cite, la réulation de la tempé&ature dans un four, de la pression dans
un réacteur ou du niveau d’eau dans un réservoir.

1.4.2.b. Asservissement

On appelle asservissemnt un systé@me asservi dont la sortie suivre le plus fidelement possible
la consigne (variable).

Exemples : Suivi de la trajectoire d’un objet mobile (radar de poursuite) ou 1’usinage d’une
piece mécanique a partir d’un modele.

b
; -,.d.'ﬁf;‘

N

(a) Radar de poursuite (b) Usinage d’une piece mécanqiue
Figure 1.26 Systemes de pousuite (asservissement)
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1.4.3. Organisation générale d’un systéme asservi

‘
Erreur ot = + Perturbations
v ' \ > - . : M 5
Ecart ' Y Chaine directe (ou d'action) + eventuelles
. \\ _.’/‘-\\ .
o ~ — = i =
5 A . H &
4 Régulateur :
Entrée de } o Actionneur - Sortig
référence Correcteur | + asservie
L ! processus
(consigne) — AR PR U p——
' : Mesure »
SR Capteur
Comparateur |
'
N 4
g
\

Chaine de retour (ou d'observation)

Figure 1.27 Schéma global d’un systéme asservi

1.4.3.a. Principaux ééments d’une chaine d’asservissement
Sous une forme géné&ale et plus simple un systéne asservi (figure 1.27) est composéde :

e Chaine d’action (ou directe) : assure la commande du processus aregler, elle est
souvent appelée chaine de puissance et dirigée de I’entree vers la sortie.

e Chaine de reaction (ou de retour) : C’est une chaine de faible puissance appelée
chaine de precision, elle transmet avec precision la variation de la sortie.

Mais d’une manicre plus détaillée dans un systeme asservi on trouve :

» Ré&ulateur : 1l se compose d’un comparateur qui détermine 1’écart (ou erreur) entre
laconsigne et la sortie mesurée et d’un correcteur (élément intélligent) qui élabore
a partir du signal d’erreur la commande u(t).
Exemple: Le thermostat, Les régulateurs P, P1, PD et PID.

» Actionneur : c’est I’organe d’action qui apporte 1’energie au systéme (processus) pour
produire ’effet souhaité. Sa fonction fondamentale est donc 1’execution. Il travaille
souvent a de tres hautes puissances. C’est le muscle du systeme.

Exemple: Le servomoteur.

» Le processus: c’est I’¢lément ou la machine qui fait partie du processus
technologique et qu’on désire lui imposer une régulation de certains de ces parametres.
Il représente la partie invariable.

» Capteur: C’est I’organe qui preleve sur le systéme la grandeur asservie et la
transforme en un signal compréhensible par le réulateur (mesure).
Exemples : Le potentiométre, le tachymetre et le thermocouple.

1.4.3.b. Nature des signaux d’entrée et de sortie d’un systéme asservi

Les signaux d’entrée et de sortie d’un systéme sont des fonctions du temps :

e Si achaque instant leur amplitude est parfaitement connues, le signal est dit
déerministe (Exemple : &helon unitaire, rampe, sinusoidale,....).

e Si par contre achaque instant on ne conna™ pour le signal que la probabilité d’avoir
telle ou telle amplitude on dit que celui-ci est alétoire (Exemple : bruit).
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Dans le cadre de notre cours on se limetra aux signaux déerministes. Les entrées
typiques d’un systéme asservi souvent utilisées seront brieévement deerit ci-dessous :

1. Echelon : C’est une fonction nulle pour t négatif, egale aune constante Eq pour t
positif (fig.1.28). On la note :

e(t)=Eo.u(t) ou u(t) est la fonction &heleon unité
e(t)a
Eosing

0 1
Figure 1.28 Echelon

2. Rampe (ou &helon de vitesse) : C’est une fonction nulle pour t négatif, de pente
constante a pour t positif (fig.1.29). On la note : e(?)=atu(t)

e(t)

v

0
Figure 1.29 Rampe

3. Impulsion : C’est la limite d’une fonction nulle en dehors d’un intervalle de
temps, mais qui prend dans cet intervalle des valeurs suffisamment grandes pour que
son effet total soit notable.

On la note : e(t)=A S(t) (t) ot S(t) (t) est 'impulsion de Dirac, ou impulsion unité.
St
A/At 1

At "t 0
Figure 1.30 Impulsion d’air A lorsque At>0

La fonction impulsion unitépossegle les proprié&és suivantes :
[sMdt=1sit=0
o(t)=0 si t=0

4. Parabde : C’est une fonction causale non lin&ire (fig.1.31) donné par :

at> si t>0
e(t) = e(t)
© {0 si t<0

[

0
Figure 1.31 fonction parabde
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5. Entreée harmonique : C’est une fonction sinusoidale du temps donnee par:
e(t)=A sin(wt+g)u(t)

Onappelle: A I’amplitude (ou valeur de créte)
o=2xnf la pulsation ou la fré&uence angulaire [rad/sec]
f la fréguence en hertz[Hz] ou cycles par secondes.
[0) la phase a I’origine, ou phase [radians].
}\ (ﬂ: A sin{wt + @)
| F(H=z)

Pe‘r‘zade : T (=)

1
1 FLH=z)
A 1
1 £t =0 -
OB 1
! o
1

e —
A cos{wt + @) t=0 t

Asin(wt + @)

A amplitude

Pulsation : w (rad/s)
21

m=27rf=?

Figure 1.32 Fonction sinusoidale

1.5. Performances des systanes asservis

Gé&é&alement, les entrés (commandées ou perturbations) auxquelles sont soumis
les systémes asservis sont alé&toires. Cependant, dans la pratique, pour juger les performances
de ces systames on utilise plus couramment les entrés typiques é&roquees ci-dessus
(e&ehelon, impulsion, rampe,...etc). Un syst@me asservi est caracteris€ par quatre facteurs
rév&ateurs de ses performances :

@ Stabilité
@ Rapidité
& Precision,
& Amortissement.

Dans ce qui suit, on déerit brievement, ces quatres principales performances.

o Stabilité
On dit qu’un systéme est stable Si Sa sortie tend vers une constante pour une entré& constante.

La stabilitéest donc le critére que I'on regarde en premier, sinon on ne peut pas analyser les
autres criteres de performances. Alors, I’instabilité est I'un des problémes majeurs a régler

dans le cadre des systémes asservis.

-/

elt) = ult)

salt)

AT

s(t) avec
s(+:) = +x;

t elt) = uft) t e(t) = u(t) ¢

\
\

0 0 0
(a) instable (b) instable (c) stable

Figure 1.33 Stabilitéd un systéme
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¢ Rapidité

La rapiditéest caract&isé par le temps que met le systéme pour réagir aune variation
brusque de la grandeur d'entrée. Cependant, la valeur finale &ant le plus souvent atteinte de
maniée asymptotique, on retient alors comme principal critée d'&aluation de la rapidité
d'un systéme, le temps de réponse a+v%. Dans la pratique, on utilise le temps de réonse
atb%, c'est le temps mis par le syst@me pour atteindre sa valeur de r&gime permanent.

A
+5% de la valeur
asymptotique

Valeur

asymptotique

+5% de la valeur

s(t)

e(t) = ufr)

t

0 s

asymptotique

jlu (t)

A e(t) = ult)

¥ | A}

3 ___‘____\c_f________\i’a]em'

asymptotique

Figure 1.34 Rapidité d’une réponse d’un systéme

e Pre&ision

Un systéme est preeis si la sortie suit la consigne en toute circonstance (perturbations)
revient &la valeur de consigne aprés une perturbation. Elle est caractérisée par 1’erreur
entre la consigne et la valeur de la grandeur de sortie effectivement atteinte. Si ’erreur est
nulle, on dit que le systéme est preeis.

A

e(t) = ult)

} Erreur

s(t)

t

-

e(t) = a.t.ult) Erreur

s(t)

(1]

Figure 1.35 Précisions statique et dynamique d’une réponse

e Amortissement (systeme d’ordre >2)

L'amortissement est caract&isé par le rapport entre les amplitudes successives des
oscillations de la sortie. Plus ces oscillations s'attéuent rapidement, plus la réponse du

systéme est bien amortie.
A

el(t) = ult)

s(t)

e(t) = ult)

VA
e(t) = u(t)
s(t)

0
(b) hyper-amortie

(b) bien amorti

(c) oscillatoire amorti

Figure 1.36 Amortissement d’une réponse d’un systéme

et
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1.6. Méthodologie d’&ude des systemes asservis
Pour concevoir un systéme asservi, on pourra op&er de la mani&e suivante :
& Moddiser le systéme ;
& Choisir le type de commande ;
& Synthéiser le correcteur (ou le régulateur) ;
& Essais et validation.

L’étude d’un systéme asservi peut se résumer par 1’organigramme suivant :

Etude d’un systéme asservi

Lois physiques (Mise en &juation) Mise en &juation impossible
l \ 4
Modée de . . L.
Connaissance | €™ Equations Essais exp&imentaux
\ 4 v
Transformation de Laplace Identification > Modée_de
Conduire

~— _—

Fonction de transfert

\ 4

Calcul du régulateur

!

Essaie du régulateur en simulation

|

Validation
Sur site

Implantation du réulateur

1.7. Conclusion

L'asservissement « idé&l > est un syst@me ayant une bonne stabilité une bonne
preeision ainsi qu’un r&ime transitoire rapide et bien amorti. Cependant ces criteres
de performances ne sont pas toujours compatibles. Par exemple, un processus rapide est
géné&alement I&ger, il a ainsi une faible inertie et risque d'@re peu amorti voire instable.
D'autre part si on veut am@iorer la pré&ision, on raidit I'asservissement et on risque de tomber
alors sur un phé&omene dinstabilité Tout I'art de l'automaticien est de reliser une partie
commande permettant de respecter au mieux ces critées est d'aboutir &aun bon compromis
entre ces performances.
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Chapitre .II. Mod@disation des systemes asservis lin&ires

11.1. Introduction

Pour pouvoir analyser le comportement des systémes asservis, il est inté&essant de
disposer d’un modéle mathématique permettant de déerire leurs comportements dynamiques.
En effet, I'é@ude des systames dynamiques revient aéudier les relations mathématiques qui
les gouvernent (en l'occurrence des &juations diffé&entielles). La manipulation d'éjuations
difféentielles éant complexe. Pour cela, nous allons introduire un outil mathématique
puissant, qui est la transformation de Laplace.

Le but de ce chapitre n'est pas d'é@udier en déails la mod@&isation des systémes
dynamiques. On se contentera donc de savoir moddiser rapidement et simplement
le systame (moddes éémentaires) et d'apprendre a€erire apartir des &juations diffé&entielles,
les fonctions de transfert pour diffé&ents types de systé@mes: dectriques, mé&aniques, ou
éectromezaniques. . .etc., et d’&ablir par la suit leurs schénas fonctionnels et/ou leurs graphes
de fluences de signaux adéjuats.

11.2. Mod@&isation mathé@natique des systames
11.2.1. D€inition

Le modéle mathématique d'un systéme dynamique peut &re défini comme é&ant un
ensemble d'éjuations repréentant le comportement dynamique du systéne avec la pré&ision
souhaitee. 1l est obtenu en €&rivant les lois de la physique qui régissent le comportement du
systéme (lois de Kirchhoff, lois fondamentales de la dynamique, bilan des forces,...etc.).

11.2.2. Etapes d’obtention du modéle de comportement
La démarche globale pour établir le modéle comportemental d’un systéme donné peut se
réumer de la maniée suivante :

@ Ddinir le systéme éudiéet ses composants démentaires ;

@ Formuler le modéle mathématique idél (modéle de connaissance) et dresser la liste
des hypothéses simplificatrices aretenir ;

@ Ecrire les lois de la physique réissant le comportement du systéme et les &juations
diffé&entielles et algébriques associees ;

@ Ddinir le modde d&liéal’automatique (modée de comportement).

Remargue : Le modde mathénatique devra @&re suffisamment preeis pour refléer le
comportement reéel du systé@ne. On voit donc apparadre un compromis preeision/complexité
dans I'é@ape de mod@disation. De plus, &ant donnéle caractée non-lin&ire des processus
réels, on est naturellement amené& afaire des simplifications telles que la liné&risation
autour d'un point de fonctionnement (développement en s€&ie de Taylor).
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Exemple:
On considére les deux syst@mes physiques suivants : ANUURUANANNNY
a) Une masse M, retenue aun mur par un amortisseur de coefficient de ks -
frottement visqueux f et un ressort d’amortissement Kk que 1’on tire

par une tension F vers le bas. M
Entré : Force appliqué ala masse (F). l
Sortie : Position de la masse (z).

=

(a) Systeme me&anique

- .. R L
b) Un circuit RLC sé&ie. I
Entrée : Tension aux bornes du circuit ue(t). ( «mjg )
. . u u
Sortie : Tension aux bornes du condensateur us(t). ° ) =
(b) Systeme éectrique

Ecrire les éuations diffé&entielles réissant la dynamique des sorties de ces 2 systémes.

Solution:

Cas du systéme (a) :

Par application de loi fondamentale de la dynamique (Mouvement de translation) :
Z F=ma=F- k.z(t) —f.z(t)=MZ(t) Qu’on peut écrire :

d’2(t) , 020 dz(t)

dt?
acoefficients constants de second ordre.

M

+k.z(t) =F , 1 s’agit donc d’une équation diffé&entielle linéire

Cas du systane (b) :

Par application de la deuxi@me loi de Kirchhoff (loi des mailles) on obtient :

di(t)

U =0=u,(t)-Ri(t)-L—= ” u,(t)=0

avec u_(t) =~ Il(t)dt:n(t) cdu.(®

D’ou I’équation mathématique qui lie I’entrée et la sortie du circuit s’écrit :

d?u_(t du_(t
(0 | e 4

dt dt
acoefficients constants de second ordre.

LC

+U,(t) =u,(t), Il s’agit aussi d’une équation différentielle linéaire
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

11.3. Transformation de Laplace

La transformation de Laplace est 1'une des outils mathématiques qui permet de
résoudre aisément les éjuations diffé&entielles dé& que le systéne éudiédevient complexe,
c.a.d. lorsqu’il s’agit d’équations différentielles d’ordre assez @evé (ordre>2). En d'autres
termes, C’est un moyen de ramener 1’étude et I’analyse d’un systéme asservi du domaine
temporel (ou la variable est le temps) au domaine fré&uentiel ou
symbolique (oulla variable est complexe déendant de la fr&juence).
Lorsqu’on obtient la ré&onse voulue dans le domaine de la fr&uence, on transforme le
probléme a nouveau dans le domaine du temps, a I’aide de la transformée inverse
de Laplace. Le diagramme de la figure 2.1 ci-dessous illustre bien ce concept.

Domaine
de
fréquence

Domaine | Transformée de Laplace

du temps

Transformée inverse ]
: . - Analvse
Domaine de LHPJJLL all
du
du temps .
systeme

Figure 2.1 Etapes d’analyse d’un systéme avec la transformée de Laplace

L’intérét fondamental de la transformée de Laplace (calcul opérationnel) s’explique par la
facilité de résoudre un systéme d’équations différentielles puisqu’elle permet de transformer
ce dernier en un systéeme d’équations algébriques. En effet, elle permet de remplacer les
opé&ations analytiques de dé&ivation et d'inté&ration par des opé&ations algébriques.

11.3.1. Transformée de Laplace (directe)

A toute fonction du temps f(t) nulle pour t<0 (fonction causale), on lui associ€e une
fonction F(p) de la variable complexe p, [ou p=5+jo (5 et @ sont des variables rélles
et j =+/—1)] qu’on appelle la transformée de Laplace de f(t) et qu’on note :

~+00

F(p)=L(f(t)= [ f(t)e™ dt 2.1)

0

On dit que F(p) est ’image de f(t).
N.B/ L’existence de cette transformée est soumise a la convergence de 1’intégrale qui la défini.

Dans ce manuscrit nous n’insisterons pas sur ce point car les fonctions ou les signaux que
nous sommes susceptibles de rencontrer remplissant cette condition.
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Exemple 1. Calculer la transformé de Laplace de la fonction é&helon unité(ou la fonction
. . e 1 si t>0

Heaviside) notée u(t) définie par: u (t)= _
0 si t<O0

L (u(t))= +joe“’tdt = —%e‘p‘ B

:% ; Avec R (p)>0

0

Exemple 2.
Calculer la transformé de Laplace de la fonction causale suivante :

e u(t)avec aeR

L (e 2u(t =+we’atu t)e Pdt =+ooe’“’“’)t dt :—Le’“’*a)t h - -
e u(0)= feu()e o | L

Avec R.(p) >-R.(a)

11.3.2. Transformeée de Laplace inverse

D’une mani&re r&iproque, il existe une transformation inverse qui permet de retrouver
la fonction originale f(t) apartir de sa transformeée F(p). Cette derniere est donné par :

G+joo

f(t)='—'l(':(p))=2inj | Fp)e™dp 2.2)

G—joo

On dit que f(t) est I’origine de F(p).

N.B/ 1l est rare dans la pratique d’avoir recours a cet intégrale de contour définie par la
relation (2.2). En effet, la correspondance entre f(t) et F(p) se fait gré&e ades tableaux
appelé& : Tableaux des transformés (voir annexel)

I11.4. Propriéé des Transformeées de Laplace

L’utilité de la transformée de Laplace dans I’étude des systémes linéaires analogiques
apparaitra ala déouverte de ses propriéés, que nous allons &oquer dans ce qui suit.

11.4.1. Lin&rité
La transformation de Laplace estlinéire c'est-adire que quelles soient les

fonctions f, g et deux nombres complexes a et b:
L[af(t)+bg(t)]=aL[f(t)]+bL[g(t)]=a.F(p)+b.G(p) (2.3)
Cette lin&ritése démontre de fagn & idente, et deeoule de celle de I'intégrale.
De méne ona: L™ [aF(p) +bG(p)]=aL™[F(p)]+b.L™* [G(p) | =af(t) +b.g(t) (2.4)

Remarque : Le produit de deux fonctions du temps f(t) et g(t) n’a pas pour transformée
le produit de F(p) et G(p) et vice versa.

A titre indicatif L* (F(p).G(p))peut &re calculée par I’intégrale de convolution comme suit :

L* (F(p).G(p) = [ f(t - Dg(tide = [F(g(t o) =F (1) *g(t) (25)

Le symbole (*) représente le produit de convolution (voir cours de thérie du signal).
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11.4.2. Théréame de la valeur finale et initiale

Il est possible d’obtenir les valeurs initiale et finale de la fonction causale f(t) apartir
de sa transformée de Laplace directe F(p) comme suit :

e Théréame de la valeur initiale :

f(0 )_Ilmf(t)_llm pF(p) (2.6)
p—o0
e Thédrame de la valeur finale :
f (o) =limf (t) = limpF(p) (2.7)
t—w p—0
Exemple :

Soit la fonction : f(t)=(1+e ™ u(t)
Déerminer la valeur initiale et finale de f(t)

Solution : f(O):rI)im pF(p):rIJim p(%+ﬁ):2

. 11
(o) =limpF(p) = lim p(5+ﬁ) =1

11.4.3. Théréme de dé&ivation
Soit la fonction f(t) définie pour t>0 et qui admet une transformeée de Laplace F(p) alors :

df (1
{ dt} OF(p)—F(0) ©8)

Ouf(0) est la valeur initiale de f(t)

Démonstration :

D’apreés la définition de la transformée de Laplace ona:

L[df(t)}:trdf(t) df (t)

—ldt=u=f(t) et v=e™ =dv=—pe™ alors
dt dt dt M) e — V=P

e ™dt Sion pose du =
0

df(t

I’intégrale par parties nous donne : I di) Pdt=f(t)e pt‘ -p .[ f(t)e "dt = p.F(p) - (0)
0

Généalisant ce théaréme pour la n'®™ dé&ives de f(t) on obtlent ;

Cdf(t

L9 |- pre -10)
t

ERICTI df (1)
L — p2.F(p) - pf(0) - —~

e p=.F(p) —pf(0) at |,

- 2
L dfgt) =p3-F(p)—p2.f(O)—pdf(t) _d fﬁt)| et ainsi de suit jusqu'? l'obtention du cas gRIRR
| dt® | dt |, dt? |,

_d”f(t) n-1 2 df(t) d"f(t)
L F fOo)—p2. 20 art® 29
i dtn :| p (p) p () p dt o dtn . ( )
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

11.4.4. Théoréme de I’intégration
Soit la fonction f(t) déinie pour t>0 et qui admet une transformee de Laplace F(p) alors :

_t[f (t)dt|

LUf(t)dt} - Ffop) 40 5 (2.10)

Remarqgue :
Lorsque les conditions initiales sont nulles :

@ Dé&iver dans le domaine temporel, revient & multiplier par p dans le domaine
complexe (domaine de Laplace).

df () | _
L{T} = pF(p)

@ Int&rer dans le domaine temporel, revient adiviser par p dans le domaine complexe
(domaine de Laplace).

LUf(t)dt}:@

11.4.5. Théréme de retard (translation des temps)

Soit f(t) une fonction du temps définie pour t>0, ait une transformé de Laplace F(p).
Consideéons une fonction f(t-T) obtenue en décalant f(t) d’un temps égale a T, vers les temps
positifs. On obtient alors :

L[f(t-T)u(t-T)]=e"".F(p) (2.11)

Démonstration :
L[f(t-T)u(t-T)]= J.f(t—T).u(t—T).e’pTdt = j f(t—T)e*dt
0 0

Si on pose a=t-T ==>t=T+0, alors on aura :

L[F(t-T)u(t-T)]= [ f(a)e ™™ da =™ [ f(a)e™do=e " F(p) C.QF.D
0 0
Exemple :
Calculer la transformée de Laplace de la fonction &helon retardé suivante :
u(t-a)
A
1
0 a > t(S)

Fonction &helon retardé
Solution
Selon le thérame de retard on a:

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-BElectrique, Univ-Msila.dz 6




Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

L[ut-a)]= [ut-Tye *dt=e "U(p) - e:

11.4.6. Théréme de dé&alage fréguentiel

Soit f(t) une fonction du temps définie pour t>0 et qui admet une transformé& de
Laplace F(p) alors :

L[f()e™ |=F(pFa) (2.12)
Ou: a peut-&re reel ou complexe.

Exemple :

Calculer la transformé de Laplace de la fonction : g(t)=e-2tsin(t)
Solution :

Selon le théréme de deealage fréguentiel ci-dessous on a :

L[sin(t)e™ |=F(p+a) = puisque F(p)=L(sin(t))=

1
(p+2)*+1 p?+1

11.4.7. Changement d’échelle du temps

Si la fonction causale f(t) admet une transformé de Laplace F(p) et si la variable t est
changé en t/a, otia est une constante positive, alors f(t) est changeée au f(t/a).
On peut démonter alors que :

L[f(t/a)]=a.F(ap) (2.13)
D’une maniére analogue on peut facilement démontrer que :
1
L[fan]= F(g) (2.14)

11.4.8. Quelques opé&ations dans le domaine complexe
a) Translation

Soit o un nombre complexe a partie réelle positive. Calculons 1’original de F (p+a) en
connaissant F(p).

Ona: [F(p+a)]= Te‘(p”)tf(t)dt:T e ™[ e (1) Jdt =L [ e 'f(t) |

Comme la transformation de Laplace est réversible c’est-adire e “f(t) # F(p+a) alors:
L [F(p+a)]|=e"f(t) (2.15)

Donc la translation dans le domaine complexe se traduit sur 1’original par la multiplication par ™.

b) Dé&ivation dans le domaine complexe
La de&ive par rapport ap de la fonction F(p) qui est la transformé de f(t) est donnée par :
d
™ F(p) =—L[tf(t)] (2.16)

Dénonstration :
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dF(p) _ d "F ey ptgee at _ ot
Tzﬁl f(t)e ™dt= ! —[ f(t) ot = j —te f(t)dt=L[ - t.f(t)]= — L[t.f(D)]
= f—p F(p) = —L[tf(1)] CQFD

c) Intégration dans le domaine complexe

L’intégral par rapport a p la fonction F(p) qui est la transformée de f(t) est donnée par :

[ Fpyo= L[f(t)} (2.17)

p
Démonstration

m +oo

Ona j F(p)dp= lim j F(p)dp tel que j F(p)dp= j j f(t)e ™dtdp

Si on inverse 1’ordre des intégrations on aura :

frow s o Jera e rof - Jro[ <

= .F[F(p)dp:r!]i_r];!F(p)dp = Liﬂlf(t){g}dt — Jltt)e-ptdtzl_[@} C.QFD

0
TABLEAU 2.1 : RECAPITULATIF DES PROPRIETES DES TRANSFORMEES DE LAPLACE

1 L[af (t)]=a.L[f (t)] otia=c™
2 L[, ()£ f,(0)]=L[ )1+ LLf,(t)]
3 LEL (0] = ) ~(0)
2
4 [d—f(t)] p*F(p) — pf (0) - £ (0)
k-1) gkt
5 where f(t)= = - f()
F(t)d
5 L - F(p) [j (t)dt]
p
7 L] e F(p) [j f(t)gtlto [[[f (],
p p

. L[| F()@)" 1= F;E’) +k§pn_1k+1[j...jf(t)(dt)k]t0
9 L[e 2 (t)] = F(p+a)
10 LIf(t—a)u(t—a)] =e *"F(p)

_dF(p)
. Lite -

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-BElectrique, Univ-Msila.dz

-



Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

1 0
" LEF(0]= { F(p)dp

t
13 L[f (5)] =aF(ap)

I11.5. Dé&omposition en fractions simples

Pour la plupart des problémes rencontré en thérie de la commande des systémes
linéaires, la fonction F(p) est souvent donnée sous la forme d’un rapport entre deux
polynGmes dépendant de la variable complexe p, qui peut &re exprimé& comme suit :
F(p) = N(p)/D(p). En géné&al, le degréde numeé&ateur N(p) est toujours inf&ieur ou €gale a
celui de dénominateur D(p). Notons que les racines de N(p)=0 sont appelées les z&os de F(p)
et celles de D(p)=0, sont appelé&s les pdes de F(p).

Alors, pour pouvoir calculer la transformé inverse de la fonction F(p), on doit tout
d’abord décomposer cette derniére en une somme de termes de fonctions simples. Ensuite
gr&e aux tableaux des transformés (voir annexe 1) on en déluit les fonctions originaux de
ces termes simples.

Si on suppose que F(p) est d&omposer en termes simples telle que :

F(p)=F(p)+F(p)+....+ F.(p)
et si la transformeé inverse de chaque terme existe alors :

ft)=L"[(F(p)]= )+ f,A)+....+f (1) 0? f,t),f,@),...f () sontrespectivement
les transformées de Laplace inverses des termes : F1(p), Fi(p)...., Fn(p).

Il est &anoter que la dé&omposition de F(p), déend particuliéement des pdes de la
fonction F(p) obtenue, d’ou on en distingue trois cas :
a) Cas ouF(p) admet des p&es reels distincts

Supposant que F(p) posse&de n pdes reels distincts (p1, p2,..., pn), alors on peut €rire cette
fonction sous la forme suivante :

F(p)zN(p)_ N(p) _ N(p) (2.18)

Pour cela, on peut faire appel a&des techniques de dé&omposition des réidus. Alors on éerit :

F(p)= & % & +E(p) (2.19)
P—P P—P; P— P,

Le plus souvent, le degréde N(p) est infé&ieur acelui de D(p) alors E(p)=0.

Pour déerminer le coefficient a, on multiplie les deux membres de I'éuation (2.19) par
(p— p,)puis on fait tendre pversp,. On procede de la m&ne maniee pour dé&erminer les
autres  coefficients. lim(p-p)F(p)=lim e B S & (p—p) On
p—>py PRl pPp=pP P—P, pP—-p,
obtientdonc : a = lim(p—p,)F(p), &, =Ilim(p—p,)F(p),...a, = lim(p-p,)F(p) d’ou
P—P P—P P—Pn
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L' [F(p)]=L" {L}L L‘{pi—zp}wwr L‘{ pfnp } =(ae™ +a,e™ +---+ae™)u(t)
1 2 n

= 1O =LTF(P)]= Y ae™u()

Note : La fonction u(t) doit &re appliqgué& atoute transformé inverse. Cependant, pour
alléger le texte, on n’écrira plus le u(t).

Exemple :  Soit adéerminer la transformes inverse de la fonction : F(p):%
p-+op+
On peut &rire alors : F(p) = p+3 S B B
(p+D(p+2) p+l p+2
, +3 . +3
a=lim(p-pIF(p) =2 =2 et a=lm(p-p)F(p)=2 =-1
PP p+2 o1 (g p+1 D=2

dou f(t)=L"[F(p)]=L" {L}L L‘{ -1 }= 26t —e®
p+1 p+2
b) Cas ouF(p) admet des pdes reéels multiples
Si on considére que F(p) admet un pde ré&l multiple (po) de multiplicité &jale a(q), le
reste des pdes sont supposes re&els distincts. Alors F(p) peut &re €rit sous la forme :
N(p) _ q N(p) (2.20)
(p_pO)QH(p_p) (p_pO) (p_pq+1)(p_pq+2) """ (p_pn)
J

F(p)=

j=a+l
D’aprés la technique de dé&eomposition des résidus on €erit :

b b a a
F(p) =+ —— 4t b, & & & (2.21)

(P—po)*  (P—p)"" P=Py P—Pgs P—Pq. p-p,
Oules résidus bg, bg-1, bg-2,.. ., b1 se calculent comme suit :

b, = 1im (p—p,)* F(p);

b, = lim i[(|o— Po) F(p) |;

o = lim 2, -~ [(p po)'F(p) |;

(2.22)

b,_; = lim ._ [(p Po)*F(p) |;

1 d*t

= lim
= (q—1)! dp®

[(p— o) F(p)];

El les coefficients a;j seront d&erminé comme pour le premier cas(a):
8= lim(p—p)F(p). & =lim(p—p,)F(p).....a, = lim(p—p,)F(p)

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-BElectrique, Univ-Msila.dz

.




Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Exemple :
Soit adé&erminer la transformeée inverse de la fonction suivante :
(p+1)*(p+2)
On peut &rire alors : F(p) = 21 = b, >+ b A
(p+)°(p+2) (p+)° p+1l p+2
ou b= Iiml(pjtl)zF(p):L2 =1 et
p—>—
p=-1
. d d 1 1
qzhm——w+NFw)=—{ } =l =
p»ldp[ ] dplp+2],_, (p+2)° -
) 1
=lim(p+2)F(p) = =
4= fim(P+ AR = e
dou f(t)=L'[F(p)]=L" SO YT B P =te'+e ' +e™
(p+1)? p+1 p+2|

c) Cas ouF(p) admet des p&es complexes conjugués

Considéons que F(p) admet deux pdes complexes conjugués (pz et p2=p,), bien que le
reste des p&es sont supposés reels distincts. Alors F(p) peut &re €rit sous la forme :

F(p) = N(p)n S S S W (2.23)
(p-p)p-[[(p-p) (PP (P=P) P=p PR,

Our: Les coefficientsa , & et a; se calculent de la méme fagn que dans le cas (l1.4a).
Notons que « et le conjuguéde o

Exemple :
Soit adéerminer la fonction originale f(t) de la transformé& F(p) =2p;5
p°+4p+13

On remarque que la F(p) admet deux pdes complexes conjugué p, et p,=TP, : avec

P =-2+3] et P, =P =-2-3]j

Or selon la technique de déeomposition des réidus F(p) peut &re €rit sous la forme suivante
p+5 p+5 a a

P +4p+13 [p—(-2+3D)][p—(-2-3])] P—(-2+3]) Pp-(-2-3))
On procede de la ménéfan que le cas (a) pr&eadent on trouve :

p+5 | __(2+3)+5 _(j+D) 1,
p-(-2-3j)]| T (2+3))+2+3]  2j 2% ]

o= lim(p-p,)F(p)=
P [ p=—2+3]

o R | . L.
et on en dé&luit son conjugué: a = E(1+ j) alors la transformée inverse de F(p) sera alors :

f(t) =%(1_ jletza +%(1+ jez :%e—Zt |:(1_ jes +%(1+ j)e—j3t:|
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Nous pouvons appliquer les formules d’Euler on obtient:

f(t)= %e‘z‘ {(1— j)(cos3t + jsin3t) + % (L+ j)(cos3t—sin 3t)} = %e‘Z‘[Z(cos3t +5sin3t)]
Ainsi vous pouvez €rire comme suit :

f(t)=v2e % sin(Bt+¢) 0?7 g=tan’(l) = % (soit 45°)

Remargue :

En pratique, on utilise rarement la technique de dé&omposition en fractions simples dans le
cas ou F(p) admet deux pdes complexes conjugués (comme dans 1’exemple ci-dessus). On
peut trouver la fonction originale f(t) aprés avoir rérganiser le déominateur de la fonction

F(p) de la maniée suivante : p°+4p+13=(p+2)°+9=(p+2)°+3°
p+5 p+2 3
= +
P> +4p+13 (p+2)°+3* (p+2)P°+3
On se sert des tables de Laplace (voir annexe), on obtient : f (t) =e ™ cos3t +e* sin 3t

Ensuite, on &rit F(p) comme suit: F(p) =

11.6. Repréentation des systames lin&ires continus

Dans cette partie on s’intéresse a 1’explication de la fonction de transfert et le schéma
fonctionnel ainsi que le graphe de fluence des signaux comme outils de représentation d’un
systéne lin&ire continu invariant (SLCI). On donnera leur définition, techniques de
réalisations ou d’¢laboration suivi d’exemple d’application.

11.6.1. Fonction de transfert
a) Ddinition

Considéons un systéne asservi linéire continu régi par une éjuation diffé&entielle
lin&ire acoefficients constants donnee par :

n n-1
dt" dt" dt dt™ dt™ dt"
Ou x(t) et y(t) sont respectivement le signal d’entrée et de sortie.

hy=a 9O 47X d"x(t)

Supposons que les conditions initiales sont nulles (c’est-&dire le systéme part du repos). Si on
calcule les transformées de Laplace des deux membres de 1’équation précédente, on obtient :

(b,p"+b,_,p" "+ +bp+b)Y (p) =(a,p" +a,, p" " +--+a,p+a,)X(p)

. "ya, Pt +apt
Soit Y(p):a’“pn m’lpn,l AP X (p)=G(p)-X(p)
bnp +bn—lp +"'+b1p+b0

ampm+am—1pm_l+"'+a1p+a0 (224)

= G(p) =
(p) bnpn+bn—1pn_l+”'+b1p+b0

Oula fonction G(p) qui caracté&istique le systame, est appelé la fonction du transfert du
systa@me ou sa transmittance.

e La fonction de transfert éant le rapport entre la transformée de Laplace du signal de
sortie et celle du signal d’entrée quand toutes les conditions initiales sont nulles.
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

e La fonction de transfert caracté&ise la dynamique du systéme. Elle ne déoend que de
ses caracteéistiques physiques. Ainsi, doréavant, un systéne sera dérit par sa
fonction de transfert et non par I'&uation diffé&entielle qui le regit.

e Notons enfin, que cette fonction de transfert est aussi appelé transmittance par
analogie avec lI'impédlance dans les systénes dectriques.

Exemple :
Soit adéerminer la fonction du transfert

V,(p) — Y

G(p) :Vs(p) du circuit ectrique suivant : L ==
(P
ve(1) ¢ == | vs(®)

Selon la loi des mailles (2°™ loi de Kirchhoff) on a :

. . dv (t) . , . : e
Vv, (t) =Ri(t) +v (t) o? i(t) :C# Si on remplace 1’expression de i(t) dans 1’équation
on aura: v,(t)=RC dvét(t) +V,(t) le calcul de la transformée de Laplace des deux membres
de I’équation résultante nous permet d’écrire : V,(p) = RCpV,(p)+V,(p) d’ou la fonction

Vi(p) _ 1

de transfert : G(p) =
V.(p) RCp+1

b) Formes générales d’écriture d’une fonction de transfert

m m71 cee
SO|t G(p)= ampn+a'm—1pn_l + +a1p+a0 — N(p) (225)
b,p" +b,,p""+---+bp+b,  D(p)

Si le numé&ateur N(p) et le déominateur D(p) ont des racines, alors :

N(p)=a,(p-p)(P—P,):--(P—P,) OU N(p)=amlﬂ[(p—pi)

i=1

D(p) =b,(P—P)(P—P:)-~<(p=P,) ou D(p)=b,[[(P-P)

amﬁ[(p_zi

G(p) S’écritdonc : G(p)=—=2—— (2.26)

n

an(p_ p])

j=1
On a toujours m<n (pour un systeme rezl)
e Les racines (zi) du N(p) sont appelées «les z&os de la fonction de transfert >

e Les racines (p;) du D(p) sont appeléss «les pdes de la fonction de transfert >

m

[T [Ta-?

Sion pose k = Z—m et K=k-=L— on obtient alors G(p) = K =-—— FI)
“ [1Gp) [Te---)
= =1 P;

K est appelé€le gain du systéme ou le gain de la fonction de transfert.
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Dans la fonction de transfert G (p) :
" k caractéise le réime statique (ou permanent)

m

[1a-%
. — I caracté&ise le r&ime transitoire (ou dynamique).

[Ta-

Py
11.6.2. Schéma fonctionnel

Le schéma fonctionnel est la repré&entation graphique la plus couramment employee,
il montre graphiquement d’une facon abré&é les relations de cause aeffet entre le signal
d’entrée et le signal de sortie du systéme.

Il existe trois modes de connexions types des @éments qui constituent le systéme.

11.6.2.a. Connexion en cascade (ou s€&ie)

La fonction de transfert d’un systéme constitué d’un ensemble d’éléments connectés
en série, c’est-adire de sorte que la sortie de 1'un constitue 1’entrée du suivant
(voir figure 2.2) s’obtient comme suit :

E(p) E E o S
lew o] o - o o e EO L ) [SEL,

A 4

Figure 2.2 Connexion en s&ie (ou cascade) de fonctions de transfert
Ona:

E,(p) =E(p).G,(p)
E,(p) = E,(p).G,(p) = E(p).G,(p).G,(p)
S(p) =E,4(p).G,(p) = E(P).G,(p).G,(p)...G,(p)

=5(p)=EP[6(P)

doi H(p):%{lexm=Gl(p>.ep_<p)...en<p) (2.27)

La fonction de transfert de I'ensemble est éjale donc au produit de toutes les fonctions de
transfert des éé@ments en s&ie.

11.6.2.b. Connexion en parallée

La fonction de transfert d’un systétme composé de plusieurs éléments telle que
I’entrée d’un élément constitue 1’entrée du systéme et la somme des sorties de tous les
éaments constitue la sortie du systéme (voir figure 2.3) s’obtient comme sulit :
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Gi(p) |—

+
E(p) Ga(p) +,0)2P) = E0 L hp) SR,

3 Gn(p)
Figure 2.3 Conmexion en parallée de fonctions de transfert
5,(p) =E(p).G,(p)
S,(p) =E(p).G,(p)

5,(P)=E(P).G,(P)
= 5(p)=X8,(P) = E()YG.(7)

Do | H(p)=2 =Y (=GP +C(p) 1. tC(R)| (228

On constate que la fonction de transfert géné&ale des ééments connecté& en parallde
est la somme des fonctions de transfert de tous les ééments :

11.6.2.c. Connexion en opposition parallde (cas du systé@ne asservi)

EP) +~ J o S(p)
Consigne - () Sortie r&lle
R(p)
Mesure
H(p)
Figure 2.4 Connexion en opposition parallée de fonctions de transfert

Ona:
S(p)=¢(p).G(p)
e(p)=E(p)xS(p)
R(p)=S(p)-H(p)

Remplacant ces relations I’'une dans 1’autre on obtient :
S$(p)=[E(p)£R(P)]G(p) =[E(P)£S(p)H(P)]G(p)
= S(P)[1FG(p)H(P)]=E(p)G(p)

Dot Fp)=S®) ___G(®)
E(p) 17 G(RH(P)

(2.29)
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Ou F(p) est la fonction de transfert du systéme en boucle fermeé (F.T.B.F).
G(p) est la fonction de transfert de la chaine d’action.
H(p) est la fonction de transfert de la chaine d’réaction (ou de retour).
G(p).H(p) est appeleé fonction de transfert en boucle ouverte (F.T.B.O).
1¥G(p)H(p) =0 est appelé &uation caract&istique du systame bouclé
S(pP) G(p) _ FTBO
E(p) 1¥G(p) 1¥FTBO

(dans ce cas on dit qu’il s’agit d’un systéme asservi a retour unitaire).

Note : Lorsque H(p)=1, on aura donc |F(p)= (2.30)

11.6.2.d. Cas d’un systéme asservi a entrées multiples (ou avec perturbation)

Dans le cas de la pré&sence de plusieurs entrées dans un systéme asservi lin&ire, on
traite chacun d’effet indépendamment des autres et la réponse totale du systéme
sera la somme des réponses partielles.

Exemple :
R(p)
+
5 e R —
H(p)

Nous appliquons le principe de superposition lin&ire ace systéne comme suit :

e On pose R(p)=0, le systéme se reuit

E(R) S(p)

D’ou la fonction de transfert :

_S(p) _ GG,(p) G,G,(p)
Flp)=—2, =2 =>S(p)=—17 E(p)
E(p) 1+GG,H(p) 1+G,G,H(p)

e Ensuite on pose E(p)=0, le schéna devient :
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R(p)
+
» Gi(p) - G2a(p) > R(P) 4 —| G2(p)
=
-1 H(p) GiH(p)
_S(p) _  G,(p) _ Gy(p)
O e “TreeHm P e Hp) P

D’ou la sortie global :

__GG(p) G
P egHm P e Hm)

11.6.3. Procé&lure asuivre pour éablir un schéna fonctionnel

Pour concevoir un schéma bloc d’un systéme quelconque on doit suivre les éapes suivantes :

1. Ecrire les éuations dérivant le comportement dynamique de chaque éément du

systéme ;

v

2. Eablir les transformées de Laplace de ces éjuations en supposant que les conditions

initiales sont nulles ;

3. Représenter chaque eéguation algébrique obtenue par un schéma bloc individuel ;

4. Assembler tous les schémas individuels en un seul schéna bloc (schéma fonctionnel

global).
Exemple : Considé&ons le circuit &ectrique simple ci-dessous :

Etape 1. Les &uations du circuit sont :

R (1)
L Ve(D) v, (1) T >
R c —L
ve(t)
v,(t) = é [idt - I

Etape 2. Les transformées de Laplace obtenues avec conditions initiales nulles sont :

V.(p)-V.(p)

T vs(1)

Vs(p)

I(p)=
(p) .
1 1(p)
\Vj N A
-(P) c
Etape 3. Bablir les schénas bloc individuels des deux &juations algédriques obtenues :
Ve(p) +=/-\ - 1 I(p) ~ |( )
T- ' ’ ' |
Vs(p)
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Etape 4. Assembler les deux schémas ci-dessus pour aboutir enfin au schéma fonctionnel
global suivant :

Ve(p) +;/\ 1 I(p) R i
- R Cp

Vs(p)

Vs(p) >

\ 4
|
A

11.6.4. R&les de transformation des schénas fonctionnels

D'une mani&e géné&ale, pour simplifier un schéna fonctionnel ou le ré&luire &une
forme plus simple (appelée aussi forme canonique), il est souvent plus judicieux de déplacer
les points de connexion et/ou les comparateurs (ou additionneurs), d'inter-changer ces derniers,
puis de réluire les boucles internes.

Tableau 2.2. Quelques transformations usuelles des schémas fonctionnels

Transformation Schéma fonctionnel original Schéma fonctionnel &juivalent
1. Redisposition des A QOB Bt A QA B
comparateurs. BT c c B
2. Dé&omposition R Cé R as Yan
- - -B+
d’un comparateur. >©)-ABC, —)
BT B
3.,Red|sp03|t|on des | Al g, [AGL] g, |AGG: ALl g, 2G| g, |AGG:,
éaments en cascade.
4. Association des
< Al g ARG 6, |AGGe, A Ll GG |A&C,
édaments en cascade.

5. Association des| A 5l G, [(RGIRACIHAGZ, R AGLYAG
L < +
dénents en parallele. 1 —| Gi+G |——5

AG2

> G,
6. Déplacement d’un A o JAG, o AG-B A ABIGI ¢ | AGB
comparateur en aval >
14 BI/G
d’un élément. B 16 B
7. Déplacement d’un AG — AG- BG

A o~ AB [ 5 |AG-BG £ 5l 6 —

comparateur en amont H(%—) e
d’un élément.

B B G LBG
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8. Déplacement d’un A o AG _ A sl ¢ RS,
point de dé&ivation en ” ” S—

AG S 6 |25,
amont d’un élément. AN > >
9. Déplacement d’un A S G AG
point de dé&ivation en A
aval d’un élément. >

. , A-B
10: Deplac?r'nen.t d’un A AR
point de dé&ivation en "%
amont d’un B
comparateur.
1. Retrait  d’un A AG: . AGHAG? ) AG+AG;
. +
¢élément d’une chaine > Gi é*\ - > G, s %
A 2
d’action.
S G, AG,
AG;
12. Retrait  d’un A B 1
o , G1 > o P®—G: (G B ,
¢lément d’une boucle 2 T
de retour. G,
13. Elimination d’une
boucle de retour. A Gi B A G, B
—_— | —1 >
S 1+ GG,
2
Exemple : Ré&luction (ou simplification) d'un schéna fonctionnel :
Soit aréluire le schéma fonctionnel suivant :
C
» Gs >

¥

R —
_H'/ » 'f i P G 1 f—
+ + +
- + N

Solution :

- Enappliquant la transformation n6, ensuite la transformation n<1, on obtient :
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F Y

H

p 4

F

L J

- Puis on applique la transformation n<4, puis la transformation n<13, on aura :

F

H

G,G,

1-G,6, H,

T

L 4

- Ensuite on applique aussi, successivement la transformation n°4 et n<13, on obtient :

R C
_..4% . G,.G2 Gy .,
o 1-G;.G,H; +G,.G3 H,
- Enfin et par application de la transformation n<13 encore, on obtient :
R C

b

G1.G,.Gs

'I—G1.Gz .H1 + GE'GE'HE +G1.GE .Ga

¥

11.6.5. Graphe de fluence des signaux (GFS)

11.6.5.a. Dinitions

Un graphe de fluence des signaux est une représentation graphique des é&juations
simultanés dé&rivant le systame. Il montre graphiquement la transmission des
signaux atravers le systame comme le fait le schéna fonctionnel. Mais, il est plus
facile atracer et plus facile amanipuler par rapport au schéna fonctionnel.

Un graphe de fluence (ou de transfert) des signaux permet de simplifier I’écriture et la
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Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

mise en éjuation des processus lorsque le nombre de variables augmente.

Un graphe de fluence ressemble a un réseau, il est constitué d’un ensemble de nceuds
reliés entre eux par des branches orientéss (arcs).

11.6.5.b. Regles de construction du GFS

Afin de faciliter le dessin du graphe de fluence des signaux, on donne les propriéés

de base suivantes :

1. Les nceuds représentent les variables du systéme et sont disposés selon 1’ordre de

succession de cause aeffet dans le systame.

2. Chaque branche est affectée d’un coefficient correspondant a la transmittance

(ou fonction de gain) qui relie entre deux nceuds (variables).

Figure 2.5 Graphe de fluence.

Le graphe de la figure 4.1, appelé graphe de fluence, est &uivalent aux éguations
algébriques suivantes :
{ Xy=a,X +a,X, +a,X,

Xs=a,X, =a,(a, X, +a,X, +a,X,)

3. Un nceud auquel arrive plusieurs branches est appel€: puits (neeud secondaire).

4. Un nceud a partir duquel peuvent partir plusieurs branches est appelé : nceud source.

9.

Exemples : dans la figure 4.1 :
X1, Xoet X3 : Nceuds sources
Xs: Nceud puits

Le chemin direct est une liaison qui lie le nceud d’entrée au nceud de sortie en suivant
le sens des fleches tout en passant une seule fois par chaque nceud (c.a.d. sans passage
double par un nceud quelconque).

Le gain d’un chemin direct est le produit de tous les gains en parcourant ce chemin.

Une boucle de retour est un chemin qui commence par un nceud et qui revient a ce
méme nceud sans passer deux fois par le méme nceud.

Les boucles de retour qui ne se touchent pas, sont des boucles qui n’ont aucun nceud
en commun (boucles non contigCes).

Le gain d’une boucle est le produit des gains rencontrés lors de son parcourt.

10. Chemins série (nceuds en cascade)
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X1 G X2 G2 Xs X1 GiG1 X3
Oo———0—>»—0 <> O > O

11. Chemins parallées

X 2 Y X  GitG, Y
@ < o——» 0
12. Un circuit fermeéest une boucle de retour fermée d’un arc unique.

X1 1 Ge <
o N Ou Xz= X1+G2Xz

X2
Exemple : Considé&ons le schéma fonctionnel repré&entépar la figure ci-dessous :

X
Ep) Xu(p) o) f(p) X3(p) &) S(p)=

- Gs(p)

H(p)

Etablir le graphe de fluence correspondant ace schéna :
A partir du schéma fonctionnel on a :

X, =E—-HS(p)
X, =G X,
X;=X,+G, X,
S=G,X,

Avec les régles citées pré&e&lemment, nous tragons le graphe de fluence des signaux suivant :

EP) 1 x Xs G2 S(p) 1 s

..... _.>._._._.O

Neeud factice

Remargue :

Notons qu’il n’est pas nécessaire de tracer le schéma fonctionnel du systéme. Si NOUS avons
les eéguations nous pourrions directement construire le graphe de fluence des signaux.

11.6.5.c. Regle de Mason

Une fois le graphe de fluence des signaux est construit, la fonction de transfert global
peut &re déerminé en utilisant la formule de Mason donné& par :

spy 2P

_ n=l

F(p)=E(p)— A

OGPy : est la fonction de transfert (ou gain) du n'®" chemin direct, obtenue en faisant le
produit des gains du chemin (avec n est un entier).

(2.31)

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-BElectrique, Univ-Msila.dz 22




Chapitre 11 Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

N : nombres de chemins directs.
A : est appeléle déerminant du graphe de fluence ou son éjuation caracté&istique.

A=1-(-D)**> P,
ko
Avec P, estle j'®" produit de gains de k boucles non contigués, donc :

A=1-00"0) +(ZM,-) —(Zeizjzp)+(26iejzpeq)—. - (2.32)

Zfi . est la somme des gains de tous les chemins fermés (boucles) prisent un aun.

ZEiﬁj : est la somme de produits des gains de toutes les boucles ferméss non contigies

prisent deux adeux.
Zfi,éjﬁp: est la somme de produits des gains de toutes les boucles fermé&s non
contigUes prisent trois atrois.  Idem pour Zﬁiéjépéq ... etc.

A, :est la valeur de A en diminant toutes les boucles touchant le n'®"™ chemin direct

(ou valeur de A par exclusion des termes qui touchent le n'®" chemin), appelé aussi
cofacteurs du chemin direct. Il est a noter qu’a chaque chemin n correspond un A, .

Exemple 1: Ri i is
i 4 ; ; . _\N\/\/ > - Y
Soit le schéma dectrique suivant : l‘z %
i — R
1- Mettre le systé@ne en &juations. Vi C 2 | V2

2- Représenter le systame par un graphe de fluence.

3- Déerminer la fonction du transfert F(p) = w en utilisant la formule de Mason.

1
Solution :
1. Mise en &uations :
Nous avons quatre variables : vi, v, i1 et iz alors selon les lois de Kirchhoff on obtient les

L L GEE UORAG)

1

S : 1.. 1
&uations suivantes : < Vv, (t) = EI 1, (t)dt = C_p 1,(p)

) ) v, (t Vv
L0 =10 -2 = 1, ()= 1,(p) -2
2 2

2. Graphe de fluence correspondant:
1 1

Vi) R b Lk Cp Ve 1 Va(p)

Neeud factice

3. Calcul de la Fonction de transfert par la formule de Mason:
e Nombre de boucles est &ale a2 et dont les gains sont :
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1 1
 =——— et /,=—
RCp R,Cp
1 1
A=1->»/¢.=1-(4,+7,)=1+ +
* Z i ( 1 2) R1Cp chp

e Nombre de chemins directs: N =1= P, :%; A =1-0=1
P

1
. FpoVe®__ RCp R,
Vip) 1, 1 . 1 RRCp+(R+R)
RCp RCp

Exemple 2.
Soit le graphe de fluence des signaux d’un systéme donnépar : G

EP 1 &L l2 1 S

O > O VGZ > g))
- Déerminer la fonction de transfert S(p)/E(p) -1

du systéme ci-dessus par la formule de Mason.
Solution : -G,

e Nombre de boucles est &jale &4 et leurs gains sont : bouclel : /, = -G,G,
boucle2: ¢/, =-G,G, ; bucle3: 7,=G,G, et boucled:/,=G,G,
e Calcul de A (Equation caractéistique du systéme) :
A =1—Z£i =1-(l+ 0, +0,+0,)=1- (-GG, +GG, -G,G, +G,G,)+(0+0+...)
=A=1+GG,-GG, +G,G,-G,G, =1+ (G, +G,)(G, -G,)
P = G1
P, =G,

e Nombre de chemins directs : N =2 :{

pourleP, ona A, =1-0=1
Calcul des cofacteurs A, : =
pourleP, ona A,=1-0=1
En effet, quand on ¢élimine 1’un des chemins direct 1 ou 2 on remarque qu’il ne

reste aucune boucle complée = A =1 (pour n=1 et n=2)

e On obtient enfin selon la formule de Mason la fonction de transfert globale :
F(p)=s(p)= Gl+G2

E(p) 1+(G,+G,)(G;-G,)

Tableau 2.3 Ré&apitulatif de Transformations éémentaires
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Mod@&isation des syst@nes asservis lin&ires

Chapitre 11
X ap X3 1 o= K ajaz X3 Yo = — Xy = 3,8, X,
- '! = L. !- 3
OO Xy = 1,7,
a
= X a-b X x, =ax, +bx, =(a+b)x,

[x, =ax, +bx,
£x, = aex, +bex,

L]

ab Xy =00
i l-bc X = x,(1-bc) = abx,
ab
= X = |

(1-be)
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Chapitre 111. Rénonses temporelles des systanes lin&ires

Chapitre .IIl. Réonses temporelles des systames lin&ires

I11.1. Introduction

L’¢tude de la réponse d’un systéme linéaire consiste a connaitre son comportement
dynamique avant de 1’asservir. C'est-&dire, savoir comment ré&git tel systene a telle
excitation d’entrée ? FEtant donné le modéle mathématique d’un systéme, 1’évolution
temporelle de la sortie s(t) pour une entrée donnée e(t) est obtenue directement par ré&olution
des éjuations difféentielles (méhode classique) ou par inversion de la transformé& de
Laplace de sa sortie S(p) comme le montre la figure 3.1 ci-dessous.

Nath 1 o] A [P [ = _.I
o(t) Méthode classique (ordre < 2) s(t) -f [S(p)]

Y

F 3

Transformee de
Laplace du signal
d'entrée

Transformée inverse de
Laplace du signal de sortie

Calcul
opérationnel

L J

L [e(t)] = Ep) > S(p)=oL [s(t)]

Figure 3.1 Déermination de la sortie du systéme par la méhode classique
et par la transformé de Laplace (ou calcul opé&ationnel)

La réponse d’un systeme linéaire a une entrée quelconque peut étre décomposée en
somme de deux composantes:

e Laréonse propre, qui est une fonction des conditions initiales, mais indéendante de I'entrée.
e Laréponse forcee, qui est une fonction de I'entrée, mais indépendante des conditions initiales.
A travers I’étude et ’analyse temporelle, on cherche a déterminer :

v Le comportement du systéme en régime transitoire.
v Le comportement du systé&ne en régime permanent.
v' Si le systéme est stable, instable ou juste oscillant.

Ce chapitre est consacrénotamment a 1’étude du comportement statique et dynamique
des syst@nes de premier et second ordre. Les caract&istiques de ces systenes ainsi que leurs
réonses seront éudiees en déail. On verra aussi comment approximer des systénes d'ordre
supé&ieur en systémes de deuxiame ordre.
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

111.2. Ré&onses temporelle des systames lin&ires

Comme les signaux d’entrées sont illimités dans leur forme, on se limite aun certain
nombre d'entréss typiques (impulsion, €helon, rampe ou parabole) qu'on appelle fonctions
d’essais ou fonctions tests et dont on cherche la réonse. On peut utiliser aussi d’autres
fonctions plus complexes.

111.2.1. Systéne du premier ordre
a) Ddinition : On appelle un systéme du premier ordre tout systéme ré&it par une
&uation diffé&entielle lin&ire acoefficients constants de la forme :

ds(t
b, % +b,s(t) =a,e(t) (3.1)
Ou  e(t) ets(t) sont respectivement le signal d’entrée et le signal de sortie.
Si on pose
k=20 Gain statique du syst§iZ e.
0
T= %: est la constante du temps du systi e (positive).
0
Alors on peut écrire I’équation (3.1) ci-dessus sous la forme suivante :
ds(t
r%%(t) =Kke(t) (3.2)

b) Fonction de transfert : En appliquant la transformée de Laplace a 1’équation (3.2)
pr&élente, o les conditions initiales du systéne sont supposees nulles, on obtient :
PS(p) +S(p) = KE(p) d’ou la fonction de transfert du systéme est :

_Sp)__K
Gp) = E(p) B p+1

111.2.2. Réonses temporelles du systéne de ler ordre :
Soit un systéme du premier ordre représentépar le schéna bloc suivant :

(3.3)

E(p) K S(p)
— ” 1+l

a) Réonse impulsionnelle

C’est la réponse temporelle d’un systéme quand l'entrée e(t) est une impulsion
de Dirac. Si toutes les conditions initiales sont considé&é&s nulles, alors la transformeée
de Laplace du signal de sortie est justement &jale ala fonction de transfert du systéme.
Alors si on a e(t)=6(t) = E(p)=L[o(t)]=1 d’ou G(p)=S(p), cela indique que la fonction de
transfert du systeme n’est que la transformée de sa réponse impulsionnelle h(t).

Comme S(p) =G(p) = %ﬂ =h(t) =s(t)=L" {%ﬂ}

d’ou h(t) =s(t) =%e‘“.u(t) (3.4)
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

avec u(t) est un ehelon unitaire.
Reéponse impulsionnelle

2T T 41 5T 6T

Figure 3.2 Réponse impulsionnelle d’un systéme de 1* ordre

Exemple :
Soit atracer la réonse impulsionnelle d’un systéme dont la fonction du transfert est donnée par :
1
G =
) 0.5p+1
Impulse Response
2
1.5 3
\
2 \
ERFIE Y
& \ \
\ \
05 \
\ \
“ \
0 ‘ I
0 0.5 1 15 2 25 3

Time (seconds)

Figure 3.3 Réonse indicielle du systéme : G(p) =1/(0.5p+1)

Remargue : Pour un systéme linéire caracté&isé€par sa réponse impulsionnelle h(t) . On peut
en déluire la réponse aune entrée e(t) quelconque sous la forme d'une convolution :

qo=fh@@a@m

b) Réonse indicielle
C’est la réponse temporelle d’un systéme quand I'entrée est un échelon unitaire.

On a donc e(t)=u(t) = S(p) = E(p).G(p) = 1 K__ 4, &
pmp+l p 1p+l

a, = p-S(p)|p=0 =k k —Kkr
Avec S(p)=—
a, = (DS, 1=kt P =T
| 1| K a| —kt -
D’ou |s(t)=L"|— |+ | —— |=(k—ke *)u(t) (3.5)
p P+l
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

/ Tangente a l'origine

| K y | | I | I |
0,95.K-t--~-f---=v-- e et s
= E . E -
0,63.K-1--==1==-=-f-- : 5 )
| E
‘ E !
i Rééime transitoire E Régime établi....
| ¢
1K 1’ | & o | 1 J
0 T 37
Figure 3.4 Réonse d'un systéme de 1 ordre aune entrée &helon.
Exemple :
Soit a tracer la réponse indicielle d’un systéme dont la fonction du transfert est donnée par :
1
G(p) =
0.5p+1

Step Response
1 / /’7
0.8 / /

0.6 / /
s
0.2 /

0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Time (seconds)

Figure 3.5 Réonse indicielle du systéme : G(p) =1/(0.5p+1) (ou tr=1.5s et 1=0.5s)

Amplitude

c) R&onse aune rampe

Nous nous proposons ici d’étudier le comportement d’un systeme de premier ordre
lorsque celui-ci est excitépar une rampe (ou un &helon de vitesse) dont la transformée

de Laplace est egale aiz nous obtenons alors la réponse S(p)=2L
Y p*(tp+1)
. .. . . k Kkt krt?
La desomposition en ééments simples de S(p) donne :  S(p) = — ——+
p° p 1p+l
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

—=1s(t) = L[S(p)] = k(t —r+re_£), pour t>0 (3.6)

Si k=1, Perreur au régime permanent appelée erreur de trainage est déterminée comme
t t
suit: ona g(t)=t—te © , lorsque t—»>o=e * — 0, on obtient donc g(w0) =t .Cela veut

dire, que dans ce cas la sortie suit asymptotiquement la rampe avec un retard t.

Le tracé du signal d’entrée (rampe) et celui de la réponse a une rampe du systeéme en
fonction de k est donnépar la figure 3.6 suivante :

4
o e
e(t) *
*,

b Y
s t

Figure 3.6 Réponse type aune rampe d'un systéme de 1% ordre.

Remarque : L'é&art en ré&ime permanent g(t) =e(t) —s(t) est appel€erreur de tramage

7 1 T 1 | T 7

T T T T T T

tis) t(s)
(a) Casouk=1 (b) Cas ot k<1

14

12
10+

t(s)
(c) Casouk>1

Figure 3.7 Réponse aune rampe d'un systéme de 1* ordre en fonction du gain k.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz




Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

111.2.3. Systéme du second ordre

a) Ddinition : Un systéme physique est dit de second ordre s’il est régi par une
&uation diff&entielle lin&ire de deuxiéne ordre acoefficients constants de la forme :

2
)., 650
dt

b, e +b,s(t) =a,e(t) (3.7)

Ou  e(t) ets(t) sont respectivement le signal d’entrée et le signal de sortie.

b2, b1, bo et ag sont des constantes positives.

b) Fonction de transfert: On calcule la transformée de Laplace de 1’équation (3.7)
ci-dessus, ou les conditions initiales du systame sont supposees nulles, on obtient :
a,p’S(p) +a,pS(p) +a,pS(p) = b,E(p) d’oti la fonction de transfert du systéme est

S(p) a,
G(p) = =
E(p) b,p’+bp+b,

(3.8)

Si on pose :

a . _ "
k= b—°: est le gain statique du sys#i e.
0

®, = \/E—T’: pulsation propre non amortie [rad/s]
2

z (ou &) =h,/2,/b,b, : Coefficient d'amortissement

Alors, on peut écrire la fonction de transfert d’un systéme de second ordre sous la
forme canonique standard suivante :

S(p) Ko? . k
G(p) = = n ou bien 3.9
E(p) P +2Em,p 1 o] T By 9
o, ()

n

111.2.4. Réonses temporelles du systéme de 29™ ordre

Soit un systéme de second ordre repré&entépar le schéna bloc suivant :

E(p) koo S(p)

P’ + 28w p+ o)

a) Réonse impulsionnelle

On a e(t)=d(t) = E(p)=L[d(t)]=1 d’ou G(p)=S(p), alors la fonction de transfert du
systame est &jale ala transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle h(t).

Comme S(p) =G(p) = — ko _ = h(t)=s(t) = L{ . ko 2}
p°+28m,p+o p°+2Em,p+ o
On constate que la réonse en question dépend des racines de 1’équation caractéristique
p% +25m, p+o’ =0du systéme (i.e. pdes de G(p)) c'est-adire de A’ = w? (£* —1) et surtout
de la valeur de & . Pour cela, on distingue 4 cas : (§>1, =1, 0< <1, et & =0).

n
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

1) CasouE>1=A'>0

p1:_§@n+03n\l§2— z_%
1

ey 1

pZZ—E_,COn—(Dn E.JZ_ :_’C_
2

G(p) admet alors, deux p&es reels distincts :

La fonction de transfert peut s’écrit :

G(p) = Ko? B Ko? B Ko? B Ko’t,T,
P’ +28m,p+0.  (P—P)(P—P,) (p+1)(p+1) (L+1,p)A+1,p)
T1 T2
k
= G(p) =
(L+1,p)A+1,p)

E() | Systeme S(p) EM) [ systeme | | systeme |S(P)
— P 2émeordre — > — 1° ordre » 1 ordre [
Kos? a4 = Ko,

Q) a a 1
S(p) =G(p) = : =—1 +—2_0? 2,87 -1
p*+28w,p+o, P-p, PP, .
2 T T

=|s(t) = L{L}L{ % }: ko, (e™' —e™), poutt>0
2

P—P, P—P,; \/ﬁz -1

11 s’agit donc d’une réponse apériodique hyper-amortie.

0.3 T T T T T

0.2

0.15

Amplitude de s(t)

0.1

temps(sec)

Figure 3.8 Réonse impulsionnelle du systéne de second ordre (& ou z>1)
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

2) Casou&=1=A"=0
G(p) admet alors, deux pdes reels identiques : p, =p, =—®

n
2

G(p)= iz = s(t) =ko’te ™', poutt>0, réponse damortissement critique.

(P+o,)

3) Casou0<&<1= A"<0, G(p) admet donc deux pdes complexes conjugueés :

{pl = _&(’On +j(0n \)&2 -1

p, = _&mn - j(’on 1_§2
ko? ko? ko?

P-P)P-P))  (P+E0 ) +(01E)  (p+Em,) + o’

avec o, = wnall—ﬁz . pseudo-pulsation ou pulsation naturelle amortie[rad/seconds]

K} Ko .
:s(t):L{ n - n_e'sinw,1-&°t, pourt>0
(p+&wn)z+®§} N

La réponse est ap&iodique et pseudo-amortie.
1

=3S(p) =G(p) =

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Amplitude s(t)

-0.2

-0.4

-0.6

0.8 | | | 1 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps(sec)

Figure 3.9 Réonse impulsionnelle du systéne de second ordre (0<g <1)

4) Cas oUg =0 = pas d’amortissement

2 2
S(p)=G(p) = % =s(t) = L'{ zkm" 5 } =k, sino,t
P>+ p?+®

n n

L'allure de la réponse impulsionnelle obtenue sera une sinuso@e de pulsation n.
11 s’agit d’une réponse apériodique, oscillatoire non amortie.
b) Ré&onse indicielle

2
On ae(t) =u(t) = E(p) == Alors S(p) = . ke, 2.1, d’oii I’expression de la
p p*+2Cm,pta, p
. ) 1 K2
réponse s’obtient par: s(t)=L > . -~ | . Selon la valeur de & et d’une
P(p” +28m,p+ ;)

mani&re analogue au cas pre&élent, on distingue aussi 4 cas: (& >1, § =1, 0<& <1, et & =0).

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz




Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

1) Casou & >1=A">0 , le systéne admet donc deux pdes rels distincts :

Py =—to, +o,JE-1=-= ot p,=-to, -0, E1=-—
2

1

2
La fonction de transfert s’écrit : G(p) = 5 ko, >
p”+28m,p + w;
2 2 2
>8P = = o

PO-P)0=P) pps L ypi ) P+ Tp)E+TP)

La dé&omposition en ééments simples :

—_ by _ P,
a,=(p-p)Sp)|_, = =
1 1 |p—p1 pl_p2 260”\/@2 _1
S(p) = q % %oy P _ P,

_ — S 1A, =(P-p)SP)| ., = =
p pl p p2 p 2 2 |p—p2 p2 _ pl _20\)n gz _1

a,=pS(p)r| _, =k
Aprés un long calcul on aboutira au résultat suivant :

pit pat
s(t) = L [S(p)] = k[L+ —=— (E—~Z)], pourt=0, On peut

2 éz—l P, P

€rire
s(t) = K1+ ——2— (r,e ™ —1,e™™)], pourt>0 , réponse oscillatoire amortie.
2.Je? -1

2) Casou&=1=A'=0 ona: p,=p,=p, =-0, __1
To
La fonction de transfert s’écrit :
Ko? kw? Ko? kw?
G(p):p2+2w;+w2:S(p):p(p—g)Zzp(pﬂl)2: 1,
" ’ voplpt )

La dé&omposition en ééments simples de S(p) permet d’écrire:

b, = (p+0,)° SP)|_, =ko,
b b a d

S — 2 1 Zo? _ 4 2. _

O = ey Tora tp & (gl S, =k

a=pS(p)r| _, =k

d'0?|s(t) = L*[S(p)] =k@—te™" —e™"), pour t>0 |, amortissement critique.
3) Casou0<E<1=A"<0 G(p)admet alors deux pdes complexes conjugues :

{pl = _‘i@n + j(’)n \ll_az
ﬁl = _awn - jwn 1- éz
Ou, [rad/sec] est la pseudo-pulsation (ou pulsation propre amortie)

_ . =—80, + ]
Si on pose : o, =wm,1-&> alors on €rit {El 50 + 1o

pl = _EJ(’On - j('od

K’ Ko} 1 P+ 28w 1 p+2Em
S(p) =—— - 2N — =k ——— — | =kl == :
p(p~+28wp+w,) pP(P=p,)(P=D,) p_p_+2Cwp+ o,
Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz

D (p+§mn)2+w§}




Chapitre 111. Ré&onses temporelles des systénes lin&ires

—Em t é —Eopt o
= s(t) =k|1— (e 7" cos(w,t) + ——=—=e"" sm(codt))} pourt>0
{ g

En utilisant les transformations trigonomériques usuelles, on peut rérit s(t) sous la forme la
plus concise suivante:

1
J1-¢

une réonse pseudo-oscillatoire amortie (oula pulsation d’oscillation : @, = ®,).

s(t) = k{l— e ="' sin(w,t + (p):l pour t >0, 0? p=arcos(&) = tg‘l(—“lj“z) , (t) est

=+ i
4) Cas oU§ =0, pas d’amortissement, G(p) a deux pdes imaginaires purs : {;l ;(D”
, =—J]O,

2
ko, _

k[1 __P ~1=>s(t) =L*[S(p)] = k(L —-cos(w,t)), pour t>0

S(p)= ——n
(P) p(P’+wi) P P+

. : . ) S L. 2
L'allure de la ré@onse impulsionnelle obtenue est une fonction p&iodique de p&iode T = —n,
,

n

il s’agit donc d’une réponse oscillatoire (non amortie) ala fré&uence o, .

2 T T
18- §=0 .
16 £=0.1 —
£=0.3
141 i
=0.5
%12— =07§=1 -
: | T
N N VY Y = e l— s~ U S
Zos ~--~1 A A=
06 - PRI e \ €=1.5
04l - ‘,—" €=3 £=2
AP £=3.5
02 70
0 - | 1 1 1
0 2 4 6 8 10

temps(sec)

amplitude de s(t)

temps(sec)

Figure 3.10 Réponse indicielle du systéme de second ordre en fonction de & (avec k=1)
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

Remarque :

- D’aprés la figure 3.10 ci-dessus, on constate que plus le coefficient & est petit et plus
les amplitudes des oscillations de s(t) sont grandes (cas ou 0<&<1).

- On notera que les oscillations sont visibles pour £<0.7. Pratiquement ces oscillations sont
invisibles pour 0.7<&<I, et pour £>0.7 la réponse est la somme de deux exponentielles
(réponse apé&iodique, ou hyper-amortie).

111.3. Caractéristiques de la réponse d’un systeme de second ordre

111.3.1. En r&jime transitoire

A partir de la réponse temporelle (réponse indicielle) d’un systéme de second ordre on
constate que le régime transitoire est évalué selon deux grandeurs qui caracté&isent
essentiellement la qualitédu systéne asavoir : un bon amortissement et une bonne rapidité

a) La rapidité(ou la duré du r&jime transitoire)

Elle est éalué par le temps de réonse (tr a4d) et peut &re aussi estimé par deux
autres valeurs qui sont : le temps de monté (tm) et le temps de pic (tp).

erreur
atique

[ 5]
3
&
I
I
= !
= I
= I
o I
]
I
I
i
I
e - = E
a

]
| I_J e tr
—tm temps de pic temps de réponse
r— T

temps de montee

*Tempsls)

Figure 3.11. Réponse indicielle d’un systéme de second ordre (cas ou 0< & <1 et k=1)

1) Le temps de réponse (tr)
e Ddinition : C’est le temps au bout duquel la réponse du systéme a atteint sa valeur
définitive &25=15% (ou 6=12%) pres.

e Déermination du temps de réponse: Pour une réoonse oscillatoire amortie,
I’expression de la réponse si k=1 est donnée par la relation suivante:

' g2
1 oo sin(o,t +¢) pourt>0, 0? (p=arCOS(i)=tgfl(£)

N S

s(t)=1-
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Chapitre 111.

Réonses temporelles des systanes lin&ires

Les courbes 1+

1
N

e =" constituent les deux enveloppes qui enferment la réonse

indicielle du systeme (i.e. s(t) demeure toujours a I’intérieur de ces deux enveloppes).

Le temps de réponse pour lequel s(t) reste a +6% prés de sa valeur finale est déerminé

7+ %ona 1-

approximativement :

7+ %ona l1-

1-¢2

1-¢&°

Figure 3.12 Paires des courbes qui enveloppent la réonse indicielle

donnée par la figure 3.11 pr&élente.

2) Le temps de montee

e i Z 0,952 g Mt 20,05 1, =

Em

n

e =098=e " =0.02>t, = S

Em

n

e Ddinition : Il caracté&ise la durée du passage de la réponse de 10% &90% de sa valeur
définitive si la réponse est hyper amortie, et de 0% a100% dans le cas de la réponse

oscillatoire amortie.

e Calcul du temps de monté (tm)

A t=t_onas(t)_, =1=1-e""(cos(w,t)+

g

N

e =" (cos(m,t) +

g

Alors  cos(m,t, ) = ——F—===-sin(o,t,,)
-
- 1 - —
On peut érire : t, =—arctg—d = P
@y n O

g

1-¢

sin(a,1))

=1

t=ty,

sin(w,t)) =0 commee™™' %0 = cos(w,t)+

d'o?| t

m

_ 1 arctg—

My

g
:

0? P=arctg D
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

3) Le temps de pic (tp)

e Ddinition: Caract&ise la duré de passage de la réponse jusqu’au premier
dépassement (maximal).

e Calcul du temps de pic:
On assume une réponse oscillatoire amortie, au temps de pic la réonse indicielle s(t)

. . . ds(t
atteint sa valeur maximale, cela veut dire que : #

t=t,
2
:% 1—e"*"(cos o4, + %sin mdtp)}:o = e‘é"’”t"sinmdtp {%+ o, N/ gz)} =0
1-¢& 1-¢

Eo,
J1-¢
T T

D’ou au premier dépassement :  w;t, =t =t =—= —
O m,41-&

= e " (sinogyt,) =0= sino,t, =0= oyt =0,m,2m,3r,...

b) L’amortissement :

e Ddinition: Il peut @re appr&ié selon les déassements successifs de la réonse
indicielle. L’estimation se porte généralement sur le premier dépassement (maximal)
Say (1) —S(0
%=—”‘ax() ( ).100

qui peut &re déerminés comme suit: D,
$(e)

ax

e Calcul du dépassement maximal :

s (t)-s s(t;)) -1 e .
D,ex = o () =5(0) = (t) —1—g " (coscodtp+ism w4t,) -1 07? tp=1
S(0) 1 J-¢ (g
= = e
Alors D, =—¢ W(COSTI:+ 5 sinm)=e - gon D, Y0=€ = 100
1-&
100 i i i i
90 | | R i
\ Ko?

80 G(p) = n__ | |
s 27N O = eap sl
o O N (/o M
: N\ =
£ 60 \\ D, %=e"100 |
E 50 \
% 40 \\
& 30 \\
\q') \
0 20 DN

10

% 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Coefficient d'amortissement ksi ou z
Figure 3.13 Le déassement maximal (en %) en fonction du coefficient d’amortissement &.
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

A T’exception de certaines applications ou les oscillations ne peuvent &re tolé&éss, il est
désirable que le ré&ime transitoire doive &re suffisamment rapide et suffisamment amorti.
Dans le cas d’un systtme du second ordre ou la fonction de transfert est donnée par
I’équation (3.9), pour avoir un ré&gime transitoire acceptable, il faut que le coefficient
d’amortissement & soit compris entre 0.4 et 0.7 (i.e. le déassement maximal varie entre 25%
et 4%). En effet, les valeurs de £<0.4, provoquent un dépassement excessif dans le ré&jime
transitoire, et pour les valeurs de £>1, le systéne devient tres lent (i.e. réonse tres lente).

Exemple : Bant donnée sur la figure (3.14) ci-dessous, la réponse indicielle d’un systéme

: . 9
du second ordre dont la fonction du transfert est donnée par : G(p) =—;
p°+2*0.25*3*p+9
Calculer :
- Letemps de réponse a15% et le temps de montée;
- Le temps de pic ainsi que le dépassement maximal en %.
Step Response
2\
\\
N
\\\
~
\\\
1.5 =
% \ ~ ~-~-- ———
- \ e
< / \__ ] L
/ "‘——‘—
0.5 'd’¢"
,‘
L
Cd
,f
0
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Time (seconds)

Figure 3.14 Réponse indicielle du systéme de 1I’exemple ci-dessus
(k=1, &=0.25, mn=3rad/s)

» Calcul du temps de réponse a45% prés : t, = 3 = 3 =
Eo, 0.25*3

> Calcul du temps de montée : On a: =03n\/1—§2 =3*/1-0.257 = 2.9047rad/sec

4sec

— — 2 f—
et B:arctg& =1.3181rad =t :iarctg V1=S I B:O.6278 sec
O‘)ng (Dd (Dd

> Calcul du temps de pic : oyt ==t = o T T

Oy o 1-82 31-0.25?
__m8
> Calcul du dépassement maximal : D__ % =e V<" 100 = 44.4344 %

=1.0816sec
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

D’aprés la figure (3.) ci-dessous, on remarquer que plus la pulsation o, augmente plus

la réponse devient plus rapide. Alors que, le dépassement est indépendant de ®,, .

Step Response

15

| wn=3rad/s
i A/

wn=10rad/s

1 1 = —<—
Vo>

Amplitude

05 /

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Time (seconds)

Figure 3.15 Réponse indicielle du systéne de I’exemple ci-dessus
avec variation de la pulsation .

Les performances des systames de commande se jugent par la qualité de leur ré&jime
transitoire et de leur r&ime définitif (permanent). Le tableau 3.1 ci-dessus ré&sume les
conditions géné&alement imposés, qui apparaissent comme des criteres de performances.

Tableau 3.1 Ré&apitulatif des performances imposées

Conditions géné&alement imposées ala réonse
Type d’entrée
Régime transitoire Régime permanent
Echelon _ Amorti: Erreur de position nulle
. - dépassement faible . .
Echelon de vitesse . Erreur de trainage faible
Rapide :
Impulsion Temps de réponse faible
(fréguence propre dever)

N.B/ Dans le cas d’un systéme a retour (i.e. en boucle fermée), il y’aura lieu d’adjoindre
a ces critéres de performances une condition suppl@mentaire, relative a la stabilité
La stabilitéet la pré&eision vont &re traitées en déail dans le dernier chapitre de ce polycopié
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

I11.4. Systemes d’ordre supérieur

Nous avons vu précédemment que la forme de la réponse d’un systeme dépend
de I’ordre du systéme, et plus particuliérement de la valeur et donc de la position de ses pdes
dans le plan complexe (i.e. de la valeur de wn et &).

Un systeme d’ordre élevé comprend un grand nombre de paramétres et étudier ses
réponses peut se révéler fastidieux si on ’effectue de la méme fagon que pré&é&emment.
L’¢tude d’un tel systetme, tout en considérant un nombre restreint de parametres,
(systame relativement simple) permettra de déerminer son comportement en fonction de ses
réonses temporelles.

Dans cette section on pr&entera ’analyse de la réponse transitoire d’un systéme
d’ordre supérieur d’une maniére générale. Il est a noter que la réponse d’un tel systeéme est
&jale ala somme des réponses des systames de premier et second ordre.

Exemple : Considérons le systeme d’ordre 3 dont la fonction du transfert est donné par :

G(p) = 0 ! > . Ce systame possede 3 pdes reels :-1, -6 et -22.
+D)(=+D(=+1
(p )(6 )(22 )
Step Response
1 r
sysl
A/ sys2
0.8 / oys3
g 00 '/
0.2
0
0 1 2 3 4 5 6 7

Time (seconds)

Figure 3.16 Réponses indicielles et pdes dominants

Sur la figure ci-dessus on a traceé les réponses indicielles respectivement, des systémes

d’ordre 1 (sysl: i), d’ordre 2 (sys2 :;) et d’ordre 3 (sys3 : G(p)).
b+ (P15 +D)

Les poles les plus proches de I’origine du plan complexe appelés pdes dominants conservent
plus longtemps leur influence sur I’allure de la réponse temporelle. Dans ce cas : -1 est le pde
lent et -6 et -22 sont les poles rapides. En revanche, les pdles les plus éloignés n’influent que
sur la forme du déout du ré&ime transitoire comme le montre la figure (3.16). On remarque
qu’il n’y a pas de différence en régime permanent. Ainsi, la forme de la réponse dépend
essentiellement des pdes dominants comme le montre la figure (3.16).

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz

&



Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

Le reésultat mis en &idence par cet exemple nous a permet de conclure ce qui suit :

v Un systéme d’ordre élevé posséde, la plupart du temps, un ou deux poles dominants et
se comporte comme un systé@ne de 1% ou du 2" ordre.

v On peut réduire la fonction du transfert d’un systéme d’ordre supérieur a un systéme
de 1°" ou du 29" ordre si nous conservons que le (ou les) pole(s) dominant(s).

v En pratique, un pole peut étre négligé dés qu’il est 3 a 4 fois supérieur au précédent.

I11.5. Influence des pdes et des zéros sur la réponse d’un systéme

Un systéme d’ordre élevé peut comporter un grand nombre de pdes et de z&os
(réels ou complexes conjugués) et tous ces derniers n’ont pas la méme
influence sur la réonse temporelle du systéne. Selon la figure (3.17) ci-dessous, on constate
que les pdles les plus proches de ’origine (poles dominants) ont une influence prépondérante
sur la réonse du systéme.

A

r\ Jelt)
— ————— "
-KSI:t}

Zone dinfluence des poles dominants

—:I'-i_:h =
t

Zone dinfluence de tous les pdles

Figure 3.17 Influences des poles sur la réponse d’un systéme

Reprenons une fonction de transfert possélant des pdes distincts stables et que 1’on factorise

[[e-2) |

sous la forme : G(p) = K 2 => 4 La réponse impulsionnelle du systéme s’écrit
L _ i=1 p - pi
[T®-p)
i=1
n H(pi _Zi) .
alors: h(t) = Zaiepit avec a, =KL . Le coefficient ai devant chaque mode dépend

= [T®:-p)

j#i
donc de la contribution des autres pdes et des z&os. On en déluit, que la contribution d’un
pde pi :

e cst diminuée par la présence d’un zéro zj voisin du pole pi

e est augmentés par la pré&ence des pdes voisins.
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Chapitre 111. Réonses temporelles des systanes lin&ires

Si I’on étudie la réponse indicielle, h(t) = K +Z:biepit ou  bi=a/pi, on deéluit que

i=1
différents modes ont une contribution a la réponse indicielle d’autant plus faible
qu’ils sont ¢loignés de I’origine.

Soit la fonction de transfert normalisée par le choix wn=1:

pg” 1 1
G(p) =2 — = v L
p°+2p+1 p +28p+1 o p +28p+1
Hi(p) H, (p)
1 dh,(t) o s -
On remarque queh, (t) = _é— Le fait d’ajouter un zéro a la fonction de transfert
o

ajoute la d&iver de la réponse multiplié par un coefficient égal au z&o. Suivant que le z&o
sera stable ou instable, le dépassement sera augmenté&ou diminué(voir figure 3.18).

Step Response Step Response

08 |

Amplitude
o o
= >
T T
Amplitude

o
o

0 \/
I T T
Time (seconds) Time (seconds)
(a)Addition d un zé&o stable o=1 et £&=0.5 (b) Addition d un zéro stable o=-1 et £&=0.5

Figure 3.18 Mise en évidence de I’Effet des zéros

On peut conclure alors ce qui suit :

@ L’addition d’un pole padd Aune paire de pdes dominants psom augmente le temps de
monte Si |padd| < 4|Re (Pdom)|-

@ L’addition d’'un z&o stable z a une paire de pdes dominants pgsom augmente le
dépassement si |Zadd| < 4|Re (Pdom)|-

@ L’addition d’un z&o instable z aune paire de pdes dominants pem diminue le
dépassement mais provoque le phéomene de réponse inverse augmentant ainsi le
temps de réonse.
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Chapitre 1V Rénonses fr&guentielles des syst@mes lin&ires

Chapitre .IV. Réponses fré&juentielles des systames llin&ires.

1VV.1. Introduction

La technique de I’analyse de la réponse en fréquence d’un systéme asservi linéaire
continu est une meéhode graphique qui ne considee que les entrés sinusodales
de fré&uences diffé@entes. C’est une technique facile, rapide et puissante pour 1’obtention
de I’état permanent du systeéme a des séquences spécifiques. En outre, quand la fonction
de transfert d’un systétme n’est pas connue, on peut la déterminer approximativement
en utilisant une réonse en fré&uence déerminé& exp&imentalement.

Ce chapitre est consacréala préentation du principe des diffé&entes mé&hodes, plus
souvent utilisées, dans 1’analyse fréquentielle des systémes asservis linéaires continus, SUiVi
de quelques exemples illustratifs.

IV.2. Vue d’ensemble des méthodes d’analyse fréquentielle

Un systame lin&ire éant d€fini par son é&juation diffé&entielle, la transformation
de Laplace raméne son éude aun probléne algébdrique (figure 4.1), puis les notions
de réponse en fr&uences et fonction de transfert permettent de se ramener &des constructions
graphiques (lieu de transfert).

Systame lin&ire

_A—
'z N

Equations difféentielles Essais exp&imentaux

Transformation

v

Equations algéoriques

Réponses en
4. .............. —

Fonction
— —h — »
de transfert

\

y
Lieu de transfert
Figure 4.1 Vue d’ensemble des méthodes harmoniques (ou fré&juentielles)

En fait, que I’on part d’équations ou d’expériences, le point d’aboutissement est le méme.
On peut donc tracer le lieu de transfert (réponse en fréquences) d’un systéme physique
dont on ignore les équations aussi bien que d’un systéme non encore réalis¢é dont
les éjuations sont connues.
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

IV.3. Notions de base sur les fonctions complexes

Le calcul de fonctions complexes peut &re simplifié si on considée certaines
propriéé des nombres complexes. Soit deux nombres complexes Z1 et Z2, alors :
e [’amplitude de la multiplication est la multiplication des amplitudes

2,.2,|=|2,]|Z,|
e la phase de la multiplication est la somme des phases individuelles
L(2,2,)=42,+/Z,
La fonction de transfert dans le domaine fré&uentiel (ou fonction de transfert isochrone) est
obtenue en remplagant p par jo dans la fonction de transfert isomorphe G(p), soit :

G(jo)=G(P),.,

Si on d&ompose cette fonction de transfert en plusieurs ééments de base, il est plus facile
de déerminer la réonse globale du systéme.

Soit G (jo) =G, (jw).G,(jo).Gy(j)...

Alors G(j0)| =[G, (j®)|.|G,(i®)||G;(jw)...
£6(jo) = £G,(jo) + £, (jo) + £Gs(jo)...

IV.4. Principe de I’analyse fréquentielle (ou harmonique)

Si on applique a I’entrée d’un systéme asservi linéaire, un signal sinusoidal :

e(t)=E, sinot avec o=2nf (O? fest la frBJuence en Hz)

En maintenant suffisamment longtemps le signal jusqu’a la disparition du régime
transitoire, on observe a la sortie un signal sinusoidal de méme pulsation mais d’amplitude
et de phase modifiées (fig. 4.2).

e(t) =E_ sin ot SystiiEe | s(t) =S, sin(wt + )
LinfSire -

e(t), s(t)
e(t)

t
s(t)

Figure 4.2 Exemple d’une réponse harmonique d’un systéme linéaire

On appelle réponse harmonique, la sortie s (t) en régime permanent d’un systéme soumis a
une entree p&iodique (sinusoWale par exemple).
On peut €&rire e(t) et s(t) sous la forme complexe telle que :

e(t) = E,. sinot < E(jo) = Eme—jmt et
s(t) =S,, sin(ot +¢) < S(jo) = Sme—j(mt+(p)
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

Oou Em est ’amplitude du signal d’entrée.

Smest I’amplitude du signal de sortie.
¢ est le déphasage entre le signal d’entrée et le signal de sortie.
S(jo) g el g

—m oo =|G(jw)|e_jq’(°’)

Dot G(jo) =) _Sn€
o Gl =T E e T E

m

A |G(joa)| = E—m est le module de la fonction de transfert (ou le rapport d'amplitude)
vec m

o(w) = ZG(jo) est la phase de la fonction de transfert (ou son argument)

La fonction de transfert G(p) exprimée sous forme de quotient entre deux polyn@mes
N(p) a,p"+a, p" " +..+a,p+a,

en fonction de p: G(p) = =
P (P) D(p) b,p"+b _p"*+..+bp+b,

si on remplace p par jo on

N(jo) _ an,(j0)" +a,4(jo)"" +...+a,(jo) +a,
D(jo) b, (jo)" +b, 4 (jo)"" +...+ b, (joo) + by
Si on ré&rrange cette expression pour séarer la partie rélle de la partie imaginaire, pour

obtient la fonction suivante : G(jo) =

mieux calculer ’amplitude et la phase de la fonction on aura:

G(jo) = RIG(jo] + jIM[G(jo] = |G(jo)||G(jo)

G(jo)| = (RIG(jw])* +(IM[G(j])?
Avec i
/G(jo) = arctan(M)
RIG(jo]
La fonction G(jw) est géné&alement définie par son module |G(jw)| appelé aussi

rapport d’amplitude et son argument £/G(jw) appel€aussi le déphasage ¢(w) .

Exemple :

Si on applique une tension sinusoidale d’amplitude En=5V a l’entrée d’un filtre de
transmittance (ou Fonction de Transfert) :

G(jo)=
1+j—
40

Quelle sera la tension de sortie s(t) a la pulsation ®=40 rad/s ?
Solution : A cette pulsation, la transmittance d’écrit :

G(jo) =

> :i_ et son module : |G(jo)| = i =i=3.53:>sm =3.53*E, =17.7V
1+ j4—0 1+]j 1+j 2
40
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

IV.5. Repré&sentation de la réonse fré&juentielle

L’étude des propriétés fréquentielles des systémes linéaires (c'est-&dire leur réponse &
une action sinusoidale permanente dont on fait varier la fréquence) permet d’en déduire les
propriéé& dynamiques temporelles (c’est-adire leur é&olution dans le temps en fonction des
actions subies) comme nous le verrons par la suite. C’est la raison pour laquelle on attache
tant d’importance a cette étude.

En géné&al les paramétres éudiés sont le gain et la phase (ou déohasage) :

Gain=|G(jo)| = E—m et phase=p(w) = ZG(jo)

m

L’ensemble des variations du gain et de la phase de la fonction G(jw)en fonction de la
fréguence (ou pulsation ), constitue la réonse fr&uentielle du systame. Ces derniees
peuvent @re tracees selon trois repré&entations graphiques distinctes :

@ Diagramme de Bode ;
@ Diagramme de Nyquist ;
@ Diagramme de Black (ou Nichols).

Remarque : Pratiquement, il est intéressant de faire [’étude et la synthése d’un systeme asservi a
partir de sa FTBO. En effet, la réonse du systéme en boucle fermée peut &re déerminé apartir du
tracé de la FTBO au moyen des abaques, telle que ’abaque de Black ou Nichols (voir annexes).

IV.5.1.Courbes de Bode et diagrammes asymptotiques

La représentation d’une réponse en fréquence d’un systéme dans le plan de Bode
consiste atracer deux graphes séparément, le gain et la phase de la FTBO du systéne
en fonction de la pulsation ®.

Par exemple, si la fonction de transfert est : G(p), en régime sinusoidal p=jo, alors
pour une repré&entation de Bode, on tracera les courbes suivantes :

a) Courbe de gain (ou d’amplitude) : Le gain est exprimée en de&ibels (dB), soit:
(G(j®),, =20l0g,,[G(jo)|
Le gain |G(j(o)| 4 €St reporté sur I’axe des ordonnées suivant une échelle linéaire, et les
valeurs de o étant reportées sur une échelle logarithmique (décimale).

b) Courbe de phase (ou de déphasage) : soit ¢(w) = ZG(jo) =arg(G(jw))
Pour la courbe de phase, ¢(w) est reportée sur 1’axe des ordonnées suivant une échelle

linéaire en degré, et les valeurs de ® étant reportées sur une échelle logarithmique.

¢) Diagramme asymptotique : Dans la plupart des cas, il est inutile de tracer
compléement les courbes de Bode (point par point). On peut se contenter des
asymptotes.

On appelle diagramme asymptotique d’une fonction de transfert I’ensemble des
asymptotes ala courbe quand o — 0 et quand @ — . Les points d’intersection de ces
asymptotes sont appel&s points de cassure.
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

Remarque :

e FEtant donné I'utilisation de 1’échelle logarithmique, la précision est suffisamment bonne
pour que 1’on puisse assimiler la courbe a ses asymptotes sauf au voisinage des points

de cassure.
¢ Quand la fré&uence varie de ®, al0w,, on dit que la bande [ml,lo(ol] est une dé&ade.

e Quand la fré&juence varie de o, &2w,, on dit que la bande [wl, 20)1] est une octave.

IV.5.1.a. Cas d’un systéme de premier ordre

SoitG(p)=L , 0n pose p=jo onaura: G(jw) =— K = K 0? a)C:E
Tp+1 Jro+1 jg+1 T
[0)

C

. k
G(jw)|.. = 20log ———=—= 20logk-10log(7*w’ +1)
Gain et phase : | r J(zw)? +1
o(w)=arg(k)-arg(j ro+1)=-arctan( rw)

a) Diagramme de Bode asymptotique :
- Pourw << aw,(ie @—0) ,donc |G(jo),, tend vers 20logk et p(w) —0°
- Pourm>>w, (i.e @ — ) , donc |G(jco)|dB =20logk-20logmt, similaire a une droite

de pente -20dB/de. et p(w) tend vers—90°.
b) Diagramme de Bode re&el :

- Pour co:cocz1 (pulsation de cassure) donc  |G(jw)|,,  =20logk-3dB
T
et p(w) =—arctanl=—-45°
- Poure= 2% donc|G( jo)|,, =20logk-0.98dB et p(w) =—arctan 0.5 =—26.56°

- Pourw=2 donc IG(jow)| , =20logk-6.98dB et ¢(w) =—arctan 2 =—63.43°
T

GdEl
20 log K A
| % 3 dR
|\\ m}
1i2v 1it 2t

-20dB/déc

—
.-'{I’-‘. I T (.:L

45° x
B x

Figure 4.3. Diagrammes asymptotique (en rouge) et reel (en bleu) d’un systéme du premier ordre.
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

La pulsation de cassure wc est la pulsation pour laquelle le gain expriméen dB est infé&ieur
de 3 dB au gain statique. Les tracé& du gain et de la phase sont donnés par la figure 4.4 en
rouge, pour un axe des abscisses graduéen pulsation w. Le tracédu diagramme de Bode est

simplifiépar une éude asymptotique pré&ilable (en bleu sur la figure 4.4).
Pour ® >> oc, la décroissance du gain est de -20 dB/décade, c’est-adire que le gain diminue

de 20 dB chaque fois que la pulsation du signal d’entrée est multipliée par 10.

Exemple 1 : Tracer sur un papier semi logarithmique, le digramme de Bode, d’un systéme

asservi dont la fonction du transfert en boucle ouverte est donneé par : G(p) = il
p+
Gj dB)
T
] =[] 3dB
-3 -‘\\ \\\~\
-10 !\\ — N~
15 NN THHH Diagrammes
’ N | N, asymptotiques
=20 \\ //
@ s N ‘
“
30 -
15 / \
- L~ ™
40 3 » (U (éch.log)

10 10 10

Courbes reelles

I
|
|
|
1
|
|
|
—.ITI'I4 \ A A
) | |

I\
\
Y
\\

. - - & (éch.log)
10 10 10 10
Figure 4.4 Diagramme de Bode de I’exemplel (a) diagramme de gain (b) diagramme de phase

—

IV.5.1.b. Cas d’un systéme du second ordre

. ko . : ka? N
SoitG(p) =—; L >, Pourp=joona G(jo) =—5—— > qu’on écrit
p°+2lw, p+w, (jo)" + j28m,0+ @,

G(jw) = 5 K =(1 2)k 2 ouu=2 appelé pulsation r&luite
w . w —-u")+ u a,
-2+ 262 . :
a)n a)n
k

= 20logk-10log((1—u®)? + 4£%u?)

IG(jw)|,, =20log
JA-u?)? +4£22
25U

(p(w)=arg(k)-arg(1-u2+j2§u):-arctan1 .
—-u
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

a) Etude asymptotique
G(jo)|,, =20logk
p(w) =argG(jo) =0°
IG(jo)|,, =20logk —40logu =20logk —40log(w/ e, )
p(w) =argG(jw) =-180° (ou -7)
|G(jw)|,, =20logk —20log 2&
arg(G(jw)) = p(w) =-90°(ou —z /2)

La figure ci-dessous donne le tracéasymptotique de |G(jco)| 45 pour k=1. La valeur de &

e Pour u—0 (ou a)—)O):>{
e Pour u— +oo (ou a)—)+oo):>{

e Pour u=1(ou w:wn):{

n’a pas d’influence sur le tracé en question qu’au voisinage de ®¢

20 log K|

© (éch. log)

-40dB/dec

arg(G(jw))

™ {éch_ log)

W=

Figure 4.5 Diagramme de Bode (a) diagramme de gain (b) diagramme de phase

Le gain |G(jw)|,, =20log \/(1 Z)l: e passe par un maximum pour une pulsation or
—u?)* +4&

appelée pulsation de réonance telle que la dé&ivée du gain |G(jo)| , vaut zé&o:

dlSUels _o_, 4 | 501 X =% L10l0g(-v) + 45707
Ja-wy vzt | do

do do

=1-2£ d0? w=w, = o, (1-2£%)"?

d @’ o’ o’
:d_[(l__z)z +452—=)]=0=>—
w a)n a)n n
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

A condition que : 1-2£* >0=|& <i =0.707

2

Dans ce conditions, on dit qu’il y’a résonance pour la pulsation |@; = a)n\/l— 282

1

2E\1- £

On obtient donc la valeur maximale du module: {|G(jo)| . =|G(jag)|=

D’ou le gain maximal : |G(ja))|max(dB) = —20log(2&1- £2)

On constate que plus & est faible, plus la résonance est importante. Ce phénomeéne peut étre
caract&isépar un facteur de surtension (ou de ré&onance) Q qui correspond au rapport du
gain ala résonance sur le gain statique :

_[Gia)

°= 60

Exemple 1. Tracer le diagramme de Bode en variant le coefficient d’amortissement & de la

: ke’
fonction du transfert : G(p) =—; G >, Onprend k=1 et wn=1.
p*+2¢0,p+
G (dB
20 4 £=0.05
19 1z £=0.2
0 —_-5E2=j::ﬂ — ;520_5 7
10 ‘N&R.,— 9
@ 2 ~ = ~~k| Courbes rélles
30 \‘ a
NI %¢
40 g
50 \ ™
/ )

60 Io
10" 10" i, 10 £
¢ (rad)
%:_::-‘H__ﬂ_"‘—-—-—-ﬁ‘ 1 - I =
~H < ;,\!_1 £=0.05
~ < £=0.2
£=0.5
| Dia
_, ) grammes
(b) m/2 S c=0.9 | [ asymptotiques
N 1|
[
AN TS|
- Hf = T @,

. Y log
! 10° ay

=

Figure 4.6 Diagramme de Bode de I’exemplel (a) diagramme de gain (b) diagramme de phase
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

IV.5.2. Diagramme de Nyquist
D€finition : Le diagramme de Nyquist, ou lieu de Nyquist d’un systéme est le licu
en coordonneéss polaires, des points M de coordonnées |G(joa)| et ¢(w)=argG(jw) lorsque

o varie 0 a+oo (figure 4.7). Le diagramme complet de Nyquist correspond a ® varie
de -0 &too . Il s’obtient par symétrie a I’axe des réels du lieu de Nyquist.

IV.5.2.a. Prenons le cas d’un systéme de premier ordre ou :
k _k(l- jor) _ k _ kot _
jor+1 (w7)*+1 (0r)*+1 ~(wr)’+1

G(jo)= atjf

ona: a’+p%*=ka donc (oc—g)2 +p° = (g)2

On conclure donc que le lieu de Nyquist dans ce cas est un demi-cercle (-90°<p<0°) de rayon
k/2 centréen (k/2, 0).

[m

Figure 4.7 Diagramme de Nyquist d’un systé@me du 1* ordre.

A la pulsation de cassure o=mc=1/tona:

|G(ja))|:L= K

¢(w)=-arctan(zw)=-45?

IV.5.2.b. Prenons le cas d’un systéme de second ordre ou:

Un systéme du second ordre a une fonction de transfert sinusoidale paramétrée a 1’aide
de deux paramétres (wn, &), la pulsation propre non amortie et I’amortissement.

2
ka-2) 2ke 2
. k X . ,
Gliw) = N @* 0. J ®* )
l-—p+ij2&— @-—)+@E—)° (- +@2E—)
a)n a)n a)n a)n a)n a)n

k

\/(1—”2)2 +(2& 2y
a)n

n

L’amplitude est définie par : |G(jo)| =
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Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

282

et sa phase par : ¢(w) =—tan™ n

si @ — 0 alors G(jw) — k
si w = w, alors G(ja)):-j% et p(w)=-90°

si @ =w, (avec & <0.7) alors le |G(jw)| est maximal
si w — o alors |G(jw)| — 0 et ¢(w)=-180°

Pour ® variant de 0 a +[1, la partie imaginaire est toujours négative alors que la partie reelle
change de signe et devient n&ative pour ® = wn. Cette pulsation est la pulsation de cassure
associée au second ordre. La courbe appartient donc au demi-plan infé&ieur défini par
I’axe ox. Aux hautes fréquences, I’analyse asymptotique montre que la phase tend vers -m.
Pour diffé&entes valeurs de I’amortissement & et pour on = 1, les tracé& dans le plan de
Nyquist sont représentes ala figure 4.5. 1l est aremarquer que MATLAB donne le diagramme
de Nyquist complet avec le symérique par rapport al’axe ox pour les pulsations négatives.

Imaginany Axis

Real Axis
Figure 4.8 Réponse freguentielle d’un systéme de second ordre
dans le plan de Nyquist pour £ variant avec mn=1.

1V.5.2.c. Repré&entations fré&juentielles usuelles :

Il est anoter que les formes compliquéss de courbes dans le plan de Nyquist ont pour origine
les dynamiques du numeéateur. La figure 4.5 donne un certain nombre de tracés typiques.
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Chapitre 1V

Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

oo ffof+ 20m fiw) ]

{1+joT)
g (LN 1+ T

Im
f . b,
] Re 0 Re
{ f+gol
o) T
Im 1 rm
0 Re - {
- .I'-'- m; & -
. ! - 0l 1 Re
IIm Imh
o e ol -
1 o
TP ‘ 1=l o] I Re
Im_1_ I"”*
a 1 - £ -
T 0 U Re 1 0 Re
1+jwal {L4on T N1 20 Tl +i0 R
- -
0 -_Re -_Re
w;

Figure 4.9 Repré&entations de Nyquist des systémes usuels

IVV.5.3. Diagramme de Black (ou de Nichols)

Le diagramme de Black de G(jw) consiste atracer le gain |G(jw)|dB en fonction de la
phase ¢(w) =argG(jw) en faisant varier la pulsation ® de 0 &t+oo . Ce diagramme permet

d’avoir les deux grandeurs caract&isant un systéme (le gain et la phase) sur un méne graphe.

IV.5.3.a. Cas d’un systéme de premier ordre

Ona: G(jow)= _k {|G(ja))|d8 =20logk —20|09[(ra))2 +1}

p+1

op(w)=-arctan(rw)

GdB
1 20 logk
20 logk-3

90° |

45"

Figure 4.10 Diagramme de Black d’un systéme du 1¢" ordre.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz

.



Chapitre 1V Révonses fr&uentielles des syst@mes lin&ires

1V.5.3.b. Cas d’un systéme de second ordre

2
De méme pour un systéne de second ordre du type: G(jo)=-—— !“0“ >
(Jo)* + j2éw,0+ @]

nous retrouvons des caracté&istiques identiques que pour le tracédans le plan de Bode.

IG(jw)|,, =20logk — ZOlogi\/(l—w—j)2 + (252)2]
a)n a)n

252

et () = —tant| — 1
w

1-—

@,

La courbe d’un systéme d’ordre 2 dans le plan de Nichols-Black admet donc toujours une
asymptote verticale en -180“aux hautes fréguences.

GdB |

20logls
w—0

11 3111111

11 ninl

L1 rul

ol

1 1
-180 135 -a0 4

Phase (deg)

L& ]
L=

Figure 4.11 Réonse fré&uentielle d’un systéme de second ordre
dans le plan de Nichols-Black pour & variant et wn=1.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz




Chapitre V Stabilitéet pr&eision des syst@mes asservis lin&uires

Chapitre .V. Stabilitéet pre&eision des systames
asservis lin&ires continus.

V.1. Introduction

Nous avons vu dans les chapitres précédents tout 1’intérét de la boucle de retour a savoir :

v' Commande plus preéeise qu’en boucle ouverte ;

v Bande passante plus large, donc systéme plus rapide.
On verra plus loin, pourquoi, lorsqu’on augmente trop le gain en boucle ouverte, il apparait
des oscillations de la grandeur de sortie qui sont incontrdable et qui peuvent mettre en pé&il
le systtme (ou I’installation). Il est donc absolument nécessaire de bien connaitre les
conditions d’une bonne stabilité avant de refermer la boucle.

Ce chapitre sert aévoquer une éude plus ou moins détaillée des performances du systéme
asservi lin&ire continu, notamment la stabilitéet la pr&ision statique.

V.2. Concept de stabilité

La stabilitéest le crité&e le plus important dans la ré&lisation des systé@mes de contrde.
Si un systéne n'est pas stable, les autres paramétres n‘ont aucune signification. On doit donc
porter une attention particuliére ala stabilité Un systéme instable ne peut pas &re conqi pour
donner une réponse transitoire et erreur statique speeifique. Physiquement, un systame
instable dont la réponse naturelle croit sans limites peut causer des dommages au systéme
lui-méme, ades systénes adjacents, ou causer des blessures ades personnes. Il faut toujours
vé&ifier la stabilitéd'un systéme. En effet, en I’absence de cette propriété qualitative, aucun
systeme n’est utilisable en pratique.

s.-.;;,t--» 2y

LY
s

a) Au dédut des oscillations b) Au moment de la catastrophe

Figure 5.1 Pont du déroit de Tacoma (1940, aPuget Sound, Washington, USA)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pont du detroit de Tacoma (1940)

Le pont de Tacoma ci-dessus (un exemple d’un systéme instable). En novembre 1940, lors de
la rupture de l'ouvrage, la vitesse du vent éait d'environ 65 km/h. Des oscillations de grande
amplitude en torsion sont apparues &10 h, menant al'effondrement du pont al11 h 10.
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

V.3. Stabilitédes systames

V.3.1. Ddinitions

Il existe plusieurs définitions de la stabilitéd'un systame :
Ddinition 1: On dit qu’un systéme est stable lorsque, écarté de sa position d’équilibre, il
tend ay revenir ; instable, lorsqu’il tend a s’en écarter davantage. Dans le cas intermédiaire
d’un systéme qui ne revient pas a son équilibre mais ne s’en écarte pas, nous parlerons donc
du systéme ala limite de la stabilité

a) Stable b) Neutre c) Instable

Figure 5.2 Exemple de stabilité d’un cone

Ddinition 2 : Un systéne au repos (conditions initiales nulles) est stable si et seulement si
lorsqu’on lui applique une entré borné (limité&), sa sortie est borné. Une variation d’un
signal est dite borné lorsqu’elle est constante en régime permanent.

Ddinition 3 : Un systéme est stable si sa régonse impulsionnelle tend vers z&o lorsque le
temps t tend vers 1’infini.

V.3.2. Condition géné&ale de la stabilitédes systanes

Un systame lin&ire continu ayant une fonction de transfert G(p) est stable si et
seulement si tous les pdes de G(p) appartiennent au demi-plan complexe gauche (i.e. tous les
pdes sont apartie rélle négative). Le demi-plan gauche est appeléla r&ion de stabilité
En revanche, le demi-plan droit est une zone d’instabilité (figure 5.3).

Lone

de

stabilite

Figure 5.3 Position des pdes dans le plan complexe et stabilité
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Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

A im(p)

Oscillant décroissant

Deécroissant rapide Oscillant

¥/

Oscillant croissant

X -Péle du systeme

/2\’
AN

<H1
S

Croissant rapide

Décroissant lent

Zone de stabilté

Croissant lent

Zone d'instabilite

Figure 5.4 Influence de la position des pdes sur la stabilitédu systéme.

V.3.3. Déermination de la stabilitéd’un systéme asservi

Considéons un systéne asservi défini par le schéna fonctionnel suivant:

E(p)

v+

M)

s@) ,

v

G(p)

Consigne

R(p)
Mesure

Sortie reelle

H(p)

D’apres la condition générale précédente, ce systéme est stable si seulement les pdles de
sa FTBF sont apartie reelle strictement néyative. Or ces pdes sont les racines de 1’équation

i=0

Diverses mé&hodes peuvent &re utilisées pour déerminer la stabilité des systémes

(5.1)

asservis lin&ires continus. Ces méhodes peuvent &re classeées en deux grandes cateégories :

@ Méhodes algéoriques

a)  Calcul des pdes de la fonction de transfert.
b)  Critée de Routh.

c) Critée de Hurwitz

d) Critere de Mikha'iov.

@ Méhodes graphiques

a)  Critée de Nyquist.
b)  Critee de Revers.
c) Lieud’Evans (ou lieu des racines).
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

V.4. Méhodes algédriques de Stabilité

Ce sont des reégles permettant de savoir si les racines (ou pdes du systame)
d’une équation algébrique (équation ou polyndome caractéristique du systéme) :
b p"+b,_,p"" +....+b p+b, =0 ont leur partie rélle néyative.

V.4.1. Calcul des pdes de la fonction de transfert

La condition fondamentale de stabilit¢ d’un systéme est que tous les poles
de sa fonction de transfert aient leur partie reéelle négative. Si au moins un pde a sa partie
reelle positive, le systéne deviendra instable. Si des pdes ont une partie ré&lle egale azé&o, le
systéme est dit marginalement stable.

$1(p) T o) T 1n(p)

RA(D) Re(D) R(P)

a) Systéme Stable b) Systéme instable c) System marginalement stable
Figure 5.5 Stabilitéd'un systame selon les pdes.
Dans certains cas, il peut &re difficile de calculer les racines sans 1’aide d’un logiciel
spe&ifique (exemple : Matlab).
Exemple
Soit la fonction de transfert suivante :

p+1
G(p) =
(P) p°+2p*+3p°+6p°+5p+3

Son éjuation (ou polynéme) caracté&istique est : p° +2p* +3p*+6p°+5p+3=0
Avec Matlab on é&rit :

>>roots ([123653])
ans =
0.3429 + 1.5083i
0.3429 - 1.5083i
-1.6681 + 0.0000i
-0.5088 + 0.7020i
-0.5088 - 0.7020i

On remarque que 1’équation caracté&istique du systeme a 3 racines stables et 2 instables.
Cette méhode né&essite le calcul explicite des pdes de la fonction de transfert, ce qui est
fastidieux pour des ordres éevés. On cherche donc des mé&hodes algébriques permettant de
de&ider du signe des pdes sans néeessairement les calculer explicitement.

Grace aux deux commandes de Matlab:
>>G=tf ([11],[12365 3]), pzmap (G)
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On peut mettre en éidence la position des pdes et des z&os de la fonction de transfert G(p)

donné& pree&lemment (voir figure 5.6).

2

15

o
o

o
o1

Imaginary Axis (seconds'l)
o

1
[REN

=
[

[N

3

Pole-Zero Map

X
X o *
X
; ; r t
-15 -1 -05 0 0.5

Real Axis (seconds'l)
Figure 5.6 Carte des p&es et des z&os de la fonction de transfert G(p)

V.4.2. Critére de stabilitéde Routh
Ce critere se compose de deux conditions :

e Une condition né&essaire pour qu’un systéme soit stable est que tous les coefficients bi,

du polyn@me caract€&istique, soient positifs. Cette condition n’est suffisante que dans

le cas des systé@mes du premier et du second ordre.

Note : Si un des coefficients est nul ou négatif alors qu’un autre coefficient au moins est
positif, il existe une racine ou des racines imaginaires ou nulle ou apartie reelle positive.

e Si la condition pr&élente est vé&ifiée, une condition néeessaire et suffisante est
traduite par 1’analyse du tableau de Routh.

On construit le tableau de Routh (de n+1 lignes) comme suit:

p" bn L brz |0 Dns bn-6
pn-1 bni—[% Er:%\ * bns bn-7
p"-2 Ca1 Ca2 Cass

pn-3 Ca Caz Cas

p? Cn1 Cn2 Cns

po Cn+1 Cn+1)2 Cn+1)3
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

C.. = bn—lbn—Z — bnbn—3 C.. = bn—lbn—4 _bnbn 5 — bn—lbn—G _bnbn 7
O U * bn—l , * bn -1 ’ * bn—l ,
C. = C31bn—3 — bn—1C32 - C. = C31bn—5 — bn—1C33 - ete
. Ca , “ Ca ’

Les ééments de toutes les lignes dans la table de Routh se calculent de la mé&ne maniée.
Le calcul des lignes est poursuivi jusqu’a ce que la premiére colonne soit remplie. On arr&e la
construction de ce tableau dés qu’un zéro apparait dans la 1%¢ colonne excepté
le dernier éément.

Enoncé du critére de Routh :

Le nombre de racines du polyn@ne dont la partie rélle est positive est éale au nombre
de changements de signes des coefficients de la premiée colonne du tableau de Routh.
Le systeme est donc stable si et seulement si tous les coefficients de la premiere
colonne sont strictement positifs.

En pratique, diffé&ents cas peuvent se produire suivant que la premiée colonne comporte ou
non un terme nul.

Exemple 1:
Soit la fonction du transfert d’un systeme asservi : F(p) =—; 5 L 5
p*+7p°+17p°+17p+6

La premi&re condition est vé&ifiee, on construit alors la table Routh suivante:

0* 1 17 6
0? 7 17 0 )
02| 7x17-1x17  7x6-1x0 prp 1 176
2 . p’l 7 17 0
o p?l1457 6 0O
102 17 746 pl
17 0 p'14.12 0
g 102 p°| 6 6
7
p° 6

On remarque que tous les coefficients de la premiée colonne sont de mé&ne signe (positifs),
le systa@me en question est alors stable.

Exemple 2:
) 1
Soit G =
(P) p*+2p®+3p*+4p+5

La premiére condition est vé&ifiés, on construit alors la table Routh comme suit:
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires
p* 1 3 5
p® 2 4 0 1 3
p2 2x3-1x4 2x5-1x0 0 2 4
2 2 N 5
ot 1><412><5 0 o'l 0
0
—6x5-1x0 pri5 0
N — 0
-6

Nous constatons que tous les coefficients de la premi&e colonne ne sont pas de méme
signe. En effet, il ya deux changements de signe (de +1 &-6 et de -6 a+5), cela veut dire
que le systame possede deux pdes a partie reelle positive (deux pdes instables),
le donc systame est instable.

Quelques cas particuliers :

e 1°" cas particulier: Si un des coefficients de la premiée colonne est nul
(exceptéle dernier) et que les autres termes de la mé&ne ligne ne sont pas tous nuls.

Exemple :
Soit la FTBF suivante : F(p) =

1
p°+2p*+2p° +4p*+p+1

SN
NN

P
p
- p 0.5
? C41 C42 O p2 _% 1
P
p

oSO O - -

c, >0 0
Cy =1

Pour remédier a ce probléme, on remplace le terme nul par un € tres petit positif. Des lors

on obtient : 041:48_1 _95, e 0,5>0.

-1
0 —<0 et Cp
& & Cyy

— 7 x05-gx1 C;, x1—(— . x0)
= % =05+&2>0; Cy=— % =1>0.
_% C51
Tous les termes de la premiée colonne ne sont pas de mé&ne signe. De plus, il ya deux

changements de signe, par conséguent le systéne possédle deux pdes apartie réelle positive
donc le systame est instable.

CSl

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz




Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

e 2@me cas particulier : Tous les coefficients de toute une ligne sont nuls.

Exemple :

Soit 1’équation caractéristique d’un systéme asservi donnée par :
p*+2p*+11p* +18p+18=0
On forme la table de Routh suivante :

1 11 18 O - . .
! Remarque : Pour simplifier les calculs, on peut diviser ou multiplier

2 on divise les @énents de la 2°™ ligne par 2.

1 9 0
0 0 O
Ple, O

Quand tous les termes d’une méme ligne sont nuls, cela veut dire :
e soiton est en pré&ence de deux pdes réels opposés : alors le systéme est instable.

e soit on est en pré&sence de deux pd&es imaginaires purs opposeés : +jf, dans ce cas le
systéme est marginalement stable.

p
312/ 18 1 , P ~
p A A 0 0 tous les éléments d’une méme ligne par le mé&ne nombre. Exemple
p
P

Pour analyser la stabilitédu systéme pré&élent :

v’ on construit I’équation auxiliaire g(p), c'est-adire I’équation formée a partir des
coefficients de la ligne qui pr&ede la ligne nulle :

q(p)=p°+9=(p+j3)(p-j3)

Les racines de 1’équation auxiliaire sont également les racines de [’équation
caracteistique du systéme. On aura p,, ==*3j alors, le systéme est marginalement stable.

v On compléte le tableau de Routh en remplagnt les coefficients de la ligne nulle par les
coefficients obtenus en dérivant 1’équation auxiliaire par rapport a p, puis on poursuit

le calcul. %=2p+0
v' Le tableau de Routh préeé&lent devient alors :

p’ 1 11 18 O
3|12/ 18
P17 8 0 0
Pl 1 9 0
P'l2 0 0
P’lo o

Comme il n’ya pas de changements de signe, et avec une ligne tout a fait nulle, cela
implique que le systéme est marginalement stable (ou juste oscillant).
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

Exemple : Fonction de transfert dépendante d’un paramétre

On veut analyser la stabilité d’un systéme dont la fonction du transfert est donnée par :

K(p+10)
p®+4p° +(4+K)p+10K

On forme la table de Routh :

p*l 1 4+k 0
o?| 4 10k 0

F(p)=

Le systéme est stable si4-15K >0=0<K < 4 :

p'(4-1.5k 0O ,
p°| 10k 0
SiK ={c’ la 3% ligne du tableau deviendra nulle, on construit 1’équation auxiliaire :

4p? +g =4(p+j /%)(p—j /%) , alors le systéme est marginalement stable.

V.4.3. Critére de Hurwitz

Une autre forme du crité&e de Routh a &&proposé par Hurwitz qui consiste ase servir
des dé&erminants formes a partir des coefficients de 1’équation caractéristique du systéeme :

1+GH(p)=b,p"+b, ,p"* +....+bp+b, =0
Le déterminant A, de Hurwitz est construit comme suit :

b, si n impair
bn—l bn—3 bn—5 o . .
b, si n est pair
si n impair
by oo B - [;1 sin estp air}
A, = : P (53)
0 b, b.| - 0
0 n n-2 bn—4 0
0 - e e by

Le tableau de Hurwitz comprend «n » lignes, les déterminants A; pour i=1,2,..., n-1 sont
formé& comme suit :

A = bn—l
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

On continuera d'une mani# analogue le calcul des A, restants (pour i=4 jusqu'? i=n).

Enoncédu théréme de Hurwitz :

Un systéne asservi est stable, seulement si tous les bi sont positifs (condition nésessaire)
et que tous les d&erminants obtenus sont strictement positifs (A, > 0), cela veut dire que tous

les pdes du systéne ont leur partie reelle négative.

Note :

e Si un des déerminants A, est nul, implique que le systéme est ala limite de la stabilité
e Siun des déerminants A, est nul cela implique que le systéme est instable.

Exemple : Soit un systéme asservi linéaire dont 1’équation caractéristique est donnée par :
p’+2p*+4p+6=0
BEtudier la stabilitédu systéme selon le critére de Hurwitz.
Solution :
- On remarque que tous les coefficients bj sont positifs => la condition neéeessaire est v&ifie

- On calcule les dé&erminants de Hurwitz :

2 6 0 -
A=l 4 0/=12>0; A2=L J=2>o et A, =2>0
026

Comme tous les A; sont positifs, alors le systéme est stable.

V.4.4. Critée de Mikhaiov

Ce critére s’applique aussi directement a 1’équation caractéristique du systéme. On travaille
en régime harmonique (p=jm) et on €crit cette €quation sous la forme :

Aw) + jB(w)

Ou A(w) et B(w) sont deux polyndmes en fonction de o.

Le critée de Mikha'lov s’énonce ainsi :

Un systéme asservi (en boucle fermé) est stable seulement si les racines des deux polynémes
A(w) et B(w) sont distinctes et réguliérement alternées sur 1’axe des o croissants.

Exemple :
Soit le systéme dont la FTBO est donné par : GH(p) = 4
p(p+1)(0.1p+1)

BEtudier la stabilitédu systéme selon le critée de Mikhaiov.
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

Solution :

L’équation caractéristique du systéme en boucle fermée s’écrit :

1+GH(p) =0.1p* +1.1p* + p+4 =0, on pose p=jo on aura alors :
0.1(jw)’ +1.1(jo)* + (jo) +4=4-1.10° + jo— jO0.10°

d’ou A(w)=4-1.10"° et B(w)=w-0.10°

4
e | A@)=0= 0= /H:1.9 [rd /s]

B(w)=0=w,=0 et w,=+10 [rd/s]

Nous constatons que les trois racines trouvées sont bien alternées (w2<mi<ws), alors
le systéme est stable en boucle fermee.

Conclusion :

Les critéres de stabilité algébriques évoqués précédemment sont limités, d'une part, par
leur complexité et difficulté d’interprétation des calculs et leur mise en ceuvre pour des
systemes d’ordre élevé et d’autre part, nécessitent de connaitre explicitement la fonction de
transfert du systeme, ce qui empéche d’étudier des systemes caractérisés par des données
exp&imentales. En outre, ces criteres ne donnent aucune information sur le régime transitoire
(i.e. le degréde stabilité. Ainsi, toutes ces considéations expliquent [’intérét des critéres
graphiques qui permettent de juger la stabilité d’un systeme asservi a partir de son lieu de
transfert en boucle ouverte.

V.5. Méhodes graphigues de Stabilité

Nous allons voir comment la stabilité d’un systéme asservi linéaire peut @re reliee
aux digrammes représentant sa réonse en fr&uences en boucle ouverte (FTBO=GH (jo)).

V.5.1. Critére de stabilitéde Nyquist (1932)

Le critee de Nyquist est un crit&e graphique qui permet de conclure quant ala
stabilité de la boucle fermé par la seule connaissance de la boucle ouverte. L’idée
fondamentale du critée de Nyquist est basé sur I’application du théoréme de Cauchy.

V.5.1.a. Théréme de Cauchy

Si un point d’affixe p (ou p=c+jw), décrit dans le sens des aiguilles d’une montre
un contour fermée (C) a I’intérieur duquel se trouvent le nombre : P pdles et Z zéros d’une
fonction complexe F(p), alors que la courbe (I'), image du contour (C) par la transformation
F(p), décrit autour de 1’origine, un nombre N tours, tel que N=Z-P, compté& positivement dans
le sens des aiguilles d’une montre. (En d’autres termes, N est compté positivement
si C et F(C) sont orienté dans le mé@ne sens et n&jativement autrement).
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

o) 4 Im(F(p))
0
)) Re(F(p))
F(O
Re(p)

Figure 5.7 Principe du théréme de Cauchy

Chaque tour autour de I’origine correspond a une variation de 1’argument du G(p) égale a 2m,
de sorte que le nombre :
N=A¢/2n (5.1)
Ou A est la variation totale de I’argument de G(p) quand N décrit complétement
la courbe (T').

Alors : Ad=27 (Z-P) (5.2)

V.5.1.b. Application du théara@me de Cauchy au systame asservi

Nous savons qu’un systéme en boucle fermée soit stable seulement si toutes les
racines de son équation caractéristique soient a partie réelle négative, en d’autre termes, il faut
qu’aucune racine ne soit situé a droite de I’axe imaginaire (pas de racines a PRP =>7=0).

Etant donnéun systéme asservi défini par sa fonction de transfert en boucle ouverte
GH(p), la relation N=Z-P donne le nombre de tours que fait le lieu de transfert de 1’équation
caracté&istique 1+GH(p) autour de 1’origine.

Si I’on appelle : Z=nombre des z&os de 1+GH(p) aparties r&lle positive, qui sont
&alement les pdes de la FTBF

P= nombre des pdes de 1+GH(p) aparties reelle positive, qui sont
&alement les pdes de la FTBO.
e Si P£0 (systetme instable en boucle ouverte), alors pour que le systéme soit stable en
boucle fermé (=>Z=0), on doit avoir N=-P, cela signifie que le lieu de transfert de
1+GH(p) doit effectuer P tours autour de I’origine dans le sens trigonométrique.

e Si P=0 (systéme stable en boucle ouverte), alors pour que le systéme en boucle fermée
soit stable (i.e. Z doit étre nul), seulement si le contour engendré par 1+GH(p) n’entoure
pas I’origine => N=0 et par la suite Z=0.
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

Remarque : Si on pose 1+GH(p)=Q(p) donc on peut &rire HG(p)=Q(p)-1, alors au lieu
d’examiner le nombre de tours de Q(p) autour de I’origine on examine le nombre de rotations
de GH(p) autour du point (-1,0), appel€point critique.

AIm(GH
- r (GH)
On peut donc énoncéle critere de Nyquist comme suit : m
Y1 Re(GH
Point .-~ . (GH)
critique

V.5.1.c. Enoncédu critére de Nyquist

@ Si P=0, alors le systéme en boucle fermée est stable, seulement si le contour engendrépar
GH(p) n’entoure pas le point (-1,0) quand le systeéne est stable en boucle ouverte
c’est a dire GH(p) n’a pas de poles a partie réelle positive (i.e. P=0 et N=0 => Z=0).

@ Si P#0 (systéme instable en boucle ouverte), alors le systéme asservi (systéme en boucle
fermée) est stable, seulement si le contour GH(p) entoure le point (-1,0) dans le sens
antihoraire P fois or. GH(p) possege P pdes aPRP (i.e. P=0 et N=0 => Z=0).

Note : Plus particuliéement, lorsque P=0, en parcourant la trajectoire de GH(p) dans le sens
des ® croissants (o varie de -] a +[1), si le point (-1,0) apparait adroite, le systame est
instable, sinon il est stable (voir critére de Revers dans le plan de Nyquist 5.2.2.1).

Exemple 1.

= Soit P=1(nombre de pdes aPRP de la FTBO) et &ant donné&le lieu de transfert de la

FTBO suivant :
4 Im(GH)

»

\./14 Re(GH)

Le systame est-il stable en boucle fermeée ?
Comme le lieu de Nyquist de GH(p) entoure le point critique (-1,0) une seule fois dans le sens
des aiguilles d’une montre (sens anti-trigonométrique) => N=1 alors Z=P+N=2+#0, on
conclure que le systéme est instable en boucle fermé (car la FTBO admet deux pdes aPRP).

Exemple 2.
= Soit P=2 (nombre de pdes aPRP de la FTBO) et &ant donnéle lieu de transfert de la

FTBO ci-contre :

tim@Gh)

TeH
L. ha)_0+ -
v o=t Jo=0" 5
. - Re(GH
Point .-~ (GH)
critique

On remarque que le lieu de Nyquist de GH(p) entoure le point critique (-1,0) deux fois dans le
sens contraire des aiguilles d’une montre (sens trigonométrique) => N=-2 alors Z=P+N=0, le
systeme est donc stable en boucle fermée (car la FTBO n’a aucun pole a PRP).

Le systame est-il stable en boucle fermee ?
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V.5.1.d. Choix du contour d’'exclusion de Nyquist

Le contour d'exclusion de Nyquist appel€aussi contour de Bromwith est un contour
fermédu plan complexe des p qui enferme compléement le demi plan droit du plan des p. On
prend un demi-cercle de rayon infini. Pour &viter les pdes éentuels de GH(p) situés sur I'axe
imaginaire, on fait passer le contour adroite de ces pdes par des petits cercles.

A I'm Im

(M) —» +oo (1) —> +oo

+ b X v

v
]

w— 0 fze

a — 0~

7 )>

@ —> —oo1

(a) (b)

Figure 5.8 Contour d’exclusion de Nyquist

)y —» —o0

Le diagramme de Nyquist est I’image par GH(p) du contour fermé appelé contour
d’exclusion de Nyquist. Ce contour entoure tous les poles et zéros de GH(p) a partie réelle

strictement positive. Si GH(p) a des pdes nuls ou imaginaires purs, le contour d’exclusion les
&ite par des demi-cercles de rayon €->0.

Le lieu de Nyquist (figure 5.4 (b)) est constituécomme suit :

1) de jO~ ? jO" le long d’un demi-cercle de rayon p—0
(p=pe’ et -%399%)

2) de jO" ? +jw, le long de I’axe imaginaire.

3) de +ja, ? +w, le long d’un demi-cercle de rayon p—0
(avec p=pe’+jw, et -%g o< +%)

4) de +jay, ? +joo le long de I’axe imaginaire.

5) de +joo ? -joo le long d’un demi-cercle de rayon R — oo
(p=Reavec @ varie de +% ? -%)

6) de —joo ? -jay, le long de I’axe imaginaire.

Note importante : La méthode de Nyquist consiste donc a trouver I’image (I'nH) du chemin
ou lieu fermé (I'p) par I’intermédiaire de la fonction GH(p).
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Exemple :

Soit I’asservissement aretour unitaire de fonction de transfert en boucle ouverte :

GH(p)= _k avec 7>0et k>0
p(1+zP)

Etudier la stabilitédu systéme asservi selon le critére de Nyquist.

Réponse :

1. La fonction de transfert en boucle ouverte comprend une intération et le contour de

Nyquist correspondant est donc donné par :

Irm(p) \/ﬁ

IR CH(p) A

"~ Im(GH)

GH-=a

(a) Contour d’exclusion de Nyquist
2. Letracédu lieu de Nyquist complet implique les calculs suivants.

v’ Image de segment ab : On a p=jo avec  varie de 0" ? +oo

lim GH(ja)):+: . _%
w—0"

Alors on obtient; jo( kaT)
Ilm GH i - = O_
W—>+%0 (JC()) Ja)(1+J COT) T

v' Image de demi-cercle bcd : ona p=Re! 0? @ varie de +% ?-% et

R—w

k

o varie de +oo ? -0 Alors GH(Re )=lim =lim

r>- Rel’ (1+7Rel’) R+ 7 R?

Re(GH)

(b) Diagramme de Nyquist complet

e = 0-20

arg(GH) varie donc de —z &+, alors I’image de bcd est le point d’origine.

v' Image de segment de : On a p=jo avec @ varie de -0 ? 0

C’est la symétrie par rapport a I’axe des réels du segment de droite ab

v Image de efa :Ona p=pe 0? @ varie de-% ?+% et wvariede0 ? 0"

P

k k

Alors GH(pe'” )= lim — =lim—e = oo|-0, |-Ovariede +% a

pe pe¥ (L+gpel’) Foegp

On a alors N=0 (car le lieu de Nyquist obtenu n’entoure pas le point critique (-1,0)) et

comme P=0 alors Z=0, on conclure donc que le systéme est stable en boucle fermée.
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V.5.2. Critére du Revers (critére graphique)

Le critée du Revers est une simplification du critée de Nyquist, il est valable
uniqguement dans le cas de systémes stables en boucle ouverte (P*=0) adéphasage minimal
(i.e. la FTBO n'a pas de pdes ni de z&os apartie reelle positive).

V.5.2.a. Critére du Revers dans le plan de Bode

Un syst@me asservi est stable, si ala pulsation de coupure wco pour laquelle
le gain GH4e=0dB, le déphasage de la réonse en fr&juences est sup&ieur &-180<

GH & L

(dﬂm 0de
g dB

\mﬂ” 0 dE

'\\ ™ @ | Casl: Le systéme en boucle fermé (BF) est stable.

Aarg(GH) Cas 2 : Le systa@me en BF est marginalement stable.

Cas 3 : Le systéme en BF est instable.
_\ * ﬁ]jag-

Cas?\
-180°

CES2 ™
Cas3

Figure 5.9 Illustration du critére du Revers dans le plan de Bode

V.5.2.b. Critée du Revers dans le plan de Nyquist

Un systéme aphase minimal est stable en boucle fermé si et seulement si le tracéde
Nyquist de sa FTBO (GH (jw)) laisse le point critique (-1,0) asa gauche lorsqu’on le parcoure
dans le sens des pulsations croissantes (o varie de : 0 a +o0). Dans le cas contraire le systéme
est instable. Si le lieu passe par le point critique, le systéme est juste oscillant (voir fig.5.10).

I ! Im

m &

, & e LN
o o o

a) Stable b) Juste oscillant C) instable

Figure 5.10 llustration du critée du Revers dans le plan de Nyquist

-
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Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

V.5.2.c. Crité&e du Revers dans le plan de Black ou Nichols

Dans le plan de Black le point critique (-1,0) est le point de coordonnés
(-180<0dB). Par analogie au plan de Bode, la double condition :

Doit &@re veifies pour que le systame soit stable.

Enoncédu critére : Un syst@me asservi est stable si en parcourant la courbe GH (jw) dans
le sens des w croissants, le point (-180<0dB) est laisséasa droite. Dans le cas contraire le
systéme est instable. Si le lieu passe par le point critique, le systéme est juste oscillant

(voir fig.5.11).

AGH 4 4 CH 4g \ GHgp
w=0 ®=0 =0
Weo arg(GH) (e | ara(GH)
i -1
; Cl)ﬂf w = +oo w =+
a) Stable b) Juste oscillant c) instable

Figure 5.11 lllustration du critée du Revers dans le plan de Black

V.5.3. Marge de stabilité(stabilitérelative)

La notion de marges de stabilité est introduit pour s’assurer qu’un systéme est loin du
point critique ; en d’autres termes, elles permettent de quantifier la distance séparant le lieu
de la FTBO du point critique (synonyme de degré de stabilitd. On mesure le degré de
stabilitépar les marges de gain et phase.

V.5.3.a. Marge de gain (MG)

Ddfinition : Gain supplémentaire, exprimée en deeibels, nésessaire pour rendre le systéne
marginalement stable (juste oscillant).

MG =-20log|GH (jw,)| (5.1)

Oulw, estla valeur de ® pour laquelle la phase ¢( jw)=arg(GH (jw)=-x (soit -180?

V.5.3.b. Marge de phase (M¢)

Ddinition : Gain supplénentaire, exprimee en degré (ou en radians), nésessaire pour rendre
le syst@me marginalement stable (juste oscillant).

Mg =7 +d(w,) (5.2)
Ouw,, est la valeur de ® pour laquelle le gain |GH (ja))|dB =0dB

Note : Selon des expé&iences, une ré&onse satisfaisante est
une marge de gain MG del0-+15dB et une marge de phase M¢ de 45+60<

&aluée par:
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AGHyp
4 GH 4g

m=0 0 dB

arg(GH)

4 arg(GH)

-180° |

() Plan de Black (b) Plan de Bode

Figure 5.12 Marges de gain et de phase pour un systéme stable
dans les plans de Black et de Bode.

AIm(GH)
Circle de rayon unité
—2

— l -I 'l|,‘|I|':-|-l:I:|
| -
i- | \Meh Re(GH)
B I
|- I
| - | |
|
| i
| weo'\
I :
|
|
Marge de Gain |Marge de phase |

MG=20log(1/a) w=0 Mph=180+arg(GH(weo)

Figure 5.13 Illustration des Marges de gain et de phase pour un systéme stable
dans le plan de Nyquist.
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V.6. Preision des systa@mes asservis

Nous avons vu dans ce qui préeéde que le role d’un systéme asservi est de faire suivre

ala sortie s(t) une loi déerminée par ’entrée e(t). Un systéme peut &re jugépar sa stabilité

et aussi bien par la précision avec laquelle il suit la loi d’entrée. Les sources d’erreur sont
a la fois les variations de 1’entrée mais aussi les effets des perturbations.

L’¢tude de la précision d’un systéme a retour unitaire revient a étudier la valeur
de la difféence: e(t) —s(t) noté (t) . En effet, au ré&ime transitoire cette diffé&ence s’appelle

erreur dynamique alors qu’en régime permanent s’appelle erreur statique.

Par conséquent, on distingue deux types de précisons :

@ Pré&ision statique : Elle est caractérisée par ’erreur au régime permanant lorsqu’on

soumet le systéme &des entreées canoniques:

4 FEchelon, on parle alors d’erreur indicielle ou erreur de position;
+ Rampe, on parle d’erreur de tramage ou erreur de poursuite ou de vitesse;

+ Parabole, on parle d’erreur en acc@éation.

@ Pré&ision dynamique (rapidité : Elle est caracté&isé par 1’écart instantané entre la
sortie et I’entrée lors de la phase transitoire suivant 1’application de I’entrée ou apres

une perturbation (hors du programme).

V.6.1. Pre&ision statique

En géné&al, le r@e des systames asservis est de faire suivre ala sortie y(t) une loi fixee par
une consigne X(t), avec pour cas idéal &(t) = X(t) - y(t) = 0, Vt. En pratique on a :

e L’entrée varie : Le systame fonctionne en suiveur et r&lise la fonction asservissement;

e L’entrée constante : mais un signal de perturbation peut venir se superposer au signal

utile en un point quelconque de la chaine.

Ona: &(p)=X(p)-R(p) ’(0)

X(p) + S(p) Gl(p) ++

Ga(p)

Y(p)

R(p)

H(p)

Figure 5.14 Systéme asservi (cas généal)

Ou:R(p)=£(p)-G,(p)-G,(p)-H(p)+P(p)-G,(p)-H(p)

et R(p)=G,(p)-G,(p)-H(p)=T(p)=FT.BO

Donc : &(p) = X(p) ~[£(P)G.(p) -G, (p)-H(p) + P(p)-G,(p)-H(p)]
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

:>8(p): 1 X(p)_Gz(p)H(p)

7o) 11 T(p) P(p) =¢.(p)+&,.(P)

L’erreur g(p) achaque instant est la somme de deux erreurs :

> Erreur due aux variations de I’entrée : &,(p)= X(p)
1+T(p)
> Erreur due ala perturbation : ¢ er(p):w. P(p)
i 1+T(p)

En vertu du théoréme de superposition ona : e(t)=¢,(t) + &, (t) .

En généal, on distingue :
Preision statique(ou erreur en r&gime &abli) : () = !Lrpo e(t)
Pre&ision dynamique (erreur en ré&gime transitoire) : (t)=y, (t) — y(t)

Nous nous inté&essons dans ce qui suit a I’erreur permanente appel€é aussi erreur statique.
En appliquant le théréme de la valeur finale on aura : g (c0) =limeg(t) =lim pe(p)
t—oo p—0

Exemple :

X, () = Kx(t)

A A yd (t)
[ y(t) [ y(t)
KA vés KA Y, =0

Figure 5.15 Erreur finie (g,(0) =cst)  Figure 5.16 Erreur nulle (&,(0) =0)
() = Yy —Y(®
ou vy, : Valeurd&ire ;
y(t) : Valeur ré&lle.
V.6.1.a. Systéne sans perturbation et avec une entree variable
On a: P(p)=0 si on pose H(p)=1 (retour unitaire) etG,(p)-G,(p)=G(p) , il
vient: &,(p) = X(p)-Y(p) = X(p)-G(p)-&.(p)

X(p) __ X(p) __ X(p)
1+G(p) 1+FT.BO 1+T(p)

Donc I’erreur ¢,(p) est liée dune part a la forme du signal d’entrée X (p) et d’autre part a la
forme de la fonction du transfert en boucle ouverte (F.T.B.O).

d’ou: g,(p)= 0? T(p)=G(p)
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

a) Influence de I’entrée

e SiI’entrée est un échelon, I’erreur est appelée erreur de position et est notée ¢, .
o Sil’entrée est une rampe, I’erreur est appelée erreur de vitesse ou de trainage, notée ¢, .

e Sil’entrée est une parabole, I’erreur est appelée erreur en acc@éation et est notee ¢, .

b) Influence de la F.T.B.O

Pour calculer I’erreur ¢, il est judicieux de mettre la F.T.B.O sous la forme suivante :

K H(p z,) K 1_I(l—ﬂ)
FTBO=GH(p)=G(p)= -t -2 & B

[e-p) P na-2 P b(p

]

< avecH(p)=1.

ou: N(0)=D(0) =1

_I(=z)
H(_ p i )
a est appelé type du systéme (ou nombre d’intégrations)

: Gain statistique du systéme (B.O)

@  Systéme de type 0 (pas d’intégration) = a =0
Onadonc: FT.BO=K N(p)

D(p)
i __ XM __ X __ Dm
ot P = T B0 T KN(® D(p)+KN(p) ")
D(p)

a) Entré& en &helon

Un &helon d’amplitude A= X(p) = A
P

A 1 A
= &,(0) =lim pe(p) =lim p-— D (1+Kr;§p;) 1+K,

ou K,=limK-
p—0

N(p)
(

A
=K doncg (o0) =—— =cste
() 1+K

K, est appel€constante de position.
b) Entré& en rampe

X({t)=A-t= X(p) =Azo? A=cste
p

. . A 1 A
= ¢, () =limpe(p) =limp-— —————— >0 =¢,(0)=— >
p—0 p—0 N(p) K
1+K—) v
D(p)
Oou K, =IlimK-p- N(p) =0.
p-0 D(p)

K, est appelée constante de vitesse.
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

c) Entré& en rampe

X =2 AL = X(P) =2 = &, @)=limp-e)= lIMpa L g () o0
2 p P0 P20 P 14K N(p)
D(p)
etK, =lim Kp?- (p) =0, ¢, = A ou K, : est appelée constante d’accélération.
0 " D(p) K

a

Conclusion 1
Un systéme de type 0 ne suit ni une entreée en vitesse ni une entré en accéé&ation.

@ Systéme de type 1 (un intérateur) a =1

La F.T.B.O s’écrit maintenant sous la forme :

N(p) __ X(p) X(p)
F.T.B.O=K——— etdonc = =
0-D(p) ‘P> FT B0 L, KN
p D(p)
a) Entré& &helon :
A 1 K N(p) _
g ()= lim = =0=¢,(0) =0 avec K = lim—
()= Jmp- L K N(® p (%) = 0 p D(p)
p D(p)
b) Entré en rampe :
. A 1 A A N(p) _
=limp-— ———————~=— =— avec K, = Ilm—
S RN kTR P D)
P D(p)
c) Entré& en parabole :
A 1 N(p)
g ()= lim w0 =g, (0) > avec K, = |Im— 2.
() p—>0p p? 1+K N(p) () p>0 p D(p)
p D(p)
Conclusion 2
Un intégrateur annule I’erreur de position et rend fini I’erreur de trainage.

@ Systéme de type 2 (deux intéyrateur) o =2

K N(p) __ X)) X(p)
FTBO= b = ‘P LFTBO . K N(p)
p*> D(p)
a) Entré& &helon :
A 1 —im KX NG
£,(0)= IpmpElJrK—N() 0=¢,(0)=0¢et K = Ilmpz D(p)
p*> D(p)
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

a) Entré& en rampe :

A 1 K (p)
&, ()= I|mp s = 0= &,(0) = OetK—Ilm p-
p* 1, K N(p) D(p)
p* D(p)
a) Entrée en parabole :
. A 1 A A K N(p)
£,(0)= limp-—- == e () = et K= lim— p—=
po” p? (1+£2 w) K K -0 p? D(p)
p* D(p)

Conclusion 3: Dans un systame de type 2, les erreurs de position et de trainage sont nulles et
I’erreur en accélération devient finie.

On peut constater que si a>2= K,= lim— K - p*- N(p)—>oo d’ou  &,(0)=0

>0 p” " D(p)

On peut reéeapituler ce qui preeéde dans le tableau ci-dessous :

Tableau 5.1 L’erreur statique en fonction du type d’entrée et la classe du systame

Pr&ision Systéme de type 0 | Systéme de type 1 | Systéme de type 2 | Systéme de type 3
. a=0 a=1 a=2 a=3
statique
Erreur de
osition
- A 0 0 0
(£,) 1+K,
Erreur de
trainage
g +oo A 0 0
(¢.) K,
Erreur
d’accélération
+ o0 + 00 A 0
(¢.) K,

Remarque importante : Il ne faut pas déduire rapidement du tableau qu’il suffit de rajouter
une intégration pour que le systé@me soit pre&eis, en effet chaque inté&pration ajoute aussi un
déphasage de -90°, le systéme risque de devenir instable, d’ou dilemme preision-stabilité
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires
a=0 a=1 a=2
£=10 2
1 ISP ] /\L P
1.5 /\ gp— 0
0.5 05 1 \/ﬁ
0.5
8] 0 0
0 2 4 0 5 10 15 g 50 20

Figure 5.17 Illustration de I’erreur statique en fonction de I’entrée et du type du systame.

Exemple de calcul d’erreurs

Considéons le systéne de la figure 5.1 soumis dans un premier temps aune entré& en €helon

unité puis aune entré en rampe unité& Dé&erminer ensuite les erreurs en réime permanent.

Solutio

a)

n:

Entrés en &helon unité:

Ona X(p):l et FTBO vaut kG(p):% Donc, la transformée de Laplace
p p +5p°+2p+l
X(p) = p’+5p*+2p+1

de I’erreur est : g(p) =

¢(p) =

X(p)

p’+5p* +2p+1

1+kG(p) p(p®+5p?+2p+1+Kk)

1+kG(p) - p(p® +5p° +2p+1+Kk)

. 1
Ore, ZL'LT(‘) pg(p):m

si k =0.5,0n peut constater que 8(00):§ soit 66%

b) Entré en &helon unité:

1 k
On a X(p)=— et FTBO vaut kG(p)=
(P)== (p) o052 2p 1)
3 2
£(p) = —P) P50 *2P4L o, = lim pe(p) =
p—>

1+ kG(p) B p*(p® +5p° +2p+1+Kk)
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

V.6.1.b. Systa@me avec perturbations seules

On travaille &entrée constante donc en réulateur. On s’intéresse aux variations, dues
aune perturbation p(t) , de la grandeur de sortie.

X(p)=0
X(t)=0=>1{ et Y(P)__ Gy(p) —Y(p)= G,(p)P(p)
H(p) =1 P(p) 1+G,(p)G,(p) 1+G,(p)G,(p)

Onadonc: ¢ =V, (t)—y(t
per yd( ) y( ) P (p) + Sper(p) G ng)
En absence de x(t) : entré principale ——()—— G >

Y, (t) Doit &@re nulle = ¢, (t) =-y(t)

-6,(p) 6,(p) ol
Dot gper(p):1+Gl(p)Gz(p)'P(p):m'P(p)
avec H(p)=1
@ Systéme de type 0
: N, (p) N, (p)
Posant : G,(p) = K, P2 t G, (p)=K,—2P
R O R0
Avec N,(0)=N,(0)=D,(0)=D,(0)=1 Il vient donc:
K, N,(p)
Y (p)= P(p)- D,(p) P(p) K,N,(p)D.(p)

Lok M) N () D(p)D,(p) + KK, N, (PN, ()

" D(p) °D,(p)

e Perturbation permanente :

Le cas le plus courant de perturbation permanente est la perturbation en éhelon (couple

résistant sur un arbre moteur par exemple). On a donc : P(p) _A alors la variation sur la
P

L= limp- 2o Ko AR
P -0 p 1+KK, 1+KK,

sortie peut s’écrire : ¢

Remargue :

On constate que l’erreur due a une perturbation constante est proportionnelle
a ’amplitude Ao et inversement proportionnelle au gain de la chaine directe KiKz, et
comme Kz est au numé&ateur, on a int&é& aprendre Ki le plus grand possible au risque
de destabiliser le systame.
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

@ Systéme de type 1
a) Int&rateur en aval de la perturbation

Kz N,(p)
Onadonc: G,(p)=—%2—*%—+
’ p D,(p)

K, N,(p)

P D,(p) _
14K, - Na(P) Ky N, (p)

D,(p) p D,(p)

K,N,(p)D,(p)

&per (P) =Y (P)= P(p)- " pD,(p)D,(p) + K,K,N, ()N, (p)

P(p)

Ao Ko Ay

e  Pour une perturbation en &helon : ¢, () = lim pY (p)= limP.
x—0 x—0 p Kle p

Conclusion 1:

L’écart statique & (c0) déend de Ao et Ki, mais ne I’est plus de Ko. On a int&& donc

per
aprendre Ky le plus grand possible et le placer en amont de la perturbation, mais cela se fera
au dériment de la stabilitédu systéme.

b) Int&rateur en amont de la perturbation

K, Ni(p)
Onauradonc: G,(p)=—t-—+—=
1 D,(p)
N, (p)
* D, (p) PK,N, (p)D;(p)
=>¢ =Y (p)=P(p)- 2 =P(p)- 2 %2 1
p Di(p) D,(p)
i - . . A, pK,
e Pour une perturbation en €helon : ¢, () =lim pY(p)= limP.—.—= =
p—0 p—0 p KlK2

Conclusion 2:

On constate qu’un inté&rateur placéen amont d’une perturbation annule ses effets.

Exemple : Perturbation en &helon

peit

1
1 100 D osf
—_ B v
pel [P+ A0 )

comEigne 3] 0 sortie

Figure 5.18 Gi(p) de classe 0 et G2(p) de classe 1 avec perturbation de classe 1(€helon)
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Chapitre V Stabilitéet pr&ision des syst@nes asservis lin&ires

peturbation

-

L ¥ % 100 b ¥ "
PEap N pE410p4+ 100 ' I : |

consigne Gl Gl sortie

Figure 5.19 Gi(p) de classe 1 et G2(p) de classe 0 avec perturbation de classe 1(€helon)

V.6.1.c. Cas d’un systéeme quelconque

Le systéme est cette fois solliciter par des variations d’entrées et des perturbations. Le
théoréme de superposition s’applique et on constate que, pour obtenir une meilleure précision, il
est impératif d’augmenter le gain. Comme il n’est pas possible de trop augmenter cette grandeur
(i.e. gain) acause de la stabilit& une solution consiste aplacer un intégrateur en amont de la de la
perturbation, donc juste derriée le comparateur : c’est la place de correcteur (ou régulateur).
Ce dernier fera I'objet d’un prochain support de cours.

On peut conclure qu’un correcteur intérateur permet :
@ d’annuler ’effet des perturbations ;

@ de rendre ’erreur de position nulle et I’erreur de trainage finie. C’est ’outil de la précision

statique.

V.6.2. Pre&ision dynamique

Une bonne pré&ision dynamique donne un amortissement moyen pour un temps de
réponse faible. Un amortissement moyen correspond & une réponse transitoire & faible
dépassement. La preeision dynamique est appelée aussi qualitédu systéme asservi. Elle chiffre
’erreur transitoire apparaissant dans la réponse a un échelon. Si on veut un amortissement éevé
pour un temps de réponse faible, on a intérét a minimiser I’erreur dynamique, c'est-&dire
minimiser 1’aire hachurée sur la figure (5.20) ci-dessous.

Step Response

o

e 7 20

//4 ________________ » ™

S,

Amplitude

w b
[=;

1 2 3 4
Time (seconds)

Figure 5.20 Mise en évidence de I’erreur dynamique.
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Annexe A

QUELQUES TRANSFORMEES DE LAPLACE UTILES A L'ANALYSE DES SYSTEMES DE COMMANDE

F(P) f(t) dé&inie pour t>0
1 d(t) impulsion unité
e d(t-t) impulsion retardé
1
B u(t) or 1 &helon unité
1 & . .
Ee u(t-t) &helon retardé
1 .
5(1— e™) u(t)-u(t-r)
1
p_z t  (rampe unité
1 tn—l
o (n=1,2,3,..))
p (n-1)!
; 1 (e—at _ e—bt)
(p+a)(p+b) (b—a)
p 1 (be—bt _ ae—at )
(p+a)(p+b) (b—a)
Q)
p? + o sin ot
P
P’ + cosmt
()
(p+2)° + o’ e sin ot
p+a
(p+a)* +o’ e ™ cosot
psin ¢ +®cos¢
p? + 0’ sin( ot + ¢)
()
p? -2 shwt
P
p? — 2 chot
e
(p+a)’ -’ e *shot
p+a
2 2 —at
(p+a)’ - e “chot
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Annexe B

[dB]
575

55—
52.5
50—
475
45
425 -
40
375 -
35
325
30
275 -
25
225
20
175
15
125
10
7.5
5
25
0-
25

0.1° .
] -0.5°

- -1°

I J -3dB_,
I/ [/ 4B/
'-5dB ./

-1dB

-0.1°

-0.5°

<12

-2dB
_-3dB |
_-4dB
_-5dB’

‘ ‘* ] -6dB

- _gam!

Hf -12dB
|
|

[ )

+-18dB :‘ : }

1 e L

| J |
| | |

| |
-24dB | |

I

-340°-3207) -300°| 2807 260

|

‘ -18dB
| | [ ! =
-230°| -200°| -170° |-140° '-110° -90
| | |

-24dB

-30dB

\ -70°

——.6dB

-9dB T

-12dB ||

-18dB
-50° | | -30°

-24dB

1. - -30dB

| | | | | | |
-360 -340 -320 -300 -280 -260 -240 -220 -200 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20

Abaqgue de Black-Nichols

1. L’abaque de Black—Nichols permet &partir de la connaissance du lieu de transfert dans
le plan de Black de la Fonction de Transfert en Boucle ouverte (FTBO) d’un systéme a retour
unitaire d’obtenir le lieu de transfert dans le plan de Black de la Fonction de transfert en
Boucle fermé (FTBF).

010 ]
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2. Evolution des dépassements en fonction de I'amortissement

Valeur du dépassement transitoire mﬁ-g N I ) 5 I
=

E;g- :: =9 m = numéro du dépassemenl |
SR Il
0.5 \'\. ‘:_\Q\‘\ .\"\?\ s =
W - ~
04 . LA U A N >
. NAVA N NA WA - N AN\
03 ' ANA YR S NAVANEANS N
NANASNAN RAEEA
e \ AV Y .\ 3 L
5 02 NN 3 Y
5 H A AR AAEN
0.05=— —D=5% 5 N AL
100 : L N \ \
£ o AN
2 LAY L W
i \ v
a \ “; A \ \
\ AAAN \
Pour z=0,7 on ne remarque @ R WMYAYR AN
\ ) - i o e Y ¥
quun seul dépassement 0,04 ' \ \ I\
.. . | \
visible qui vaut 5%. ool VIV L \ {
s s o
Pour z>0,82 il existe des o0zl ]?" g Dy \ AR . \
dépassements mais qui ne B : \ \ \ \ \ \ :
sont pas visibles a 'eeil (ils 0, : premier el plus grand |
sont inférieurs a 1%). 0,01 dépassement Iransiloire ||
0.0) 002 0,03 0,04005 0, 02 03 0405 1.0
Facteur d"amortissement £

3.  Temps de réponse d'un systame de second ordre

Il n'existe pas de formule simple pour calculer le temps de réponse &a5% car il
dépend de la valeur du coefficient d'amortissement & et de la pulsation propre non
amortie mn du systéme. On utilise alors un abaque donnant la valeur du temps de réonse
reluit trsy.mn en fonction du coefficient d’amortissement &.

1000 . e i =1
Temps de répense réduit
500 tron en fonctionde ,/
300 l'amort issement &
/
N /’
100 N IJ/
y.a
N
S0 /‘
<
g w0 ‘N\L
- /
+ _Ll /’
2
10 d
N rd
|1 F
5 L L L1
3
1
0.01 0.03 .05 01 0.3 05 1 3 ] 10 i S0 10

Abaque du temps de réponse ré&luit pour un systame du second ordre
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Travaux dirigé&s

Travaux Dirigés

Série d'exercices N°1
(Transformation de Laplace)

Exercice 1
Déerminer la transformé de Laplace pour chacune des fonctions causales suivantes:

(Utiliser les propriéés adeéguates)

a) f1 (t)=a (a=c®) signal &helon b) f» (t)=a.t (rampe)
¢) f3 (H)=a.t? (a=c®) d) f4 (t)=5(t) (impulsion de Dirac)
e) fs(t)=a.t" (a=c'®) f) fo(t)=3et+e™
g) f7 (t)=sinot+coswmt h) fo(t)=e?.sinot (Sinus amorti)
i) fuo(t)=t2e™ j) fro(t)=e- 3t sin(5t+m/3)

Exercice 2

Déerminer les transformeées de Laplace des fonctions représentés par les graphes
suivants :
a) g1 ()=fi(t-1) (&helon d&alé b) ga(t) est un signal rectangulaire
C) gs (t) est une onde rectangulaire d) ga(t) est un signal p&iodique

d) gs(t)= i&(t —nr) (train d'impulsions unitaires)
n=0

gu(t) 492(t) ()

i

v

v
v

T 2t

T
X g4(t) gs(t)

e

v

0 T 2t Bt |4r : t
""" 0 t 2t 3t 41 t
Exercice 3
Déerminer les fonctions originales des transformées de Laplace suivantes:
1 p+2 p+1
F(p)=———~< ; F =——>—— ,; F =
e - PP ey PP T aps
p+2 _ 4p° + p*-22p+16
F.(p) = . F(p)=
ST op(p+n(pi+9) T p(p+2)(p-2)°
Exercice 4

En utilisant la transformeée de Laplace trouver la solution des &juations difféentielles
ci-dessous pour les conditions initiales suivantes:

1) X(t) +3x(t) +2x(t) =0 avec X (0)=0 et x(0)=2
2) X(t)—X(t)=0 avec X (0)=2, x(0) =0et X(0)=1
3) X(t) +3x(t) +2x(t) =1 avec x(0)=-1 et x(0)=2
4) X(t) —3%(t) + 2x(t) = e avec x(0)=1 et x(0)=2
5) X(t)+x(t) =1 avec X (0)=x(0) =x(0)=0
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Travaux dirigé&s

Série d'exercices N°2
(Mod¢élisation des Systémes linéaires continus)

Exercice 1
On considére un systéme régi par 1’équation différentielle suivante :
d’s(t) , ,d’s(0)  ds() ()= 2960 de(t) ()

dt® dt? dt
O? e(t) et s(t) sont respectivement,le 5|gnal dentrZ{ et le signal de sortie.
a) Donner la fonction de transfert de ce systéme.
b) Déerminer ses pdes et ses z&os.

Exercice 2
Trouver les fonctions de transfert des circuits éectriques suivants:
(Indication : Utiliser la notion d'impé&lances complexes).

» i
Ve(t) i

_-— — C1 Vs(1)
Ve(t)T C

Is(t)

Exercice 3

Soit le systéme ci-dessous repréentépar un moteur &courant continu &excitation séparée a

flux constant entramant une charge d’un moment d’inertie J.

la)

& LY ' ©
I AL
V
e(t) \ ,_l
[ A
Ou  Em: Force contre @ectromotrice Em(t)=Kvo(t).
o : Vitesse angulaire [rad/s] ; T : Couple moteur T=Kiia..
J :Moment d'inertie ; ia : Courant induit.

A : représente le coefficient des frottements
1- Ecrire le systé@ne d'éuations diff&entielles @ectroméaniques du systéme.
2- Bablir le schéna fonctionnel du systéme.
3- Déerminer la fonction de transfert reliant la vitesse angulaire Q et la tension d'induit Ve
4- En déluire la fonction de transfert reliant la position angulaire ® et la tension d'induit Ve

Exercice 4
Ré&luire le schéna fonctionnel puis déerminer la fonction de transfert globale Y (p)/X(p).
| H4 | H3
[‘ Y (p)
X (p)+ e L% + e G3 R
H2 |
H1
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Travaux dirigé&

Exercice 5
Soit le schéna fonctionnel suivant :

R(p) l y W
N +Y Y
M@-» Gl 4% G2 —+>®—> G3 > G4 ®
a) Déerminer la fonction de transfert entre X(p) et Y(p)

b) Déerminer la fonction de transfert entre R(p) et Y(p)
c) Exprimer Y(p) en fonction X(p) et de Y(p).

Exercice 6
Soit les deux graphes de fluence des signaux suivants :

Yis)

-Hj
En utilisant la formule de Mason, dé&erminer pour chaque graphe la fonction de transfert
correspondante Y (p)/R(p).
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Série d'exercices N°3
(Réponses temporelles des S.A.L.C)

Exercice 1
Considéons le syst@ne meéanique repré&entépar la Figure (1a) ci-dessous. Quand une force

X(t)=2Newton est appliqués au systeme, la masse (m) oscille comme le montre la Figure (1b).
Sachant que le déassement D1=0.095m (soit 9.5%).
On donne: Le temps de pic : tp=m/wg [Sec] ol wa est la pulsation d'oscillations en [rad/sec].

1) Déerminer la fonction de transfert Y (p)/X(p) puis la mettre sous sa forme standard.

2) Donner en fonction de 4, m et f les expressions :
a) du coefficient d’amortissement (§) ;
b) du gain statique du systeme (K) ;
c) de la pulsation propre non amortie (on) ;
3) En dédluire les valeurs des paramétres du systame: m, f et A.

ou m: masse en [kg],
f: coefficient de frottements visqueux [N/m/s]
A /Iyaideur du ressort [N/m].
4y () [m]
‘ x(t): force 0.095m

L | =

lY(t)I Déplacement  +

1 92 3 ' Temps (Eec)

Fig.la: Systéme mé&anique Fig.1b: R&onse indicielle du systéme
Exercice 2

Soit un processus repréentépar un schéma bloc ci-dessous et dont la fonction de transfert :

1 R(p) + + C(p)
G(p) = »(X)—> ki —» G(P >
p(p+1) 2 %—

pk2

1) Quelles sont les valeurs de k1 et k2 qui permettent de mod@&iser le systéne en boucle
fermeé par une transmittance du second ordre avec un coefficient d'amortissement
de 0.6 et une pulsation propre non amortie de 10 rad/s.

2) Quel est le pourcentage du dépassement dans la réponse indicielle du systame.

3) Calculer I'erreur permanente du systeme pour une entrés en &helon.
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Série d'exercices N°4
(Réponses fréquentielles des S.A.L.C)

Exercice 1

Pour chacun des circuits éectriques ci-dessous:
1< Donner la fonction de transfert isochrone G(jo)
2< Tracer le diagramme de Bode.
32 Déluire la nature de chaque circuit.

Exercice 2

Le circuit ci-contre est constituéde deux cellules C1R; et R2C2 montées en cascade.
Avec R1=1KQ, R2=20KQ, C1=1uF et C>=0.5nF.

. : ) I
1< Déerminer la fonction de transfert G(jw)=Vs/Ve : | e
2< Tracer le diagramme de Bode. Ve(t)
[

. Vs(t
32 Quelle est la nature de ce circuit? —'|’ (0
L L

Exercice3

Soit le systéme repré&entépar les fonctions de transfert suivantes (FTBO):
100 100 5
a) G = b)G =—— c) G =
) G =105, )C2(P) = 01p)? ) G (P) = 02p) a1 03p)
Tracer la réonse fr&uentielle de chaque systame, et ce dans:
1- Le plan de Nyquist.

2- Le plan de Black.

Exercice 4.
—-joL

Soit le systéme asservi dont la F.T.B.O est donnée par: G(jw) =

ouL=05etT =1.
-

1- Tracer le diagramme de Nyquist des deux termes suivants:
a) e Jot b) (1+joT)*
2- En de&luire le diagramme de Nyquist de la fonction G(jw).
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Série d'exercices N°5
(Stabilité et précision des S.A.L.C)

Exercice 1

On considere un systa@me asservi aretour unitaire de fonction de transfert en boucle ouverte
G (p) définie par :

G(p)=—K Aveck >0

(p+1)(p+8)°
1. Déterminer a I’aide de critére de Routh les valeurs de k pour lesquelles le systéne est
stable en boucle fermes.
2. Pour annuler I’erreur statique, on introduit un inté&rateur dans la chame directe.
Déerminer les nouvelles conditions de stabilité&;
Que peut-on conclure ?

Exercice 2.
On considée un systéme de fonction de transfert en boucle ouverte G(p) définie par :

G(p)

1. Déerminer a I’aide de critere de Routh les conditions de stabilitéde ce systame en
boucle fermée lorsqu’il est placé dans une boucle de régulation a retour unitaire.
2. Calculer la valeur de k qui assure au systéme une marge de phase &jale &45<

avec k>0

“(p+1)°

Exercice 3

Soit un systéme asservi dont la fonction de transfert en boucle ouverte est donnée par :

GH(p) = K Avec k>0

p(l+0.1p)(1+0.2p)

Tracer le lieu de transfert complet de Nyquist du systéme.
Pour quelle valeur de la pulsation (o) le lieu de Nyquist coupe I’axe des réels ;
A cette pulsation (®) quelle est la valeur du module de GH (p).
En appliquant le Critée de Nyquist déerminer les valeurs de k pour lesquelles le
systame est stable en boucle fermée.

5. Véifier le r&ultat de la question (4) en utilisant le critére de Routh.
Exercice 4

i

Pour le systéme suivant:

R+ P+2 4 C
& P+4 P(P+1)

v

1) Trouver les constantes d'erreur de position de vitesse et d'accéé&ation
2) En dé&luire les erreurs en ré&ime permanent pour les entrés canoniques
(eshelon, rampe et parabole).
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