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Chapitre 4 : Ecoulement isentropique avec frottement dans une conduite 

(écoulement de Fanno) 

 

VI.1 Introduction: 

Le chapitre II a fait l’objet de l’étude de l’écoulement isentropique unidirectionnel d’un 

gaz parfait à travers un tuyère en négligeant le transfert de chaleur et (le frottement) la 

friction. Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude d’un écoulement isentropique d’un gaz 

parfait à travers une section constante avec friction (frottement)et sans transfert de chaleur ce 

qu’on nom l’écoulement de Fanno. 

 

Considérons le cas de l’écoulement compressible d’un gaz parfait entre deux sections 

d’une tuyère comme illustré sur la figure IV.1. 

 

 
 

Figure IV.1 : Ecoulement compressible de fluide à travers une section constante. 

 

Dans ce cas la variation de section est égale à zéro. Nous avons l’équation suivante : 

M²)-(1
v

S

dv

dS
−=                                          (IV.1) 

Cette équation nous a conduit à la variation de vitesse est égale à zéro, d’où : 

cstvdv == 0                                          (IV.2) 

Donc l’écoulement s’effectue à une vitesse constante. De même, à partir de l’équation 

d’énergie, nous avons ; 
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h +=+                                         (IV.3) 

Puisque la vitesse est constante est constante donc l’enthalpie est aussi une constante d’où la 

température est aussi une constante. 

D’autre part, nous avons : 

rTa =  donc a=cst                                  (IV.4) 

rT

v

a

v
M


==                                                (IV.5) 

Donc le nombre de Mach est constant. Nous avons aussi : 
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Donc la pression est constante. Nous avons de même : 
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Donc la masse volumique est constante. 

A partir de ces informations , on constate que l’étude d’un écoulement isentropique 

unidimensionnel pour un gaz parfait dans une canalisation ne produit aucune variation dans la 

vitesse et les propriétés du fluide tant que la section ne change pas. Dans ce qui suit (chapitre 

4 et chapitre 5) on va étudier les écoulements unidimensionnels d’un gaz parfait à travers une 

conduite à section constante. On va voir que le frottement et/ou le transfert de chaleur peut 

aussi accélérer ou décélérer le fluide. 

Actuellement, les écoulements des fluides sont non isentropiques. Dans ces écoulements on 

distingue les écoulements adiabatiques sans transfert de chaleur  avec friction et les 

écoulements avec transfert de chaleur (écoulements diabatiques). Dans ce chapitre on va 

aborder l’écoulement adiabatique d’un gaz parfait  à travers une section constante avec 

friction, ce type d’écoulement est appelé écoulement de Fanno. Dans le chapitre suivant  vas 

aborder l’écoulement diabatique d’un gaz à travers une conduite à section constante  sans 

friction ; c’est l’écoulement de Rayleigh.   

 

VI.2 Equations de bases : 

Considérons l’écoulement permanent dans une conduite de section circulaire constant, 

parfaitement calorifugée, alimentée par un réservoir de grand volume ou règnent les 

conditions génératrices supposées constantes et débitant dans une enceinte ou règne la 

pression P.  

Considérons le volume de contrôle élémentaire de la conduite de section S et la longueur dx 

comme représenté sur la figure (IV.2). La section est constante, mais les autres propriétés de 

fluide ( p,ρ,Τ,h,v ) peuvent varier avec x. L’application de la loi de conservation de masse et 

du théorème d’Euler à cet élément de volume donne les équations différentielles. 
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Figure IV.2 : Volume de contrôle élémentaire pour un écoulement 

avec friction dans une conduite de section constante. 

IV.2.1 L’équation de continuité : 

L’équation de continuité est donnée par la relation suivante : 

cst
S

m
vstSv ===

•

 c                                                (IV.8) 

Avec : 

 : la masse volumique du fluide ; 

v : la vitesse du fluide ; 

S: la section de la conduite ; 

En dérivant cette équation, on obtient : 

0=+
v

dvd




                                                                       (IV.9) 

 

IV.2.2 Théorème d’Euler : 

Appliquons le théorème d’Euler au volume élémentaire. En désignant par dF la force 

latérale de frottement, on obtient : 

)()( dvvqSdPPdFvqPS mm +++=−+ (A) 

0)( =−−− dvqPSdFA m  

    0=++ dvqPSdF m  

Nous avons la relation du débit massique: 

Svqm =  

0=++ vdv
S

dF
dP   
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On désigne par dF la force latérale de frottement et df/S la perte de charge dans la conduite 

due au frottement, elle est donnée par la relation suivante : 

2

2v
dx

DS

dF



=  

D présente le diamètre de la conduite. 

Dans le cas où la vitesse est suffisamment grande pour que le régime soit turbulent 

rugueux. Rappelons que dans ce cas, le coefficient de perte de charge linéaire λ est constant et 

ne dépend que de la rugosité de la conduite. 

Le théorème d’Euler s’écrit donc comme suit : 

0
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IV.2.3 Autres équations générales : 

Ces équations sont identiques à celles déjà signalées pour l’onde de choc droite, qui est 

aussi une transformation adiabatique irréversible : 

• L’équation caractéristique du fluide : rTP = . 

• Les diverses formes du théorème de Barré de Saint Venant sont applicables aux 

écoulements adiabatiques irréversibles : 
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VI.3 Relations différentielles de l’écoulement : 

Afin de prévoir qualitativement les propriétés physiques de cet écoulement établissons les 

équations différentielles reliant ses divers caractéristiques au nombre de Mach et au 

coefficient de la perte de charge linéaire λ.  

Ecrivant la vitesse en fonction du nombre de Mach.  
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D’autre part, nous avons : 
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P
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Donc 
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Introduisant cette équation dans l’équation d’Euler (IV.10), on obtient : 
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Divisant cette équation par P : 
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Pour chercher l’expression 
P

dP
 éliminant 

2

2

v

dv
 

A partir de l’équation de Barré de Saint Venant : 
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Introduisant le nombre de Mach : 

2

2

M

v
rT

M

v
rTrTa ===                                                    (IV.21) 

Donc : 
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A partir de l’équation de la loi des gaz parfaits : 

T
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A partir de l’équation de continuité : 
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De l’équation (IV.22) et l’équation (IV.24), l’équation (IV.23) donne :  
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En éliminant 
²

²
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de cette équation et de l’équation d’Euler, on obtient : 
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A partir de l’équation (IV.25), nous obtenons : 
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L’équation (IV.22) donne : 
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La pression d’arrêt est donné par : 
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Et en remplaçant 
P

dP
 et 

²
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par leurs valeurs : 
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Calculons également la variation d’entropie : 
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Et remplaçant 
T

dT
et 

P
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par leurs valeurs : 
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Et en éliminant dx
D
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 de l’expression
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VI.4 Interprétation physique : 
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Les expressions de 
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Ces équations montrent que : 

• Pour un écoulement subsonique (M<1), le frottement entraine une augmentation de la 

vitesse, du nombre de Mach  et une diminution de pression, de température et de la 

masse volumique. 

• Pour un écoulement supersonique (M>1), le frottement entraine des conséquences 

inverses des précédentes, c’est-à-dire une diminution de la vitesse et du nombre de 

Mach et une augmentation de pression, de température et de masse volumique. 

• L’expression de 
dM

ds
montre que l’entropie ne peut pas être maximale qu’en un point 

ou M=1. Comme le long de l’écoulement, l’entropie ne peut qu’augmenter et le 

nombre de Mach tend vers l’unité. On conclut que le nombre de Mach ne peut être 

égale à l’unité qu’a l’extrémité de la conduite, pour une valeur particulière de la 

longueur de la conduite dite longueur critique, comme illustré sur la figure IV.3. A 

l’intérieur de la conduite il ne peut pas y voir passage continu d’un écoulement 

subsonique à un écoulement supersonique ou vis –versa. 
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Fig. IV.3 : Ecoulement adiabatique avec friction dans un conduit de section constante 

s'approche toujours de M=1 pour satisfaire la seconde loi de la thermodynamique. La courbe 

calculée est indépendante de la valeur du coefficient de friction. 

 

VI.5 Intégration des équations entre deux points de l’écoulement : 

L’expression de 
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Et en intégrant entre deux points 1 et 2. 
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La représentation graphique de la fonction précédente  pour une valeur donnée de M1 permet 

donc de déterminer la valeur de M2 pour une abscisse x2. Les autres relations entre les 

grandeurs aux points 1 et 2 s’obtient à partir de la loi des gaz parfaits , de l’équation de 

continuité, et du théorème de Barré de Saint venant. Celui-ci peut s’écrire : 
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L’équation de continuité donne : 
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Et la loi des gaz parfaits : 
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En pratique cette méthode est peu commode car la relation entre M2 et x2-x1 dépend de la 

valeur de M1. 



















−
+

+

+
+

−
=

2

2

2

2

*

2

1
1

2

1

ln
2

11

M

M

M

M
L

D 










                                (IV.44) 

  C’est le coefficient de perte de charge moyen entre 0 et *L . 

Pour les conduites non circulaires, D est remplacé par le diamètre hydraulique, dont 

l’expression est donnée par : 

 

 

VI.6 Calculs pratiques  (Table de Fanno) : 

Les applications pratiques sont facilitées en faisant intervenir les conditions dans la section 

(réelle ou fictive) ou le nombre de Mach est égal à l’unité. Nous caractérisons ces conditions 

dites conditions soniques par l’exposant *. Nous avons vu que cette condition ne pouvait être 

réalisée qu’à l’extrémité de la conduite. La longueur critique L* correspond à un nombre de 

mach M à l’entrée est obtenue en faisant M2=1 et M1= M dans les expressions précédentes. 

On a donc : 

Perimètre

Surface
Dh

*4
=                                                                (IV.45) 

L’équation précédente  (IV.44) est tabulée en fonction du nombre de Mach dans le tableau 

IV.1 (Table de Fanno). 
*L  est la longueur du conduit nécessaire pour développer un 

écoulement à partir du nombre de Mach M jusqu’au point sonique. Plusieurs problèmes 

comportent des petits conduits qui ne deviennent jamais sonique, pour eux la solution utilise 

la différence des tables. Par exemple la longueur L exige un développement de M1 à M2 est 

donné par : 
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A partir du théorème de BSV : 
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D’après l’équation de continuité : 
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D’après l’équation des gaz parfaits : 
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D’après les relations isentropiques pendant l’arrêt : 
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D’où : 
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Tous ces rapports sont tabulés dans les tables de Fanno en fonction du nombre de Mach (.le 

tableau IV.1). 

  

Remarques : 

• Les conditions soniques à l’extrémité de la longueur critique sont différentes des 

conditions critiques définies au col d’une tuyère, sauf en ce qui concerne les 

températures. En effet 
c
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*
puisqu’il y a conservation de la température d’arrêt. 

• Dans le cas où le changement s’effectue entre M1 et M2, le produit de ces rapports est 

utilisé par exemple. 
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*P est la valeur constante de référence. 

  

VI.7 Exemple numérique : 
Une conduite de section constante  est le siège d’un écoulement adiabatique d’air. A 

l’entrée, les conditions sont M1= 3 bars, T1= 300k. A la sortie le nombre de Mach est M2= 0.7. 

Etudier cet écoulement en comparant le calcul direct et l’utilisation des tables de Fanno. 

 

Calcul de la température de sortie : 

Le théorème de BSV s’écrit : 
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Donc : T2=T1 0.927= 300x0.927=278.142 K 

 

A partir des tables de Fanno : 

Pour M=0.3     donc 1788.1
*

1 =
T

T
 

Pour M=0.7     donc 0929.1
*

2 =
T

T
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Calcul de la pression de sortie : 

A partir de l’équation de continuité :  
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P

P

v

v

rT

P

rT

P

==  

D’autre part : 

rTMv =  

Donc : 

11

22

2

1

2

1

TM

TM

T

T

P

P
=  

423.2
927.0

1

3.0

7.0

21

12

2

1 ===
TM

TM

P

P
 

Donc : 

bar
P

P 238.1
423.2

3

423.2

1
2 ===  

 

A partir des tables de Fanno : 

Pour M=0.3     donc 6191.3
*

1 =
P

P
 

Pour M=0.7     donc 4935.1
*

2 =
P

P
 

barP

P

P

238.1
423.2

3

4232.2

2

2

1

==

=

 

Calcul de la pression d’arrêt à l’entrée et à la de sortie : 

barMPPM
P

P
r

r 1932.3)²)3.0(
2

2.0
1(3²)

2

1
1(²

2

1
1 4.0

4.1

1

111

1

1
1 =+=

−
+=







 −
+= −

−



 



 

barMPPM
P

P
r

r 7186.1)²)7.0(
2

2.0
1(3²)

2

1
1(²

2

1
1 4.0

4.1

1

222

1

2
2 =+=

−
+=







 −
+= −

−



 



 

 

A partir des tables de Fanno, on est obligé de calculer les conditions P*, Pi
’* et T* au point 

M=1. A partir des tables : 
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Pour M=0.3     donc barP
P

P
829.06191.3 *

*

1 ==  

Pour M=0.7     donc barP
P

P
829.04935.1 *

*

2 ==  

La même chose pour la température : 

kK
TT

T 5.254496.254
0929.11788.1

21* ===  

A partir du théorème de Barré de Saint Venant : 

892.1
2

1

2

1
1

5.3
1

*

*'

*

*

0 =






 +
=







 −
+==

−  



i

i

P

P

P

P
 

barP
P

P
i

i

i
568.1892.1

*'

*

*'

==  C’est la pression d’arrêt du point critique, d’où : 

Pour M=0.3     donc barP
P

P
r

i

r 1949.30351.2 1*

1 ==  

Pour M=0.7     donc barP
P

P
r

i

r 718.10944.1 2*

2 ==  

 

Calcul de des vitesses à l’entrée et à la de sortie : 

smvrTMv /15.1041111 ==   

smvrTMv /01.2342222 ==   

 

A partir des tables de Fanno, 

Nous avons ;  

smvrTv /78.319*** ==   

D’où : 

smv
v

v
/015.2347318.0 2*

2 ==  

smv
v

v
/15.1043257.0 1*

1 ==  

 

Calcul de de la longueur de la conduite  si  λ=0.04 et D= 0.1 m: 

Pour M=0.3     donc mL
D

L
24.132993.5

*

1

*

1 ==


 

Pour M=0.7     donc mL
D

L
52025.02081.0

*

2

*

2 ==


 

mLLL 72.12
*

2

*

1 =−=  
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Série N°4 
 

 

Exo01 : 
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Un courant d’air s’écoule de façon subsonique dans une conduite adiabatique de 2 cm de 

diamètre. Le coefficient de friction moyen est 0.024.  

• Quelle est la longueur de conduite nécessaire d'accélérer l’écoulement fluide de M1 

= 0.1 à M 2 = 0.5 ?  

• Quelle longueur complémentaire l'accélérera à M3 = 1.0 ?  Supposez que γ =1.4. 

 

Exo02 : 

 

L’entrée d’une conduite parfaitement calorifugée, l’air présente les caractéristiques 

suivantes : P1= 1bar, T1= 260 K, M1= 2.6. L’air sera assimilé à un gaz parfait de constantes : 

γ=1.4, Cp=1000J/kg K r =287 J/kg K. La conduite à un diamètre de 50 mm, son coefficient de 

perte de charge linéaire est λ = 0.01. 

 

1°) A l’aide des tables de Fanno déterminer la longueur de la conduite pour que 

l’écoulement soit sonique à la section de sortie, sans la présence d’aucune discontinuité à 

l’intérieur de la conduite.  

 

2°) En opérant d’une part par calcul et d’autre part en utilisant les tables de Fanno et en 

comparant les résultats calculer ; 

• La température à la sortie ; 

• La pression à la sortie ; 

• Les pressions génératrices locales à l’entrée et à la sortie. 

•  

3°) Calculer les températures d’arrêt et les vitesses à l’entrée et à la sortie de la conduite.  

 

4°) Calculer la variation d’entropie S2-S1 entre l’entrée et la sortie. 

 

Exo03 : 

 

De l’air s’écoule subsoniquement dans un conduit adiabatique de 2 cm de diamètre avec un 

coefficient de frottement de 0.024. Assument à M1=  0.1, nous avons P1= 600kPa et T1= 450K 

à une autre section 2, M2= 0.5, on demande de calculer : 

• P2, 

• T2; 

• v2 ; 

• P02 

A partir des tables de Fanno et par calcul.  

 

TABLE IV.1 : Ecoulement adiabatique d’un fluide visqueux dans une canalisation de section 

constante, gaz parfait (γ =1.4). (Courbes de Fanno). 
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