Chapitre I

La Conduction Bidimensionnelle en Régime Permanent

1.1. Introduction

Le but de chaque procédure d'analyse du phénomene de transfert thermique est la
détermination de la distribution de la température et le flux de chaleur. Dans un systéme
bidimensionnel et sans source de la chaleur, I'équation générale de conduction gouvernant la
distribution de la température en régime permanent se simplifié a:

0’°T 0°T _

ﬁ+a—yz—0 (LD

Dans un systéme ou la propagation de la chaleur s’effectue pas selon une direction unique,

plusieurs méthodes de résolution de I’équation (I.1) peuvent étre appliquees :

I.2 Méthode de séparation des variables :

La solution analytique d'un probleme de conduction thermique doit satisfaire I'équation
gouvernante régissant le phénomene ainsi que les conditions aux limites relatives au probléeme
physique considéré. L'approche traditionnel de recherche d'une solution exacte pour I'équation
de Fourier, est la méthode de séparation de variables. Donc, Pour la solution (I'intégration)
mathématique de cette équation, on utilise la méthode de separation de variables, qui est basée
sur l'idee de supposer la solution sous forme de produit de deux fonctions.

Pour un corps isotrope et homogene, en régime permanent et sans sources de chaleur,

I’équation générale de la conduction se réduit a 1’équation (I.1).

Essayons d’intégrer cette équation pour un domaine rectangulaire en utilisant la méthode
de séparation des variables. Séparons les variables :
0°T 0°X  0°T %Y

T(xy) =Xx).Y(y) = 5z = Vo o = X.a—yz (1.2)

Remplagons dans I’équation (I1.1) :
1 0%X 1 9%Y

—_—_ e = = = 2
X'ox2 Y 0y? Cste = A (I.3)

En effet une fonction de x ne peut égaler une fonction de y que si elle est constante.
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Chaque membre de cette derniére relation doit étre égale & une constante, puisqu’il ne fait
intervenir qu’une variable indépendante x ou y . En posant cette constante égale a A%, nous

obtenons deux équations différentielles :

(92X

|—2+7\2X 0

gax [ 4
Iaz X ( )

Dont les solutions sont respectivement :

{X = A. cosAx + B.sinAx L5
Y=CeV+D.eN (L.5)

Entrainant I’expression de la température :
T(x,y) = X(x).Y(y) = [A. cosAx + B.sinAx]. [C. ey 4+ D. e‘ly] (1.6)
Ou A, B, Cet D sont des constantes a déterminer d’apres les conditions aux limites

Exemple ;

Soit une plaque rectangulaire illustrée ci-dessous. Il est demandé de déterminer la

distribution de la température dans cette plaque en fonction de x et y .

n'x
T=T, sm

Les conditions aux limites a satisfaire sont :

b
TO9)=0 =0 T=0
T(L.y)=0

T(x,0)=0 0

T(x,b) = Ty,.sin (%)

En substituant ses conditions dans 1’équation (I.6) , nous obtenons les équations suivantes :

AC.e” +D.e7™]| =0 (1.7)
[A.cosAL + B.sinAL].[C.e? + D.e™™] =0 (1.8)
[A.cosAx + B.sinAx].[C+ D] = 0 (1.9)
[A.cosAx + B.sinAx].[C.e* + D.e *’]=Ty.sin (%) (1.10)
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L’équation (1.9) donne : C+D=0 =C=-D
L’équation (1.7) donne :A=0
En tenant compte de ces résultats 1’équation (1.8) donne :

B.sinAL.[C.e¥ — C.e™™] =0

AY _ a—A
= C.B.sinAL.[e" —e™™] = 0, shiy == d Ze .

D’ou: 2 C.B.sinAL.shiAy = 0
Pour satisfaire cette condition, sinAL =0 ou = % ,n=1,2,3, ... etc

Pour chaque nombre entier n, une solution différente ayant une constante d’intégration Cj

distincte. Par sommation de ces solutions, nous obtenons :

T(x,y) = i C,.sin (n: X) sh (n' : y) (1.11)

La derniére condition aux limites permet I’évaluation de la constante Cp, -

"o (25 (1) < 1 (D)

Et impose que seule la constante C; est nécessaire. Elle s’exprime :

__Tm
ey

Et la distribution de la température s’exprime finalement comme :

_ sh (%) . /MX
T(x,y) = Tm.Sh (T[._Lb).sm( T ) (1.13)

1.3 Méthodes numériques
1.3.1. Principe de la méthode

Remplacer I’équation différenticlle aux dérivées partielles (qu’on ne sait pas résoudre en
général) par un systéme d’équations linéaire (que I’on pourra résoudre facilement). Plutét que
de chercher I’expression T(x,y) de la température en tout point du domaine, on va s’intéresser a

la détermination des températures uniquement en des lieux précis du domaine. On discrétise le
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domaine a 1’aide d’un maillage (voir Figure 1.1) qui définit des points particuliers, les noeuds ou

I’on va chercher la température.

Figure 1.1 : Représentation du maillage de la surface

1.3.2. Expression de I’équation de Laplace en différences finies
Considérons un exemple trés simple ou 1’on souhaite déterminer le champ de température
en régime permanent. La géométrie peut tre discrétisée par un maillage de dimensions Ax , Ay.

Chaque maille est caractérisée par un nceud.

Figure 1.2 : Représentation des nceuds sur un maillage

Les dérivées partielles de la température T peuvent s’exprimer selon les formules suivantes:

1 0%T 1 3 3 4
Ti+1,j = Ti,j + Ax. 9% | + E X aXZ - + EAX ﬁ - + S(AX ) (I 14')
ij L)
1 9%T| 1, 0°T \
Ti—l,j = Ti,j a | + E X aXZ - EAX ﬁ - + S(AX ) (I 15)

ij 1)
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2

. 0°T
(I 13) + (I 14) = Ti+1,]' + Ti—l,j = ZTi']' + AXZ.E + ‘8(AX4) (I 16)
ij

D’ou

azT Ti+1]' + Ti—lj - 2.T1]
= - . : Ax* .17
0x?|. . Ax? +9(ax%) (1.17)

Lj

Dont un second temps on développe T;;j en série de Taylor au voisinage du point y;, en X;

(voisinage du point j, eni) :

+1AzazT +1A3a3T +9(Ay?) .18
T2 oy e tays| y (1.18)

I =T+ Ay.—
ij+1 ij y. )
) ij ij ij

T ;=T —A ot +1A262T 1A363T + 9(AyY) .19
ij—1 = lij Y-ayij ZY-ayzij 6Y-ay3ij y (1.19)
___0%T
(1.18) + (1.19) = Ty + Ty = 2T;; + Ayz.a—yz +9(AyY) (1.20)
ij
D’ou
02T Tiioq + T — 2Ty
= ued Y4 9(ayH) (1.21)

dy? . B Ay?

L’équation de Laplace en bidimensionnel :

s’écrit alors :

0T

+
2
ij oy

0°T
ox?

Tiv1j+ Ticgy— 2.Tqj  Tijea + Tjjog — 2.T;
= - - - - - - =0 [.22
Ax? + Ay? (1.22)

Lj

Et si on choisit Ax = Ay, on obtient :

Tiv1j + Tiogj =4 Tij+Tijea +Tijoq 0

e (1.23)

Finalement :

Ti+1,j + Ti—l,j - 4 Ti,j+Ti,j+1 + Ti,j—l = 0 (I 24’)

Pour retrouver la notation habituelle, remplacant les indices i,i par les parenthéses (i,j) :
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T+ 1) +TG—-1) —4.TG)+TGj+ 1) +TGj—1) =0 (1.25)

On a donc remplacé 1’équation différentielle par une équation linéaire simple a résoudre.
Pour chaque nceud on a une équation. Pour un probléeme comprenant au totale 1*J nceuds, on
obtient ainsi un systéme de I*J équations linéaires & 1*J inconnues (T(i,j)). La résolution du

probléme se raméne donc a la résolution d’un systéme d’équations linéaires.

1.3.3. Expression des conditions aux limites en différences finies

Aux frontiéres du domaine les principales conditions que nous allons rencontrer sont :
« La température constante

» La densité de flux est connue

* Echange par convection avec |’environnement.

Les cas de température sont tres simples a expliciter. Nous nous limiterons ici aux

échanges convectifs qui sont exprimés de la maniere suivante :

-Convection sur la surface

@1+ @2+ @3 = h.LAX(T(,j) —To)  (1.26)

Ou

AxT(,j+ 1) — T(,j) —

©1 = A\ L.7 Ax (1.27) %
1 - 4

AxT(,j—1) —T(,) i . ; i
0, = AL (1,j— 1) - T(,j) (1.28) Fllglljl’e I11.3 : Représentation qgs flux

2 Ax élémentaires sur un bord rectiligne

T —1,j) — TG,

03 = AL Ax i)x G 129

L L T(,j + 1; —T(,j) +T(i,j - 1; — T(,j) FTG- 1)) —T(i,j)l

= h.L.Ax(T(},j) — To) (1.30)

h.Ax

(2TG= LD +TGj+1) +TGj— D)+ T — 2 (25 +2) TG ) = 0 (1.31)
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-Convection dans un coin intérieur

@1+ @2+ @3 + @4 = h. L. (TG0, ) — Too) + h. L2 (TG ) — Too) (1.32)
AxTG+1,j) + TG,j)
o1 =1L~ = (1.33)
TG,j+ 1) + TG,
@, = AL Ax A (1.34)
TG — 1)) + TG, ]
0y = L Ax 0 i)x ) (1.35)

Figure 1.4 : Représentation des flux élémentaires
sur un coin interieur

AxT(,j = 1) +TG,)) (1.36)

2 Ax

Py = AL

h. Ax h. Ax
2.(TG-1,D+TGEj+ D)+ (TA+1,) + TG,j— 1) + 2——Te, =2 (T+ 3) TG,§)
=0 (1.37)
-Convection sur un coin extérieur
Ax .. Ax ..
@, + @, =h. L.7(T(l,]) —Ty) + h. L.;(T(l,]) -T,) (1.38)
i-l'.«j T dJ
AxT(l_ll])-I_T(lI]) 4 - 1 T J
¢1=AL— Ax (1.39) o4
Ax ]
_ M TG =D+ TG 1‘ — ¢
P, = A L? Ax (I 40) 4 (PZ )| 1..\].-]
\ ’ Ax .
————
Figure 1.5 : Représentation des flux élémentaires
sur un coin extérieur
h. Ax h. Ax
(TGi-1LD+TGj— 1)+ 2——T, =2 (T+ 1>T(i,j) =0 (1.41)

Page 7



1.3.4. Méthode de résolution numérique :
Le systéme d’équations linéaires étant obtenu, on peut le résoudre par :

- Une méthode directe : cas de 4 équations (probleme de matrice)

azy azz azz asn|'|T;
g1 A4y Ag3  Agg] T,

a;; Az a3 ap] [T fy

a1 Az Az axy| |Ty| _|f

f

fa
- Une méthode itérative (Gauss-Seidel) : On effectue des itérations successives consistant a
remplacer la valeur de la température en chaque nceud du maillage par la valeur calculée par
I’équation aux différences finies qui lui est associée. Une itération consiste a effectuer un
balayage complet de tous les nceuds, ligne aprés ligne et de gauche a droite pour chaque ligne
par exemple. Les valeurs recalculées sont immédiatement prises en compte pour le calcul de la
valeur de la température T aux points d’ordre supérieur (points situés a droite et en-dessous dans

le mode de balayage propose).

Exemple : cas d’un systéme de quatre équations a quatre inconnues.
Soit a résoudre :

a; Ty +apT, +a3T; +a3,Ty =1
ay Ty +ay, Ty +a3Ts +a, Ty =1,

.42
az; Ty + a3, T, +a33T; + a3, Ty =13 ( )
Ay Ty +a4,T, +aTs +a,T, =1,

( fi —a T, —a3Ts —ag, T,
Tl =
ajy
_fp—ap Ty —ayTs —aTy
T, = 2
22
= [.43
< f3 —ag; Ty — a3 T, —az, Ty ( )
T3 ==
dsg
fa—ayuTy —apT, —aT
T, =

On appelle T41(0), T (0), T3(0) et T4(0) des estimés initiaux des températures.
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le(l) _ f; —a;T,(0) — E1;‘1131T3 (0) —a14T4(0)
T,(1) = f, —a, T; (1) — 22232T3 (0) — a4 T, (0)
< .44
_ f3—a3Ti(1) —azTo(1) — a3z, Ty (0) ( )
T,(1) = o
kT4(1) _ fy —a, T (1) — Z42T2(1) —ayu3T3(1)
44

-Critére de convergence :

On peut par exemple arréter le calcul des que la variation la plus grande de T(i,j) au cours
d’une itération reste inférieure a une valeur ¢ donnée.

ITk(n— 1D - T(m)| < e (1.45)

1.4 Méthode du coefficient de forme

Dans les systemes bidimensionnels ou tridimensionnels ou n'interviennent que deux

températures limites T; et T,, on montre que le flux de chaleur peut se mettre sous la forme :

@ = A.F.AT
A Conductivité thermique du milieu séparant les surfaces S; et S; (W .m™* °C™)
T1 Température de la surface S; (°C)
T, Température de la surface S, (°C)
F  Coefficient de forme(m)

Les valeurs de (F), peuvent étre déterminées pour différentes géométries.

-Facteur de forme pour une paroi prismatique (Mur 3D)

Pour un mur plan, le flux thermique () est donné par:

S
(p :A'E(TI_TZ) :A.F.(Tl_Tz)

I:(>F=£
e

Le coefficient de forme F ne dépend que de la forme, des dimensions et de la position relative
des deux surfaces Siet S,.
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Cas particulier : Enceinte tridimensionnelle ( four, chambre froide, piéce climatisée...)

Méthode : on découpe I'enceinte en différents éléments et on calcule le flux traversant chacun
d'eux selon la représentation de la figure 1.6.

Figure 1.6. Méthode de découpe d'une enceinte tridimensionnelle.

Si les dimensions longitudinales sont grandes devant I'épaisseur e des parois (supposée
constante) nous avons les relations :

Si
l:palroi i= E

Fbord i= 054 Di

Fcoini = 015 Li

Avec :
Si : Aire de la paroi i
Di : Longueur de la paroi ou du bord i

Li :Epaisseur des parois

Le flux de chaleur traversant l'enceinte s'écrit alors :

6 12 8
Q= Z AiFparoi i- AT; + Z AiFpora i AT; + z AiFcoin i- AT,
i=1 i=1 i=1
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Avec :
Al : Conductivité thermique (équivalente si paroi multicouche) ) de la paroi i (W m™°C™)

ATi : Différence de température entre les faces intérieure et extérieure de la paroi i (°C)

-Facteur de forme pour une paroi cylindrique

On peut exprimer les flux thermiques pour une paroi cylindrique ou une paroi sphérique

avec une methode analogue a celle de mur plan. Donc, pour une paroi cylindrique:
Se
q
@ =A— (T —T)
e
Avec; e=ry -r,, pour un cylindre creux :

(T,-T)  (I,—T)

Se

e ' T
St in("/r,)
2m. L
Seq 2mL S 2nL.e 2.m.L(r,—1) S,—S; r Seq
—_—=— = S+, = = = . = —_—
e 2 o L} T2 S2)’ e
ln( /7"1) In (7"1) In (27TL. an.rl) In (E)
Se T, —T

=== ~T) =#

Seq-A
Avec (s c /1) exprime aussi la résistance thermique de la couche cylindrique.

éq-

Remarque: S varie entre S; et S, , selon la loi:
S=2n.L.r=Ar
Donc S est proportionnelle au rayon r c'est a dire, lorsque (r 1=S1).

-Facteur de forme pour une paroi sphérique

Seq (i —-T) _, (i—T) _Seq_ 4m
¢—7\.?(T1—T2)—7\- € —}"(l_l) i?_@
Séq rq Iy /4 rq Iy
T
4m. e 4m. e 4m. (r; — 1)
oS _ — = 41r;.1,

e B G

= Syq = 4mry.r, = (2vmry)(2Vmr,) = J4Ttr12\[4nr§ = J(4nrf). (4mr3)

S,
= Se¢q =+/S1-S2; F =%‘*
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