Chapitre IIL Réponses temporelles des systeémes linéaires

Chapitre .IIl. Réponses temporelles des systémes linéaires

II1.1. Introduction

L’étude de la réponse d’un systéme linéaire consiste a connaitre son comportement
dynamique avant de [’asservir. C'est-a-dire, savoir comment réagit tel systéme a telle
excitation d’entrée ? Etant donné le modeéle mathématique d’un systéme, 1’évolution
temporelle de la sortie s(t) pour une entrée donnée e(t) est obtenue directement par résolution
des équations différentielles (méthode classique) ou par inversion de la transformée de
Laplace de sa sortie S(p) comme le montre la figure 3.1 ci-dessous.

Méthode classique (ordre = 2) s(t) i [S(p)]

e(t)

L J

F 3

Transformée de
Laplace du signal
d'entrée

Transfarmee inverse de
Laplace du signal de sortie

Calcul
opérationnel

Y

L [e(t)] = E(p) »  S(p)=oL [s(t)]

Figure 3.1 Détermination de la sortie du systéme par la méthode classique
et par la transformée de Laplace (ou calcul opérationnel)

La réponse d’un systeéme linéaire a une entrée quelconque peut étre décomposée en
somme de deux composantes:

e Laréponse propre, qui est une fonction des conditions initiales, mais indépendante de I'entrée.
e Laréponse forcée, qui est une fonction de 1'entrée, mais indépendante des conditions initiales.
A travers 1’étude et I’analyse temporelle, on cherche a déterminer :

v Le comportement du systéme en régime transitoire.
v Le comportement du systéme en régime permanent.
v Si le systéme est stable, instable ou juste oscillant.

Ce chapitre est consacré notamment a I’étude du comportement statique et dynamique
des systémes de premier et second ordre. Les caractéristiques de ces systemes ainsi que leurs
réponses seront étudices en détail. On verra aussi comment approximer des systémes d'ordre
supérieur en systémes de deuxieme ordre.
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

I11.2. Réponses temporelle des systémes linéaires

Comme les signaux d’entrées sont illimités dans leur forme, on se limite a un certain
nombre d'entrées typiques (impulsion, échelon, rampe ou parabole) qu'on appelle fonctions
d’essais ou fonctions tests et dont on cherche la réponse. On peut utiliser aussi d’autres
fonctions plus complexes.

I11.2.1. Systéeme du premier ordre
a) Définition : On appelle un systtme du premier ordre tout systéme régit par une
équation différentielle linéaire a coefficients constants de la forme :

ds(t
b, dst) +b,s(t) =a,e(t) (3.1
Ou  e(t)ets(t) sont respectivement le signal d’entrée et le signal de sortie.
a .
k=-" :estla constante du temps du systéme (positive).
Si on pose ’
1 =—L: Gain statique du systéme.

0
Alors on peut écrire I’équation (3.1) ci-dessus sous la forme suivante :

ds(t)

T +s(t) =ke(t) (3.2)

b) Fonction de transfert : En appliquant la transformée de Laplace a I’équation (3.2)
précédente, ou les conditions initiales du systéme sont supposées nulles, on obtient :
wpS(p) +S(p) =kE(p) d’ou la fonction de transfert du systéme est :

S k
Gp) =D X
E(p) o+l
II1.2.2. Réponses temporelles du systéme de ler ordre :
Soit un systéme du premier ordre représenté par le schéma bloc suivant :

(3.3)

E(p) k S(p)
— " 1p+l

a) Réponse impulsioimelle

C’est la réponse temporelle d’un systeme quand l'entrée e(t) est une impulsion
de Dirac. Si toutes les conditions initiales sont considérées nulles, alors la transformeée
de Laplace du signal de sortie est justement égale a la fonction de transfert du systéme.
Alors si on a e(t)=0(t) = E(p)=L[d(t)]=1 d’ou G(p)=S(p), cela indique que la fonction de
transfert du systéme n’est que la transformée de sa réponse impulsionnelle h(t).

Comme S(p)=G(p) = % = h(t) =s(t) =" ka+ J

d’ou h(t)=s(t)= K e "u(t) (3.4)
T

avec u(t) est un échelon unitaire.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz

&



Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

Reéponse impulsionnelle
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Figure 3.2 Réponse impulsionnelle d’un systéme de 1 ordre

Exemple :
Soit a tracer la réponse impulsionnelle d’un systéme dont la fonction du transfert est donnée par :

|
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() 0.5p+1
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Figure 3.3 Réponse indicielle du systéme : G(p) =1/(0.5p +1)

Remarque : Pour un systéme linéaire caractérisé par sa réponse impulsionnelle h(t). On peut

en déduire la réponse a une entrée e(t) quelconque sous la forme d'une convolution :
s(t) = jo h(t-t).e(t)dt

b) Réponse indicielle
C’est la réponse temporelle d’un systéme quand I'entrée est un échelon unitaire.
On a donc e(t)=u(t) = S(p) = E(p).G(p) = l k .
p tip+l p 1p+l

a,=pS(p)| , =k kK —kt
Avec =S(p)=—+
Y Y, =(paSE =k O T
k —k K
Dot |s(t)=L" {—} +L'1[ d }: (k—ke )u(t) (3.5)
p mp+1
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

/ Tangente a I'origine
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Figure 3.4 Réponse d'un systeme de 1 ordre a une entrée échelon.
Exemple :
Soit a tracer la réponse indicielle d’un systeme dont la fonction du transfert est donnée par :
1
G(p) =
0.5p+1

Step Response
1 T /(—
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Figure 3.5 Réponse indicielle du systéme : G(p) =1/(0.5p+1) (ou tr=1.5s et 7=0.5s)
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¢) Réponse a une rampe

Nous nous proposons ici d’étudier le comportement d’un systéme de premier ordre
lorsque celui-ci est excité par une rampe (ou un échelon de vitesse) dont la transformée

de Laplace est égale a Lz nous obtenons alors la réponse : S(p) :%
p (tp+1)
. i . . k krt ki’
La décomposition en €léments simples de S(p) donne :  S(p) =———+
p° p p+l
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

=1s(t)=L"'[S(p)]=k(t—T+ re_i), pour t>0 (3.6)

Si k=1, lerreur au régime permanent appelée erreur de trainage est déterminée comme
t t

suit: ona g(t)=1 —te lorsque t — 0= e * — 0, on obtient donc g(w) =1.Cela veut

dire, que dans ce cas la sortie suit asymptotiquement la rampe avec un retard t.

Le tracé du signal d’entrée (rampe) et celui de la réponse a une rampe du systéme en
fonction de k est donné par la figure 3.6 suivante :

'l
Pl ’
eft) *
L

b
A

Figure 3.6 Réponse type a une rampe d'un systéme de 1 ordre.

Remarque : L'écart en régime permanent &(t) = e(t)—s(t) est appelé erreur de trainage
q gime p pp
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Figure 3.7 Réponse a une rampe d'un systéme de 1% ordre en fonction du gain k.
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

I11.2.3. Systéme du second ordre
a) Définition : Un systeme physique est dit de second ordre s’il est régi par une
équation différentielle linéaire de deuxiéme ordre a coefficients constants de la forme :

d’s(t) ., ds(t)

dt?

b, +b, +b,s(t) =a,e(t) 3.7)

Ou  e(t)ets(t) sont respectivement le signal d’entrée et le signal de sortie.
by, by, bg et ag sont des constantes positives.

b) Fonction de transfert: On calcule la transformée de Laplace de 1’équation (3.7)
ci-dessus, ou les conditions initiales du systéme sont supposées nulles, on obtient :
a,p’S(p) +a,pS(p) +a,pS(p) = b,E(p) d’ou la fonction de transfert du systéme est :

S(p) _ )
E(p) bzpz +bp+b,

G(p)= (3.8)

Si on pose :

a : . .
k =—": est le gain statique du systéme.
0

o, = /% pulsation propre non amortie [rad/s]
2

z (ou &)=b, /2,/b,b, : Coefficient d'amortissement

Alors, on peut écrire la fonction de transfert d’un systéme de second ordre sous la

forme canonique standard suivante :
2
G(p) = S(p) =— ko, > oubien I k2 (3.9)
E(p) p +2E.>(an+(’0n 72p2+£p+1
o, Q)

n

I11.2.4. Réponses temporelles du systéme de 2°™ ordre

Soit un systéme de second ordre représenté par le schéma bloc suivant :

E(p) ko; S(p)
p’+2&m,p+ o)

a) Réponse impulsionnélle

On a e(t)=6(t) = E(p)=L[d(t)]=1 d’ou G(p)=S(p), alors la fonction de transfert du
systeme est égale a la transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle h(t).

ko’ ko’

Comme S(p)=G(p)= n =h(t)=s(t)=L" n
(p) =G(p) 4 20 pr o () =s(t) [p2+2§mnp+wﬁ}
On constate que la réponse en question dépend des racines de 1’équation caractéristique
p’ +2Ewm,p+ o =0du systéme (i.e. pdles de G(p)) c'est-a-dire de A’ =’ (&’ —1) et surtout

de la valeur de & . Pour cela, on distingue 4 cas : (§>1, £=1, 0<{ <1, et £=0).
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

1) Casou E>1=A'>0

e 1
plz_go‘)n-i_o‘)n éz_ =
1

T

[ 1
P, :_E.!(Dn_(’on E.)z_ :_T_
2

G(p) admet alors, deux pdles réels distincts :

La fonction de transfert peut s’écrit :

G(p) = kw? B ko] B ko] _ keltr,
P+ 28w,p+ (oi (p—p)(P—Dp,) (p+ 1 )p+ 1 ) (I+tp)(1+1,p)
T1 T2
k
= G(p) =
A+tp)d+1,p)
E(p) Systéme S(p) E(p) Systéme | Systéme S(p)
—®” 2emeordre | ¥ = —» 1 ordre > 1% ordre [ >
ro? 4 - ko,
o) a a i e
S(p)=G(p)= . =—1—+——ou 2{€ -1
p’+28w,p+®, p-p, P-p, .
2T T

:>s(t)=L'1[pilp }-L’l[pizp }=%(epzt—ep”), poutt>0
1 2 -

I1 s’agit donc d’une réponse apériodique hyper-amortie.

0.3 T T T T T T T

Amplitude de s(t)

temps(sec)

Figure 3.8 Réponse impulsionnelle du systéme de second ordre (& ou z>1)
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

2) Casou E=1=A"=0
G(p) admet alors, deux poles réels identiques : p, =p, =—o,

2
® o . \ . .
G(p)=—"T75=s(t)= ko’te ™, poutt>0,réponse 2 amortissement critique.

(p+o,)

3) Casou0<&<1= A'<0, G(p) admet donc deux poles complexes conjugués :

{pl = _&.t(’on + j(’on \Y az _1
p2 :_go‘)n _.]O‘)n l_iz
ko, ko, k]

P-P)(P-1s) (prEo ) +(@NE)  (p+Eo,) + 0

avec ®, = o ~/1-&’ : pseudo-pulsation ou pulsation naturelle amortie[rad/seconds]

2
=s(t)=L" [ ko, } = ko, = e =™ sinw, \/1-&’t, pourt>0

(p+&o,)’ +o5 | J1-¢

La réponse est apériodique et pseudo-amortie.
1

= S(p) =G(p) =

038

06

04

o©
S

o

Amplitude s(t)

-0.2

-0.4

-0.6

08 I I I | | I I I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps(sec)

Figure 3.9 Réponse impulsionnelle du systéme de second ordre (0<& <1)

4) Cas ou § = 0 = pas d’amortissement

2 2
S(p) =G(p) == = 5(1) = L'| % |~ Koy, sin o,
p +o p +o

n

L'allure de la réponse impulsionnelle obtenue sera une sinusoide de pulsation .
11 s’agit d’une réponse apériodique, oscillatoire non amortie.
b) Réponse indicielle

2
On ae(t)=u(t)= E(p) :l AlorsS(p) = — ko, 5 .l, d’ou D’expression de la
p p"+28o,p+ @, p
r s . -1 ko‘)z s
réponse s’obtient par: s(t)=L 5 2 -~ |. Selon la valeur de & et d’une
p(p” +2C0,p+o,)

manicre analogue au cas précédent, on distingue aussi 4 cas: (§>1, =1, 0<g<I, et §=0).
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

1) Casou £>1= A'>0 , le systétme admet donc deux pdles réels distincts :

e 1 T 1
pl :_F?(Dn-'-(on az_ :_'C_ et pZ z_amn_mn ?32_ :_T_
2

1

2
La fonction de transfert s’écrit : G(p) = > ke, 3
p~+280,p+ o,
2 2 2
S ko, ko,5,

PE—PIP-P) sl ypsl) PUFTPI+T)
T1 T2

La décomposition en éléments simples :

a,=(p-p)SE)|_, = —r—=—T2
"Pi—DPy 2m,4E -1
a a a
S(p)=—"—+—"—+—" o0l 1, _ o _ __ b __ D
p=p PP P | @mPISOI, = e
4= pS(p)r|p:0 =k

Apres un long calcul on aboutira au résultat suivant :
o, pit epzt

t)= L' [S(p)] = k[1 ¢ _
s(t) [S(p)] [+2\/ﬁ(p1 .

)], pourt>0 , On peut écrire
2

s(t) =k[1+——=2(1,e™= —1,e™/")], pourt>0 , réponse oscillatoire amortie.
2fe -1

2) Casou E=1=A"=0 ona: p,=p,=p,=-0, __1
T
La fonction de transfert s’écrit :
ko’ kw? kw? ko>
G(p) = - = S(p) = . : b

2 2 = 2= 2=
p*+2wp+o, p(P-p,)° pPP+o,) p(p+1 )

0
La décomposition en éléments simples de S(p) permet d’écrire:

b, = (p+0,7S(p)|_ ko,

b b a d
S(p) = 2 __ 4+ —1 41— ou =— ? =k
O = oy Tora T M B =g lere)se]

a= pS(p)r|p=0 =k

d'ou|s(t)=L"'[S(p)]=k(1—te™"' —e™"), pour t>0 |, amortissement critique.

3) Casou 0<E<1=A"<0 G(p)admet alors deux poles complexes conjugués :
{pl = o, +jo,1-8
51 = _iwn _J('On V]'_&z

Ou o, [rad/sec] est la pseudo-pulsation (ou pulsation propre amortie)

=, + o
Si on pose : ®, =, ~/1-&” alors on écrit {Ijl S0y 10

pl = _ga)n - jo‘)d

ko> ko> 1 +2Em 1 +28m
S(p) = 2 - 2N — =k|i__ 2 p+2 5 2}:k|:__ p+2 ;
p(p” +28op+®,) p(P-p)P-D) p p +2Eop+w,

p (p+§wn)2+w§}
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

§
J1-¢

En utilisant les transformations trigonométriques usuelles, on peut réécrit s(t) sous la forme la
plus concise suivante:

=s(t) =k|1— (" cos(m,t) + e ™' sin(w,t)) | ,pourt>0
d d

s(t)=k| 1-

- ¢ " sin(w,t+¢) | pourt>0, ou g=arcos(&) = tg™'( ) 5 s(0) est

1-¢2
g

une réponse pseudo-oscillatoire amortie (ou la pulsation d’oscillation : ® =, ).
0s d

=+jo
4) Cas ou & =0, pas d’amortissement, G(p) a deux pdles imaginaires purs : {El J "
pl = _J(’On
ko’ 1 p -1
S(p) =———"—5-=k[————=1=s(t) =L'[S(p)] = k(1—cos(®,t)), pour t>0
p(p"+o,) p p to,

L'allure de la réponse impulsionnelle obtenue est une fonction périodique de

. 2n . . . . . s .
période T =—, il s’agit donc d’une réponse oscillatoire (non amortie) a la fréquence o, .
®

=0

S

T

i
o
o
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Figure 3.10 Réponse indicielle du systéme de second ordre en fonction de & (avec k=1)
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

Remarque :
- D’apres la figure 3.10 ci-dessus, on constate que plus le coefficient & est petit et plus
les amplitudes des oscillations de s(t) sont grandes (cas ou 0<€<I).

- On notera que les oscillations sont visibles pour £<0.7. Pratiquement ces oscillations sont
invisibles pour 0.7<E<I, et pour £>0.7 la réponse est la somme de deux exponentielles
(réponse apériodique, ou hyper-amortie).

IIL1.3. Caractéristiques de la réponse d’un systéme de second ordre

I11.3.1. En régime transitoire

A partir de la réponse temporelle (réponse indicielle) d’un systeme de second ordre on
constate que le régime transitoire est évalué selon deux grandeurs qui caractérisent
essentiellement la qualité du systéme a savoir : un bon amortissement et une bonne rapidité.

a) La rapidité (ou la durée du régime transitoire)

Elle est évaluée par le temps de réponse (t: a £0) et peut étre aussi estimée par deux
autres valeurs qui sont : le temps de montée (t) et le temps de pic (t,).

5(t)
F 3
SR i e e
ol erreur
| 10+3 | 5 tigasl
L el Tt R e R T e
2 ek \_// I

I -

*Temps|s

L_ 1_.[ tp ir pels)
e temps de pic temps de reponse

— 1

temps de montée

Figure 3.11. Réponse indicielle d’un systéme de second ordre (cas ou 0< § <1 et k=1)

1) Le temps de réponse (t,)
o Définition : C’est le temps au bout duquel la réponse du systéme a atteint sa valeur
définitive a 0=+5% (ou 6=£2%) pres.

e Détermination du temps de réponse: Pour une réponse oscillatoire amortie,
I’expression de la réponse si k=1 est donnée par la relation suivante:
J1-8° )

g

1

J1-¢

s(t)y=1- e =" sin(w,t + @) pourt>0, ol @=arcos(&)=tg'(
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Réponses temporelles des systémes linéaires

1 _
Les courbes 1+——e

NI

constituent les deux enveloppes qui enferment la réponse

indicielle du systéme (i.e. s(t) demeure toujours a I’intérieur de ces deux enveloppes).

Le temps de réponse pour lequel s(t) reste a £86% pres de sa valeur finale est déterminé

1
1-¢2
1

ats5%ona 1-

approximativement :

at2%ona 1—

1-&

cli) 4

*
-]

e =098 = e =0.02t, =

Figure 3.12 Paires des courbes qui enveloppent la réponse indicielle

donnée par la figure 3.11 précédente.

2) Le temps de montée

e =095 e 20.05=> ¢, = =

(Dl‘l
4
0‘)n

o Définition : Il caractérise la durée du passage de la réponse de 10% a 90% de sa valeur
définitive si la réponse est hyper amortie, et de 0% a 100% dans le cas de la réponse

oscillatoire amortie.

e Calcul du temps de montée (t,)

§

A t=t_ona s(t)|t=t == l—e_g‘”“‘(cos(wdt) +

§
J1-¢

e ' (cos(m,t) +

Ji-¢

sin(,t))

=1

t=t

m

sin(o,t))=0 commee =™ 0 = cos(w,t)+

g

=—arctg

- /1_;32
§

Alors cos(myt, )=— \/g_zsin(oadtm) douf t
1-¢
o 1 -0, T—
On peut écrire : t =—arctg—= = b
©4 n ©q

. o
ou P=arctg—

n

=

§

Ji-¢

sin(w,t)=0
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

3) Le temps de pic (t,)
e Définition : Caractérise la durée de passage de la réponse jusqu’au premier

dépassement (maximal).

e Calcul du temps de pic:
On assume une réponse oscillatoire amortie, au temps de pic la réponse indicielle s(t)

ds(o)
t

t=tP

atteint sa valeur maximale, cela veut dire que :

—Em,t &.;

2
:% l-e (cosmdtp+ﬁsinmdtp) =0 :e_&""t"sino\)dtp \/&*‘Co_ﬂermn\/l—Ef) =0
1-8 1-8

go,
J1-€

D’ou au premier dépassement :  ®,t =7 =

(™
p p (’-)d (Dn ’1—&2

= ¢ (sinwyt, ) =0=sino,t, =0= o,t, =0,7,27,3m, ..

b) L’amortissement :
e Définition : Il peut étre apprécié¢ selon les dépassements successifs de la réponse
indicielle. L’estimation se porte généralement sur le premier dépassement (maximal)

. N , . . S t) —s(o0
qui peut étre déterminée comme suit: D__ % = M.IOO

max S(Cx))
e Calcul du dépassement maximal :
t)— s(t _1 —Eo, . <
Dmax _ Smax( ) S(OO) — ( p) :1_e Eo,t, (COS(l)dtp + i Slnﬁ)dtp)_l ol tp:l
s(o0) 1 [1-¢? 0y
__&n __ & _ &
Alors D, =—¢ @(cosn+isin n)=¢e g gron D, Y%=e =2 100
J1-§8°
T T 1
20 \ o’ —
Q)
. 80 G(p) = . —
2 \ p’ +2Emp + o
& 70 B ||
E N\ -
5 60 N D_%=e¢ V100 [
E 50 S
C
E . AN
g 30 \\
8 2 AN
N
10
0 \F

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Coefficient d'amortissement ksi ou z

Figure 3.13 Le dépassement maximal (en %) en fonction du coefficient d’amortissement &.
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

A D’exception de certaines applications ou les oscillations ne peuvent étre tolérées, il est
désirable que le régime transitoire doive &étre suffisamment rapide et suffisamment amorti.
Dans le cas d’un systtme du second ordre ou la fonction de transfert est donnée par
I’équation (3.9), pour avoir un régime transitoire acceptable, il faut que le coefficient
d’amortissement & soit compris entre 0.4 et 0.7 (i.e. le dépassement maximal varie entre 25%
et 4%). En effet, les valeurs de £<0.4, provoquent un dépassement excessif dans le régime
transitoire, et pour les valeurs de &>1, le systéme devient tres lent (i.e. réponse tres lente).

Exemple : Etant donnée sur la figure (3.14) ci-dessous, la réponse indicielle d’un systéme

. . 9
du second ordre dont la fonction du transfert est donnée par : G(p) =—;
p~+2*0.25*3*p+9
Calculer :
- Le temps de réponse a £5% et le temps de montée;
- Le temps de pic ainsi que le dépassement maximal en %.
Step Response
2 AQ%"
'Q'.
u."'"
", :.,‘"'.
""‘v..,,
15
™ o,
g \ "daxryayy, Rl TN [ e LU R v
2 gz
g RN — —=
< / N~
/ g.u‘-“l“"““ml
05 — Josn”
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Time (seconds)

Figure 3.14 Réponse indicielle du systéme de I’exemple ci-dessus
(k=1, &=0.25, w,=3rad/s)

~ 3 __3
"TEm,  025%3

> Calcul du temps de montée : On a : o, = +/1—£> =3*y/1-0.25? =2.9047rad/sec

—J1—¢2 -
et B=arctg& =1.3181rad =t :iarctg 5 =T b =0.6278 sec
08 0y

=4sec

» Calcul du temps de réponse a +5% pres : t

n

- T m _1.0816scc

T
O, o 1-8 3:1-025
ng

» Calcul du temps de pic: ot =n=1t =

> Caleul du dépassement maximal : D__ % =e V"5 100 = 44.4344 %
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

D’apres la figure (3.) ci-dessous, on remarquer que plus la pulsation o, augmente plus

la réponse devient plus rapide. Alors que, le dépassement est indépendant de o, .

Step Response

15 —
wn=3rad/s
=
wn=10rad/s
AN _—
1 — - —>< -—
§ X/ \¢/
E /
<
05 (
0
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Time (seconds)

Figure 3.15 Réponse indicielle du systeme de I’exemple ci-dessus
avec variation de la pulsation ;.

Les performances des systtmes de commande se jugent par la qualité de leur régime
transitoire et de leur régime définitif (permanent). Le tableau 3.1 ci-dessus résume les
conditions généralement imposées, qui apparaissent comme des criteres de performances.

Tableau 3.1 Récapitulatif des performances imposées

Conditions généralement imposées a la réponse
Type d’entrée
Régime transitoire Régime permanent
Echelon Amorti : Erreur de position nulle
; : dépassement faible : :
Echelon de vitesse ) Erreur de trainage faible
Rapide :
Impulsion Temps de réponse faible
(fréquence propre élevée)

N.B/ Dans le cas d’un systeme a retour (i.e. en boucle fermée), il y’aura lieu d’adjoindre
a ces criteres de performances une condition supplémentaire, relative a la stabilité.
La stabilité et la précision vont étre traitées en détail dans le dernier chapitre de ce polycopié.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz




Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

I11.4. Systémes d’ordre supérieur

Nous avons vu précédemment que la forme de la réponse d’un systeme dépend
de I’ordre du systeme, et plus particulierement de la valeur et donc de la position de ses poles
dans le plan complexe (i.e. de la valeur de w, et &).

Un systeme d’ordre élevé comprend un grand nombre de paramétres et étudier ses
réponses peut se révéler fastidieux si on I’effectue de la méme fagcon que précédemment.
L’étude d’un tel systéme, tout en considérant un nombre restreint de parametres,
(systéme relativement simple) permettra de déterminer son comportement en fonction de ses
réponses temporelles.

Dans cette section on présentera ’analyse de la réponse transitoire d’un systeme
d’ordre supérieur d’une maniere générale. Il est & noter que la réponse d’un tel systéme est
¢gale a la somme des réponses des systemes de premier et second ordre.

Exemple : Considérons le systéme d’ordre 3 dont la fonction du transfert est donnée par :
1

G(p) = > > . Ce systéme possede 3 poles réels :-1, -6 et -22.
+D)(=+D(=—=+1
(p+1)( 6 )(22 )
Step Response
1 T
/' sys1
08 A/ sys2 |
: / sys3
. 0.6 /’ /
L/
<04 //
0.2
00 1 2 3 4 5 6 7

Time (seconds)

Figure 3.16 Réponses indicielles et poles dominants

Sur la figure ci-dessus on a tracé les réponses indicielles respectivement, des systémes

d’ordre 1 (sysl:L), d’ordre 2 (sys2 :;) et d’ordre 3 (sys3 : G(p)).
P+l (p+D(g+D

Les poles les plus proches de ’origine du plan complexe appelés poles dominants conservent
plus longtemps leur influence sur I’allure de la réponse temporelle. Dans ce cas : -1 est le pdle
lent et -6 et -22 sont les poles rapides. En revanche, les pdles les plus €éloignés n’influent que
sur la forme du début du régime transitoire comme le montre la figure (3.16). On remarque
qu’il n’y a pas de différence en régime permanent. Ainsi, la forme de la réponse dépend
essentiellement des péles dominants comme le montre la figure (3.16).
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

Le résultat mis en évidence par cet exemple nous a permet de conclure ce qui suit :

v Un systéme d’ordre élevé posséde, la plupart du temps, un ou deux pdles dominants et
se comporte comme un systéme de 1% ou du 2°™ ordre.

v" On peut réduire la fonction du transfert d’un systéme d’ordre supérieur a un systéme
de 1 ou du 2°™ ordre si nous conservons que le (ou les) pole(s) dominant(s).

v' En pratique, un pdle peut étre négligé des qu’il est 3 a 4 fois supérieur au précédent.

I1L.5. Influence des poles et des zéros sur la réponse d’un systéme

Un systeme d’ordre élevé peut comporter un grand nombre de podles et de zéros
(réels ou complexes conjugués) et tous ces derniers n’ont pas la méme
influence sur la réponse temporelle du systéme. Selon la figure (3.17) ci-dessous, on constate
que les poles les plus proches de I’origine (pdles dominants) ont une influence prépondérante
sur la réponse du systeme.

A

/-\ '/e[t_:
—r"
-Kaft}

Zone dinfluence des poles dominants

el ' =9
i

Zone dinfluence de tous les pdles

Figure 3.17 Influences des podles sur la réponse d’un systeme

Reprenons une fonction de transfert possédant des poles distincts stables et que 1’on factorise

[Io-2)

sous la forme : G(p)=K 1:1 - 3 , La réponse impulsionnelle du systeme s’écrit
H(p_pl) i-t P—D;
i=1
n H (p; —z)
alors: h(t) = Z a.e™ avec a,=K-2L—— . Le coefficient a; devant chaque mode dépend

- [1®-p)

j#
donc de la contribution des autres poles et des zéros. On en déduit, que la contribution d’un
pole p; :
e est diminuée par la présence d’un zéro z; voisin du pole p;

e st augmentée par la présence des pdles voisins.
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Chapitre IIL Réponses temporelles des systémes linéaires

Si ’on étudie la réponse indicielle, h(t) = K + Z:biepit ou  b=a/pi, on déduit que

i=1
différents modes ont une contribution a la réponse indicielle d’autant plus faible
qu’ils sont éloignés de 1’origine.
Soit la fonction de transfert normalisée par le choix w,=1:
P

£ +1 ! !
o
G(p) = = e
p +2p+1 p +28p+1 oa&p +2&p+1
H,(p) Hy(p)
1 dh,(t) o o .
On remarque queh, (t) = _éT Le fait d’ajouter un zéro a la fonction de transfert
a

ajoute la dérivée de la réponse multipliée par un coefficient égal au zéro. Suivant que le zéro
sera stable ou instable, le dépassement sera augmenté ou diminué (voir figure 3.18).

Step Response Step Response

Amplitude
o
o
Amplitude

| | .
0 2 4 6 8 10 12 14 0 5 4 6 8 10 12 14
Time (seconds) Time (seconds)

(a)Addition d un zéro stable a=1 et £&=0.5 (b) Addition d un zéro stable a=-1 et £&=0.5

Figure 3.18 Mise en ¢évidence de I’Effet des zéros

On peut conclure alors ce qui suit :

& L’addition d’un pole pagq @ une paire de pdles dominants pyom augmente le temps de
monteée si |padd| < 4|Re (Pdom)|-

@ L’addition d’un zéro stable z a une paire de poles dominants pgom augmente le
dépassement si |Zyqq| < 4|Re (Pdom))-

@ 1’addition d’un zéro instable z a une paire de podles dominants pgom diminue le
dépassement mais provoque le phénomene de réponse inverse augmentant ainsi le
temps de réponse.

Dr. Yahia LAAMARI, Département de Génie-Electrique, Univ-Msila.dz



