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PREFACE

. Je suis tre¢s sensible a I’honneur, que me fait mon collégue
Ali Kamel ZINE, de présenter cet ouvrage qui, j’en suis persuadé, rendra
beaucoup de services aux étudiants en technologie des Universités et
Ecoles d’ingénieurs. En effet, I’auteur, excellent pédagogue, posséde une
longue expérience dans I’enseignement de la physique.

L’ouvrage se compose de trois parties :
La premiére est consacrée a un rappel de cours .

La seconde comporte plus de 150 exercices, dont les énoncés ont
été choisis avec beaucoup de soin, et qui couvrent la totalité du cours sur
les oscillateurs linéaires, dispensé en deuxiéme année.

Dans la troisiéme partie, le lecteur trouvera les solutions.

Certaines solutions trés détaillées, permettent a I’étudiant de mieux

comprendre le cours exposé en amphithéitre. D’autres, plus succinctes
lui demandent de fournir un plus grand effort.

USTHB - Professeur M.BENDAOUD
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INTRODUCTION

Ce recueil d'exercices est le fruit de plusieurs années d'enseignement des TD & I'USTHB.

Il s'adresse, en premier lieu, aux étudiants de 2°™ année technologie du cycle
universitaire. On y trouvera un choix de plus d'une centaine d'exercices accompagnés soit de leur
solution détaillée, 4 titre d'exemple, soit d'indications bréves et de réponses que I'étudiant pourra
consulter & la fin de ce document. Il lui est alors laissé le soin d'en faire la démonstration avec
l'aide de son assistant de TD que cet ouvrage ne peut remplacer.

Une initiation de I'étudiant au formalisme d¢ LAGRANGE , I'étude des oscillations linéaires et
l'analogie entre systémes mécaniques et circuits électriques sont parmi les buts poursuivis dans ce
premier chapitre du programme. Pour cette raison, il lui est demandé de rechercher la solution des
exercices qui lui sont proposés en ayant recours de préférence au formalisme de LAGRANGE, excepté
pour quelques uns dont les numéros sont soulignés et ol sera utilisé la relation fondamentale de la
dynamique, la loi des mailles de KIRCHOFF ainsi que d’autres lois de la Physique avec lesquelles il
s'est familiarisé en 1%° année. Et, afin que I'étudiant puisse profiter au mieux de cet outil
pédagogique nous lui recommandons de tenir compte des avertissements qui suivent :

® sauf avis contraire, la coordonnée généralisée indiquée donne la position du systéme
comptée & partir de la position d'équilibre statique prise pour origine et rapportée a un repére
absolu.

®  [énergie potentielle U etle Lagrangien L du systdme sont des fonctions définies & une
constante prés qui souvent sera omise dans leur expression car elle se simplifie dans les calculs
ultérieurs.

® méme si cela n'est pas signalé, il sera toujours fait appel & I'approximation des
oscillations de faible amplitude pour simplifier les expressions d¢ T , U et L (formes
quadratiques) et ramener les équations du mouvement & des équations linéaires que I'étudiant
pourra ainsi résoudre.
En effet, on se limitera aux cas qui sont susceptibles d'étre ramenés & des systémes
linéaires. Dans les cas contraires, l'exercice s’arrétera au calcul de L ou aux équations
différentielles du mouvement du systéme .

® nous avons jugé utile de joindre & ce recueil un rappel sur quelques éléments de
Mathématiques et de Physique indispensables a la résolution de certains exercices ainsi que
quelques anciens sujets d'examens 4 titre indicatif,

Quant & I’éventuelle utilisation de ce document par I’enseignant qui pourra y puiser des
exemples d’illustration de son cours, nous avons tenté, par le classement d’une partie des
exercices, de respecter I’ordre traditionnel des différents chapitres traités dans le programme.

Cependant, pour ne pas paraitre imposer cet ordre, nous avons attribué a chaque exercice
un numéro indépendant du chapitre concerné et avons ajouté un chapitre IV contenant des
#xercices en option. L’enseignant pourra ainsi recommander a I’étudiant des exercices qu’il
Jugera en rapport avec le théme choisi, bien qu’éloignés dans leur classement.

Ce travail étant perfectible, nous serons trés reconnaissant a tous ceux qui voudront bien

nous falre part de leurs critiques et suggestions.
USTHB_Octobre 1999


http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

Www .biblio-scientifique.com

¢, ) Bibliothéque
@~ scientifique

www.biblio-scientifique.com



http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

Www .biblio-scientifique.com

6
-A- MATHS
Séries de FOURIER

Une fonction de période T peut étre développée en une sér%e
trigonométrique partout convergente dite série de FOURIER et définie
par:

[+ ¢}
=39-+ osnot+b,sinnot
F(t) 2 nz-lanc n

dont les coefficients constants a,, et b, sont calculés par les formules :
T/2 T/2

o] ’
ap B ) IF(t)cosnwt dt by == IF(t)smncot dt
T
=T/2 ~-T/2

avec co=2£ et n=0,1,2,3, ..

Remarques :

1) Pour étre développable en série de FOURIER, la fonction périodique F(t)
doit satisfaire aux conditions du théoréme de DIRICHLET ( MATHS ).

2) la série peut aussi s'écrire :

F)= 3 A, sinfaot+ey)

n=0
a
avee A, = \aZ+b2 ; tgo, = —g“—
n

3) lintégration peut se faire sur tout intervalle égal 4 une période T .

4) pour une fonction paire : F(-t) = F(t)
Le graphe de F(t) est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

Sa série de FOURIER ne comprend que des termes en cosinus, par
conséquent il est inutile de calculer les coefficients b, car ils sont tous

nuls: b,=0 Vn

5) pour une fonction impaire : F(-t) = -F()

Son graphe est symétrique par rapport 4 l'origine et sa série de
FOURIER ne comprend que des sinus . Il est inutile de calculer les
coefficients a,, carilssonttousnuls: a, =0 Vn.

6) si la fonction est soit paire soit impaire le calcul des coefficients peut se
faire en intégrant sur une demi période seulement et en multipliant le
résultat par 2.

7) dans certains cas le terme a( ne peut étre déduit du résultat obtenu
pour n , il doit alors étre calculé a l'aide de la formule générale donnée
précédement en y posant n=0 dés le début des calculs.

8) aux points de discontinuité de la fonction F(t) la somme S de la
série de FOURIER est égale a la moyenne arithmétique des limites de la
fonction a gauche et a droite.

Pour la fonction de I'exemple 3 qui suitet,en t=T2 ,ona:

S (l)= F(%+O)+ F(%—O) )

EXEMPLE 1

La fonction étant paire: p [ .
b,=0 , Vn E
g A /\\T/\
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8
calculons les coefficients a, :
T/2 T/2
4
g, 2t [Fydt = 4 | (——c-t-—c)dt =0
T 1 T
0 0
T/2
a, = 4 I (ﬁ t ~ c)cosnwtdt =
T T
0
T/2 T/2
o _[t cosnot dt - ! Icosn(ot dt
4 0 ) 0

La premiére intégrale étant calculée par parties :

5 l6c[cosnwt}w2_ig[sinn(g_;]”z_ 4c {(—l)n—l]

a A
B "l TS h iyl A 2nd
n=2p az, =0
= 8c
n=2p+l a2p+1=—(£;+—1)—2—n—2—
soit F(t) = - Eg— cosot — 8_(:2 cos3ot — 3 cosSot + -
L -, Oy L IR )

Fondamental 3iéme ha(rmonique 5iéme ha;.'rmonique

EXEMPLE 2

F(t
+c pour 0<t<l ®

F(t)= 2 , C

—-c pour -%<t<0

la fonction est impaire :
a, =0 , Vn . sC

+ i

Calculons les coefficients b, :

T/2
4 ' _ T/2
b, = T fc sinnotdt = E[MJ =
0 T no 0
2¢ 2c[
= —|1 - cosnn| = =|1-(~1 n]
{1 - cosnr] = Z[1- ()
n= 2p b2p =0
_.)
4c
n=2p+1 b =
2p+1 (2p+1)n
i 4c
soit F(t) = —— sin(2p+l ot
& Gy ep+Y
Ft) = A¢ 4c . 4c .

(t) = —sinot + —sin3ot + =L sinSot 4+ -
& 3= S ;
Fondamental 3iéme h£monique Siéme ha(nnonique

EXEMPLE 3
1 pour —%<t.<.0
F(t)=
2(c2—c1) t+c pour O0<t<Xl
T T 2
TF(t)
la fonction n'est ni paire ni C

comprendra donc des termes

impaire. A e
Sa série de FOURIER | E E
: 5
o

il

1

oo

en cosinus et en sinus : Y “T
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T/2
a, = — IF(t) cosnotdt = Icl cosno tdt +
T—T/2 -T/2

T/2
. 2‘ Tf[z(Z(Cz“cl)t 4 cl) cosnotdt = i(f_z._ﬁ) Itcosno)tdt
T

2
T 1 T 0
qu’on intégre par parties pour obtenir :

T/2
4(C2 cl)[cosnmt]o _ (cjz;‘z’l)[(_l)“ - 1]

n ) 2 2
n=2p azp =0

- 2(c; -¢2)

n=lprl o ABHE el) 2

5 T/2 0 T/2 m
2 2 2cz -¢1)
ag = T IF(t)dt—_T jmdt+—-,[[—_"_t+°1 dt

T T
-T/2 -T/2 0
soit ap = —321—5—2 Calculons maintenant les b,
s ) A y
b =z j smn(otdt+ I [—(2——-1—)t+c1 sinno t dt
ol L T
T/2 0
T/2
= 4—(0—2—9— jt sinno t dt
L

) (61 —¢2)

qu’on intégre par parties - by = —

cosot +

3c; +¢5 o 2(c; -cy)
2

— F(t) = y <

+ i ey —ca) cos(2p+1)ot + (1) ———(01;:2)

p=1 (2p+1)*n?

sinpot

11
Valeur moyenne d'une fonction

On appelle valeur moyenne d'une fonction F(t) sur un intervalle T
la grandeur notée <F > et donnée par :

IT
« <F> = — | F@t) dt
Toj()

Dans le cas d'une fonction développable en série de FOURIER,

. z . a
la valeur moyenne sur sa période est représentée par le terme —20—

de sa série; pour le méme exemple 3 qui précéde, on a :

<F(t)> =a_° = 3_‘:’12
2 4

Développement de TAYLOR au voisinage de xo :

2
aF I 6F (X—X0)2+

F(x)=F < =g )b Epeay
Geyn Fixo) 1o xo(x Xo) oy

X0
Souvent les approximations utilisées ne sont que les premiers termes

du développement de l'expression correspondante, les termes suivants,
supposés petits, sont négligés.

Ainsi, lorsqu'une grandeur € prend des valeurs trés faibles, on néglige
parfois les termes de degrés supérieurs: & >> g2 >> g3 >>

Nombre complexe
z=a +jb=|z|cos.9+j|z|sin.9=|z|ej'g

avec :
=|Z|cos8 partie réelle de z

Pz
=|Z|sin$ partie imaginaire de z

o] ol BN [l 1
7zl = Va? +b% = module de z Z
[zl =+ |Z|

9 = arctg(b/a) argumentde z

(o]
") CESORUS.
v

&
N
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12
Notation complexe

Souvent, lorsqu'une grandeur physique varie sinusoidalement :
x(t) = A cos (ot + @)

On préfere, au stade des calculs, I'exprimer sous la forme complexe :

x(t) = A eilot+o) ou x(t) = A eIt
avec A" =Ael?: amplitudecomplexe ; ¢ : déphasage
A : amplitude maximale (réelle) ; o : pulsation
Car des opérations de dérivation (ou d'intégration) de

cette fonction se raménent 2 une simple multiplication par le .facteur
jo (oul/jo) permettant ainsi de passer d'équations différentielles a
des équations algébriques .

Une fois le résultat final obtenu, on I'exprime en ne retenant que
la partie réelle, la partie imaginaire étant omise .

Equation différentielle linéaire du second ordre
@ coefficients constants

I) équation homogéne (ou sans second membre )
elleestdelaforme: X +px+qx =0 (1)

p et q sont des coefficients constants et :
dx . d%x

x=— ; k=—

dt dt2
L’ équation caractéristique de (1) est: r? + pr+q=20

deracines r et r, et sa solution xp(t) s'écrit:

rt r,t
a) xp(t) =cje! +cpe?

si A>0 —> n #ry réelles

13
b) xp(t) = et (et + ¢p)

si A=0 B o n=r=r réelle

c) Xp(t) = g~ ot (¢ CosS@, t + Cp Sinw, t)
= Ce %t sin (g t + )
si A<0 —p r,=-0% jo,
enposant: p =28 ; q=m(2, ; m£=m%—82
avec ¢ = Csiny ¢y = C cosy

Ce dernier cas est trés important car il correspond & des
oscillations du systéme autour de sa position d'équilibre.

Les constantes ¢; et ¢ ou C et y peuvent étre
déterminées par la connaissance des conditions initiales du probléme.
( voir partie exercices ).

IT) équation non homogéne (ou avec second membre )
elleestdelaforme: X + px + qx = F(t) (In)
sa solution générale x(t) = xp(t) + Xp(t) est lasomme :

* de la solution xy(t) de I'équation homogene correspondante (1).
e d’une solution particuliére Xp(t) de I'équation avec second
membre (II).

Donc pour trouver la solution générale de (II) on recherchera d'abord la
solution xp(t) de l'équation (1) ensuite une solution particuliére
Xp(t) de I'équation (II).

Cette derniere dépend de I'expression du second membre F(t) .
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Nous nous intéresserons au cas particulier mais trés important ol
F(t) estde la forme :

F(t) = ¢ ' [Py (t) cosbt + Qu(t) sin bt |

P, (t) et Qu(t) étant des polyndmes respectivement de degré m et
n en t.La solution particuliére xp(t) de (II) serarecherchée dans ce cas

sous la forme :

a) xp(t) = e S (1)

si_ b=o0 et a n'est pasracine de I'équation caractéristique :

b) xp(t) = th et Sy (®)

si b=o0 et a est racine de l'équation caractéristique :
{ étant la multiplicité de la racine.
si a estracine simple de I'équation caractéristique.

=1
{=2 si a en estune racine double.
c) xp(t) = €2 [Sy(t) cosbt + Ty (t) sin bt |

si b#0 et atjb n'estpas racine de I'équation caractéristique

d) xp(t) = te®! [Sy(t)cosbt + Ty (t)sinbt ]

avec M=Max(m,n).

si_b#0 et a*jb estracine de I'équation caractéristique :

e

Les coefficients des polyndmes Sm(t) et Twm(t) sont déterminés par
identification, aprés injection de l'expression de xp(t) dans (II)

Remarque : la solution particuliére xp(t) doit étre recherchée sous lé

forme indiquée précédemment ( deux termes, l'un en cosinus l'autre en
sinus ) méme si l'expression de F(t) n'en comporte qu'un seul .

1
Exemple 1 3

Exemple 2

X +2x + x 0 - X(t):e—t(clt+ 02)
Exemple 3

X + X + 2x = 8 sin2t

t
- X(t)= e 2 l:cl COSﬂt + c : ﬁ 4 .( T
2 Sin—t| + — sin| 2t +—
2 2 V2 4

2% N
ou x(t)= Ce 2 sin[—lt + \yj + 4 sin(2t+E
2 2 4

CALCUL MATRICIEL

Multiplication

Soient deux matrices carrées a s lignes et s colonnes :

A =(a;) « B-(by)

L'élément ¢;; de la matrice C | produit de A4 par B,

éC =A.B, est égal a la somme des produits des éléments de la
i*™ ligne de A par ceux de la j*™ colonne de 2 .

S
Ci_] = Z ajy b’_] = ailblj + ai2b2j + e + aisb

=]

sj
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Matrice Transposée

Clest la matrice AZ dont les éléments de la j iéme colonne sont ceux
de la ii¢me lignede A pourtout i allantde 1 as.

Matrice Adjointe

*
La matrice A = ( 4y ) est appelée matrice adjointe de A si
ses éléments Aij sont les cofacteurs des éléments a;; de A
Clest & dire que les A,.j sont obtenus en multipliant par

(-1)*J le déterminant d'ordre s -1 aprés avoir supprimé la j iéme

ligne etla iiéme colonne dans A Y

Matrice Inverse

Une matrice A1 est dite inverse de la matrice A si:
AXA=AA* =T

ot Z estlamatrice unité .

Pour qu'une matrice carrée soit inversible il faut que son déterminant soit
différent de zéro : det A 20 & A1 existe

dans ce cas,ona :

*

A
det A

A4 =

2 1
A=l-2 3 2
4 -1 5
-6 3
C =A.B=| 6 9
-12 -3 14
17.~1 £3
*
A =| 18 6 -6 det A =
~10, 2 el
17
24
ai. A L
det A 24
_10
24

N

24
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-B- MECANIQUE

Position et vitesse

La position d'un point matériel peut s'exprimer selon plusieurs
types de coordonnées .

L'adoption d'un type de coordonnées se fait en fonction de leur
commodité pratique dans I'analyse et le calcul relatifs & I'étude du systéme
considéré.

a) en coordonnées cartésiennes

Aprés avoir fait le choix d'un
repére, la position d'un point
matériel mobile est déterminée
par le vecteur position :

- - - -

r = xe1+yez +Ze3

ol X,y et z sont les
coordonnées cartésiennes du
point (fonctions du temps).

son vecteur vitesse est :

-
- - >

v=(:—r=)'(e,+ ye,+ ze, de sorte que v’ = x*+y? +2?
t
b) en coordonnées cylindriques

p,Y etz

X =pcos Y

telles que ¢ y =psin$

zZ2=12Z

et de sorte que :

v2=p% +p292 + 22

19
¢) en coordonnées sphériques

r,8 e B

X =rsinBcos 9

telles que : { y =rsinBsin9

Z=rcosf

et de sorte que :

v2 =2 4 2 sin2B92 + rZBZ

Nombre de degrés de liberté

On appelle nombre de degrés de liberté le nombre s de coordonnées
généralisées (ou paramétres indépendants) nécessaires et suffisantes pour
déterminer la " position du systéme ".

Si N est le nombre total de particules constituant le

systtme et n le nombre des liaisons géométriques restreignant son
mouvement, alors s = 3N-n.

ncipe de l'action et de la réaction

_)
Si un corps 1 exerce sur un corps 2 une force K, alors le

-—)
second corps exerce aussi une force Fy; sur le premier de sorte que :

- -

B =-Kg,

Relation fondamentale de la Dynamique

— - - -y ¥
F = Z F i —— my = d—p = mgl
: t t
- -
ou  F est la résultante de toutes les forces E appliquées au point

- -
matériel m ; p=mv étant sa quantité de mouvement.


http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

Www .biblio-scientifique.com

20
Travail et Puissance

- >
dW = F.dt ; W= [dW = [F.dt
- - )
et P=—=Fv ou d¢ est un déplacement €lémentaire.

Energie cinétique pour une masse ponctuelle m :

1
en général : T= —2-mv2

. 15 (3% ) 5 A8 )
et en coordonnées cartésiennes uniquement : T = Em (x +y“+z

( pour une masse non ponctuelle, voir plus loin )

Energie Potentielle

C'est une grandeur physique scalaire fonction du point, donc de ses
coordonnées (et parfois du temps), dont la dimension est celle d'une
énergie.

Dans la suite, exception faite de quelques cas, nous ne cons%dtérerons
que les systémes dont I'énergie potentielle ne dépend pas explicitement
du temps :

U=U(q)=U(xe,ye, 2¢)

18158 1<¢<N
Exemples: énergie potentielle de pesanteur ; énergie potentielle
d'élasticité d'un ressort; énergie potentielle d'un systéme de charges

électriques ; etc. ...

Force dérivant d'un potentiel

- - -
Si RotF=0 & F =-GradU
Soit en coordonnées cartésiennes :
ou ou ou
Fx = ) Fy === b FZ = T T

21
_._)
On dira que la force F dérive du potentiel U. Exemples :

. - -
Poids d'un corps : U=-mgz e¢ P =mge;
1, » - —
Force de rappel d'un ressort : =5kx et F=-kx e;
Conditions d'équilibre

Pour qu'un systéme soit en équilibre statique, il faut et il suffit que :

e la résultante de toutes les forces ainsi que le moment résultant qui
s'exercent sur lui soient nuls :

- N 25 it
F=YF =0 e¢ M=) M =0
i i

e cas particulier important : Si le systéme est soumis
uniquement a des forces dérivant d'un potentiel il faut et il
suffit que son énergie potentielle U soit extrémale a la
position (Xp, ¥y, z,) dite d'équilibre :

U _8U _au

= =0
ox oy oz

xn ’yn ’Zn

équilibre Stable et équilibre Instable

e Une position d'équilibre est dite stable si le point
légérement écarté de celle-ci tend & y revenir, dans ce cas :

au o*u

U est minimale < 3"
X 2

=0 et >0

e Une position d'équilibre est dite instable si le point
légérement écarté de celle-ci a tendance a s'en écarter
davantage, dans ce cas :

X

1 X

2
=0 et aUZ <0
ox x,

U est maximale < _6_(1

X9
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Conditions d'existence d'oscillations libres

Pour qu'un systéme effectue des oscillations li.b-res
autour d'une position, il faut que celle-ci soit une position

d'équilibre stable .

Coordonnées Cartésiennes du centre de gravité

Systéme continu
) Zmixi . Ix dm

XG -———Zmi G Ipdv
D mii _Jydm
yg = Zmi (< Ipdv

d Zmizi Izdm

G = Zmi %G = jpdv

23
Moments d'inertie

D’une masse ponctuelle
R L i

J=mr

D’un cylindre ou disque plein et
homogene par rapport 4 son axe de %@

symétrie
1

2

D’une jante ou cylindre creux
par rapport & son axe de symétrie

&
J = MR? @
l

J == MR?

D’une barre par rapport a
un axe perpendiculaire et passant par
son centre de gravité¢ G

Jg = — e
RN i
D’une barre par rapport 2 un axe
perpendiculaire et passant par son

extrémité

m ¢2 S

Théoréme d' HUYGENS

Lorsque la rotation du corps se fait autour d'un axe A le moment
d'inertie  J, du corps relativement a cet axe A est égal au moment
d'inertie Jg du corps, relatif 2 un axe paralléle 24 A et passant par G

augmenté de la quantitt Ma? ol a est la distance séparant ces
deux axes :

Jo=Jg + Ma?

remarque : La valeur d'un moment d'inertie n'a de signification que si l'axe de
rotation par rapport auquel elle a été calculée est précisé, c'est a dire qu'elle dépend du
choix de cet axe. Pour cette raison, l'additivité des moments d'inertie n'est valable que si
ceux-ci se rapportent au méme axe de rotation.
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énergie cinétique d'un corps solide
dans un mouvement plan

Pour un corps solide non ponctuel, I'énergie cinétique totale s'écrit :

T=T

Translation * TRotation

avec T. o1 M vé ’énergie cinétique de

Trans 2
translation du centre de gravité G du corps .

1 )
et TROtz-iJGS

rotation du corps solide autour de l'axe passant par G et
perpendiculaire au plan de la trajectoire, M étant la masse totale du

corpset V_ la vitesse de translationde G .

I'énergie cinétique de

Frottement Visqueux

Un corps en mouvement dans un fluide ( liquide ou gaz )

est soumis 3 une force dite de "frottement visqueux" proportionnelle et
- -
opposée a lavitesse f = - o Vv

(dans la mesure ol cette vitesse n'est pas trop élevée ).

Soit, a un degré de liberté par exemple :

ou D est la fonction dissipation d'énergie du systéme .

Frottement sec ( ou solide -solide )

Un corps solide reposant sur une surface solide subit de la part de

—)
celle-ci une force f dite de "frottement sec" dont lintensité est
proportionnelle 4 la composante normale maintenant ce Corps en
contact avec la surface .

25

Souvent cette composante est le poi
e poids P=
dans ce cas : P mg du corps,

f=usmg sile corps est immobile.
f=usmg sile corps glisse sur la surface.

us  estle coefficient de frottement statique.

Hg estle coefficient de frottement dynamique ou de glissement.

avec : g 214

Lors d'un mouvement la force f i
est toujours opposée
déplacement du corps. J PP au sens de

En cas d'oscillations, elle changera donc périodiquement de sens .
Systéme conservatif

Un systéme est dit conservatif si i i
si son énergie "mécan J!
totale se conserve ( reste constante ) : i i
E = T + U = constante

c'est le cas, par exemple, pour un co is 3
' cas, A rps soumis a des forces dérivant
d'un potentiel indépendant du temps et en I'absence de frottements.

Ressorts en série

k=k1+k2
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Ressort et amortisseur avec deux extrémités mobiles

A k. 1ot
U=12-k(XB"xA)2 ’—\/\/\/\/-_‘

1 2 m :
p-zaliy- %) w0

ol Xxp et Xp sont les déplacements, comptés algébriquement, des
A ., (] g
extrémités par rapport & leur position a 1'équilibre .

Energie cinétique d'un systéme de points matériels

Pour un systéme de N points matériels :

N N o1 2
T= Z Tf = Z _2_ mf Ve
£=1 t=1
N ( 2.2 2)
! o ; - —my\ Xy +yr +2y
en coordonnées Cartésiennes: T l§1 5 Me\Re

o2 . g
=5 Z aj; (q;) 4i 9

et en coordonnées généralisées :

oll s estle nombre de degrés de liberté du systéme.
i : i d'inertie, peuvent en
Les coefficients aij(qi) , appelés coefficients
général dépendre des coordonnées généralisées q; .

i T dus stéme a une
Parfois, on peut ramener 'énergie cinétique y

2 aj Qi 4;

i,j=1

forme quadratique des vitesses généralisées q;

ou les coefficients a; sont alors des constantes.

Dans une théorie matricielle du mouvement, ils représentent les

€léments de la "matrice énergie cinétique" 7~

, 1 étant la ligne et j la
colonne .

Energie potentielle d'un systéme de points matériels

Lorsqu'on reste au voisinage d'un extremum de la fonction U, son

expression peut s'écrire comme une forme quadratique des coordonnées
généralisées :

1 S
=5 Z 1_] qi q;

(sauf exception, on ne considérera

que les systémes dont I'énergie
potentielle ne dépend pas explicitement

du temps.)

Les Cy sontappelés coefficients de rigidité du systéme.

Ils représentent les éléments de "la matrice énergie potentielle" & ,
i étantlaligne et j la colonne et on a : Cjj = ¢ji

fonction Dissipation d'éne ergie

Pour des frottements de type visqueux, c'est aussi une forme

quadranque des vitesses généralisées lorsque ces vitesses ne sont pas trop
importantes :

1 38 ..
2. i aanqu’
de

i,j
les ajj étant les coefficients de frottement visqueux de sorte que

29

direction de la coordonnée généralisée q; .

représente la composante de la "force de frottement" dans la
i

Ces Qjj peuvent parfois dépendre des coordonnées Qs
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Lagrangien et équations de LAGRANGE

C'est une fonction des coordonnées et des vitesses généralisées du
systéme:

L=T-U-=L(q;, d)

On en déduit les équations de LAGRANGE qui sont les équations
différentielles du " mouvement " du systéme :

afoL _a_li=_‘22-+Qi(t) avec i=1,2,..,8
dt(0q;) Jai  94i

( pour des systémes holonomes )

Q;(t) estla "force généralisée" ne dérivant pas d'un potentiel et
agissant sur le systéme suivant le degré de liberté¢ q; .

On obtient un systéme de s équations différentielles du second
ordre qui, en général, ne sont pas linéaires.

Cependant, dans la mesure ou I'amplitude des oscillatiqns peut étre
considérée comme faible , certaines approximations sont possibles .

(2 moins que la nature du probléme posé ne justifie pas celles-ci)
Les expressions de T, Uet L peuvent alors ét_re ramenées a des
formes quadratiques et les équations différentielles qui en découlent sont
linéaires, donc plus simples a résoudre.
On s'est limité & ces cas dans ce document .

La solution de ce systéme de s équations différentielles lipéahes du
second ordre 3 coefficients constants s'exprimera a l'aide de s
pulsations propres ©, ( avec 1<f<s ) et de 2s constantes

d'intégration .

Une valeur nulle de la pulsation propre ® correspond 2 un
mouvement de translation :

L oM et
de 5E+m%x=0 et ©0,=0 — ¥ =0 —> X% =cons

et x(t) =xt+ X,

29
Méthode matricielle

La détermination de la position d’un point matériel libre,
en mouvement dans I’espace réel & 3 dimensions, nécessite la donnée

de 3 coordonnées qui représentent les composantes de son vecteur
position ( voir plus haut ).

Par analogie, la connaissance de 1’état ( ou position ) d’un
systtme ( en mouvement dans un espace fictif & s dimensions appelé
espace de configuration ) nécessite s paramétres ( ou coordonnées
généralisées ) q; représentant les composantes de son vecteur position

qui, selon la notation de DIRAC , s’écrit comme un vecteur uni colonne :

9
|X> =1, 2 appelé vecteur Ket

s

Pour des oscillations sinusoidales libres, les équations du mouvement
s’écrivent sous forme matricielle :

()=o) o (L-w?Z)jx)=0

ot 7 estlamatrice unité et £ = 7% .U la matrice
Lagrangien du systéme.

7" étant sa matrice énergie cinétique dont les éléments sont les
coefficients de la forme quadratique T (énergie cinétique).

u sa matrice énergie potentielle dont les éléments sont les
coefficients de la forme quadratique U (énergie potentielle).
Soit un systtme de s équations algébriques qui n’a de solution que

si son déterminant est nul ; ‘L—mzl ‘= 0.

Ce qui donne une équation caractéristique & s racines ®, qui, si
elles sont réelles et positives, représenteront les pulsations propres du
systéme considéré ( £ =1,2,3....,s).

Il est important de retenir que la pulsation , , par exemple, n’est pas

celle de la seule masse 2 du systéme mais la deuxiéme pulsation propre
de l’ensemble du systéme .
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Mode propre

Un mode propre relatif 2 une pulsation propre donnée peut étre
défini comme le « mouvement » particulier dans lequel tous les degrés
de liberté (coordonnées généralisées ) du systéme vibrent a cette meme

pulsation .

On dira aussi ( MATHS ) direction propre ou vecteur propre .

Couplage n o g .
Pour les systtmes a plusieurs degrés de llberte_, il peut .parfms
apparaitre dans les expressions de leurs énergies potentielle, cinétique ou

de dissipation, des termes en q;jq; ou en 4iq; (i#j).

On les appelle termes rectangles ( ou croisés ) ou plus
généralement fermes de couplage. ’ . o
Ils traduisent un éventuel couplage entre les degrés de libert¢ i et j

L’existence ( ou non ) d’un couplage se remarque également par la
présence (ounon ) au niveau : S8
v Des équations différentielles du « mouvement » ,du sys.teme,l un
terme « étranger », c’est a dire relatif au degré j dans I’équation relative
au degré de liberté i . . . !
v Des matrices associées, de termes non diagonaux différents de
zéro .

Un couplage peut étre

e Soit de nature physique : influence entre deux parties d’un systémej
par I’intermédiaire d’un élément concret ( dit élé.men-t de. couplaglel -
ressort, amortisseur, condensateur ... ) ou non matériel ( inertie, mutuelle
induction, ... ). . .

e Soit de nature mathématique, c’est a dire dit umquen’n'ent au choix
particulier des coordonnées généralisées utilisées dans I’étude de ce
systéme. o

L’existence de termes de couplage dans les calculs ne préjuge pas
de celle d’un couplage réel entre les différents degrés de ‘hbene d un
systéme. Seule une bonne observation de la structure du systéme pourrait
permettre de faire la différence.

31
Inversement, méme dans le cas d’un couplage réel, il est toujours

possible de trouver un choix judicieux de coordonnées généralisées telles
qu’il n’y ait pas :

v de termes rectangles dans les expressionsde T,U, L ou D.

v' de termes « étrangers » dans les équations différentielles.

(on dira alors que les équations sont découplées )
v de termes non diagonaux différents de zéro dans les matrices

associées ( dans ce cas les termes diagonaux de la matrice Lagrangien £
sont les pulsations propres du systéme ).

Les coordonnées généralisées qui permettent un tel découplage sont
appelées coordonnées normales du systéme .

Elles sont combinaison linéaire des coordonnées généralisées

quelconques et peuvent étre trouvées a partir de celles-ci par une
transformation linéaire adéquate .

Lorsque I’étude d’un systéme se fait au moyen de ses cordonnées

normales, chacune d’elles exprime un mode propre relatif 4 une pulsation
propre donnée de ce systéme.

On distingue différents types de couplages

o élastique : termes de couplage proportionnels a la coordonnée
généralisée.

o résistif . termes de couplage proportionnels a la vitesse
geénéralisée ( avec dissipation de I’énergie du systéme ).

® inertiel : termes de couplage proportionnels a I’accélération.

® gyroscopique : termes de couplage proportionnels 2 la vitesse
généralisée, de signes contraires et en absence de perte d’énergie ( cas
notamment du gyroscope ).

Les trois premiers sont dits couplages symétriques, le quatriéme
couplage antisymétrique .

® non symétrique : présence d’un terme de couplage dans une
seule équation différentielle ( cas de la portance d’une aile d’avion , hon
traité dans ce polycopié ).

Cette distinction peut aussi s’avérer tout  fait arbitraire puisqu’elle
dépend du choix des coordonnées généralisées ( exemple : exercice 59,
benne de camion ——p.  couplage inertiel ou élastique ).
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Coefficient de couplage

L’étude théorique d’un couplage se fait souvent par I’introduction
dans les calculs d’un coefficient de couplage I' défini de sorte qu’il
tende vers 0 pour une absence de couplage et vers 1 pour un
couplage tres ferme.

Il est défini, par exemple, comme un rapport entre des énergies .

Pour un couplage élastique, il exprime I’importance de ’énergie
d’interaction ou d’échange par rapport aux autres énergies du systéme.

Pour un couplage par mutuelle induction, il exprimera le rapport de
I’énergie transférée a 1'énergie des mailles du circuit .

Conséquences d’un couplage

Un couplage entraine 1’écartement des valeurs des pulsations propres.
Types de vibrations

Certains systémes & plusieurs degrés de liberté peuvent s’étendre
dans une direction plus que dans les deux autres : cylindre, tube, barre
ou barreau, chaine, corde ...

Cette direction particuliére, dite longueur du systéme, est souvent
axe de symétrie.

Lorsque ce systéme est le si¢ge de vibrations, celles-ci peuvent se
faire :

v Dans la méme direction que sa longueur ou axe; on aura des
déplacements longitudinaux ou des vibrations longitudinales .

v Dans la direction perpendiculaire & sa longueur ou axe ; on aura
des déplacements transversaux ou des vibrations transversales

Pour certains systémes, seul un de ces types de vibrations peut
exister ( colonne gazeuse: vibration longitudinale, corde : vibrations
transversales ).

Pour d’autres systémes, les deux types peuvent coexister et méme
s’induire I'un l'autre ( molécule linéaire : vibrations longitudinales et
transversales ).

Enfin. il existe d’autres types de vibrations ( de torsion , de flexion, ...).

-C- ELECTRICITE
Courant électrique . dq
dt

ou q est la charge électrique

Capacité d’un condensateur plan
et force s’exercant entre ses armatures

€S 1q%2 1 Cv?
c=5S p-la’ _1Cv ‘
q 5.5 BTY (attraction )
Tension aux bornes
v d’une résistance VARG v el
R
v d’une self v=LE - i=—l—jvdt
dt L
v d’une capacité v=——Iidt - i= £
dt
Puissance électrique P=vi
Energie électrique W, =1cv2 _1d
2 2C
ergie magnétique Wy == L2
2

33
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LOIS DE KIRCHOFF

1) loi des mailles : Z vj=0
J
On choisit arbitrairement un sens de courant fictif que I’on
prendra pour sens positif. On parcourt toute la maille en comptant

positivement les tensions qui tendent a engendrer un courant dans ce |

sens et négativement les autres.

2) loi des nceuds : Z i;=0
j

On comptera positivement les courants qui arrivent au nceud et
négativement ceux qui le quittent.

Impédance des circuits RL C :

v Impédance d’une résistance pure  Zg = R (réelle)

v Impédance d’une inductance idéale Zj = jLo (complexe)

v Impédance d’une capacité idéale Zc = ]-é; (complexe)

L en paralléle avec C:

o _r 1 A
Zyp Iy Zc =
Lo
= ZpB =) C
1- LCo? L :E
Si 0)2 = —1—— - Z —
2 AB B

On dit alors que L et C constituent
un circuit bouchon

( impédance trés grande )

) 35
L en série avec C

L ZL+ ZC
X‘?YYYYYD—I—;

i LCo? -1
Co
2

. 1
Si ® —-IE —_ ZAB -0
Onditque L et C constituentun court-circuit (impédance nulle)

Impédance de trois éléments R 2 L et C en série

_E® . 2
=—SZ=R+ j (L(o—é) =R +j (___LC‘” ‘IJ

a
N

g
]

i(t) Co
dmittance de trois éléments R, L et C en paralléle
yad®) T Y T T Ty

TR P b ot |

._}
Flux de B au travers d’une surface S o= I E&E
S

d
f.e.m induite e=- d_‘tb (loi de FARADAY — LENZ )

Self - inductance ¢ = Li étant le flux qui traverse un circuit

arco . . - . . —*
parcouru par un courant i , créant ainsi un champ d’induction B .

Le coefficient de proporti ité i
. portionnalité L est I’auto-ind
self-inductance de ce circuit. uetance ou

Inductance mutuelle

La fem induite dans un circuit 1 par le champ d’induction
._)

magnétique B créé par un second circuit 2 est :
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: dip
12 fldil- et réciproquement e =—Mz —=
t

avec Mp=My3; =M coefficient d’inductance mutuelle qui' ne
dépend que de la géométrie des deux circuits et de leurs positions

relatives.

Force agissant sur une charge électrique

€12 =

(force de LORENTZ )

Force magnétique agissant sur un
élément conducteur parcouru par un courant i

E)F = id—z A g ( Force de LAPLACE )
p it
magnétique agissant sur un circuit
Couple n ue N
fermé parcouru par un courant i et placédans B
> - -
M=mAB

_’ . . . . I3 .
ou 171/ —iS n est le moment magnétique du circuit, orienté suivant

—) . .
la normale » a la surface du circuit.

—3
De méme sur un aimant permanent, de moment magnétique #2  et
- - -
—
placé dans un champ B , s’exerce un couple : M=wmAB
-> -
U=-m.B

Energie potentielle magnétique

37

=D- OSCILLATEUR LINEAIRE
A UN DEGRE DE LIBERTE

On appelle oscillateur linéaire a4 un degré de liberté un systéme dont
les oscillations sont régies par 1’équation différentielle :

mX + ax + kx = F(t)

( avec une équation caractéristique a discriminant A négatif )

NB A titre d’exemple nous avons pris le cas d’un oscillateur
mécanique simple ( masse , ressort , amortisseur , force ) , pour un autre
type d’oscillateur il faudra remplacer les paramétres (m ,k, o , F ) en
conséquence.

Les propriétés caractéristiques de l'oscillateur linéaire sont :

v La période est indépendante de I'amplitude des oscillations tant
que cette derniére reste faible.

v On peut appliquer le principe de superposition aux effets de
plusieurs forces excitatrices.

1) Régime libre nonamorti ( F(t)=0 ; a=0 )
mi +kx =0 - ¥+0x=0 > x(t)=Csin(ogt +y)

ol g = ,/ % est la pulsation propre de I’oscillateur.

C’est le cas, par exemple, d’'une masse soumise uniquement a une force
de rappel : r
x(t) = Csin(w, t+y)

F=—h=—m%xdﬁwm

d’une énergie potentielle C ___'::::::: ::::
U= Lk? !
2 : >
Le systéme est conservatif © \/ B t
E = T+ U = constante. L e e



http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

Www .biblio-Sgientifique.corm

38
2 ) Régime libre amorti (F®) =0 ; a=#0)
mX +ox +kx=0 ou ii+28)‘(+m(2,x=0
== Ol ’ 1
avec O = Am facteur d’amortissement
I'équation caractéristique 1’ +28r+@; =0
aun A'=82-03 <0 Ax(®)
\ Ce-6t
si I’amortissement est faible .«

> x(t) = Ce ¥sin(w,t +v) \ /\ D X

[ b i e
avec 0y = (n(z, - 82 A P
T, /|

pseudo-pulsation
des oscillations libres amorties

le systéme est dissipatif de I’énergie

Nous conviendrons partout d’appeler o coefficient d’amortissement
et & facteur d’amortissement, pour différentier ces deux parameétres.

Xn_ 5T,

Décrément Logarithmique: = % Log

( ne pas confondre avec la fonction Dissipation de I’énergie du systéme )

Xn+/

Ou x, estl’amplitude du niMe nax et x celle du £ ™ max
n p n+/¢

suivant ( n et £ entiers quelconques ).
Constante de temps ( pour I’ amplitude ) : 1 = %

Energie totale moyenne:

(E)=(T+U) = moz C2e 23t

i
2

_t
ou (E)one‘25‘=Eoe /tz

39
Constante de temps ( pour Uénergie ] (ou la puissance ) :

=1 ’
2 = A 5 ¢'estle temps de chute de I’énergie moyenne a E%

La grandeur 7, est parfois dénommée temps de relaxation du systéme.
3) Régime amorti forcé (F®)#20 ; a=#0)
mX + ax + kx = F(t)
dans le cas d’une force extérieure appliquée sinusoidale :

Ft) = Fsinot - & +28% + 02 x = -2 sinot
m
- x(t) = Xp(t) + Xp(t)

E -8t .
X(t) = Ce " sin0,t + y) + A(0) sin(0t + o)
régime transitoire régime permv anent :

Les constantes C et :
L .. Y seront déterminées par les conditi
initiales du probléme. P ditions

A'pres un temps t >> 7 = yd » le régime transitoire s’atténue et
disparait, seul le régime permanent subsistera et :

x(t) = xp(t) = A(w) sin[mt + <p(co)]

La force extérieure im; :
pose alors sa pulsation ® illati
systéme avec : P aux oscillations du

A(O.)): FO
1
m[(mo-mz) +482m2]é
O, — m2
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DIAGRAMME

d ’AMPLITUDE

—
()

-
(0]
DIAGRAMME

de PHASE

Les résultats obtenus ainsi que les graphes ne sont évidemment
valables que dans la mesure oul les amplitudes restent de faibles valeurs.

\
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Pulsation de résonance ( pour I’amplitude )
Op = \l w(z) 282
Bande passante Ao =0y -0 =28
®; et @, étant deux pulsations définies par :
A <P>
A@,) = A(®,) = X ou <P(®)> = <P(0,) > v~ —MAX
( 1) ( 2) ‘\[2_ ( 1) ( 2) 5
Facteur de qualité
En électricité on lui donne aussi le nom
de « coefficient de surtension » w000 D0 ~ . o
Ao 28 o3-0; D

Energie et puissance totale moyenne (en régime permanent )
<E> = —}‘- m (m% +m2) Az((o)

&t <P>= % o 0? Az(m) puissance moyenne dissipée par les

frottements ou fournie par la force appliquée .

La résonance en puissance se produit pour o = o, et :

F§
<P> =<Plag)> =——
MAX (@) 4md
<E>yux = <E(0g)> = %"-
Echelle décibels

Pour I'amplitude A(w) = 20 Log;g A)
Apax
Pour la puissance P(w) = 10 Log;o e
Pyiax

L’unité d¢ A(w) et P(w) étantle décibel ou dB
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Analogie
11 arrive parfois que les oscillations de courants qui ont lieu dans un
circuit électrique (R, L, C ) et les vibrations d’un systéme mécanique
soient régies par les mémes équations différentielles .

On dit alors que les deux systemes sont équivalents.

Il en découle une certaine analogie dans leur comportement et une
correspondance entre leurs €léments constitutifs ( tableau page 43 ).

Un méme systéme mécanique peut avoir deux circuits électriques
équivalents ( force / tension et force / courant ) mais il existe des
systémes mécaniques qui ne possédent pas d’équivalent électrique et
réciproquement ( cas du couplage par mutuelle induction ).

Lorsqu’un systéme mécanique posséde un circuit électrique
équivalent, on peut exploiter ce fait en faisant ’étude mathématique et
P’expérience de simulation pour le circuit électrique pour ensuite
extrapoler les résultats obtenus au systeme mécanique.

Cependant, pour que cette fagon de procéder puisse donner des
conclusions fiables, il est nécessaire de s’assurer que les valeurs
numériques des diverses grandeurs physiques (mécaniques et électriques)
vérifient les relations sans dimensions suivantes :

ln_l—-_—_l:ll 9. _k.1—=g.z_

my; Lp i k, €

F _EC : o’ _R’C

kx q : km- L
O méca ,LC _li
O¢lect

Pour cette raison, méme s’il existe théoriquement, un circuit
électrique équivalent peut s’avérer irréalisable ou sans utilité pratique.

Dans le tableau qui suit on trouvera, suivant une méme ligne, la
correspondance entre les termes au niveau des équations.

L’équivalence entre éléments du systéme mécanique et composants
du circuit électrique s’en déduit aisément.

On parlera indiffé:emment d’analogie m/L ou Force/ Tension
et d’analogic m/C ou Force/Courant.

ANALOGIE ELECTROMECANIQUE
TABLEAU DE CORRESPONDANCE

i ta?;(stémes mécanigues. Circuits électriques
otation translation [lanalogie m/L analogie m/C
angle 9 déplacement x || charge q u= fv dt
vntesse, . 9 . X courant =i tension v
moment d’inertie J masse m |linductance L | capacité C
constante de torsion ¢| raideur k y 1
' ¢ | X
coefficient de frottement résistance admittance
B o R %1
1 énergie cinétique
T =iz J 92 X l o2 l . ]
3 2mx T=5L i2 T=5C v2
1 énergie potentielle
u=1pg2 —lkxz 11 » 11
=— U=—— =—_ y?
2 2 Tl e w i
1 fonction de Dissipation
1542 1
D=_p$ D=-ax? | D=lri2| p=lLl 2
2 2 2R
Lagrangien L=T-U
¢quations de LAGRANGE
d ( ) o
— | -— ===+ 0.
&) Tt A0
. ZForce généralisée ¢ appliquée
moment _apphqué force appliquée ) tension appliquéd courant imposé
S‘E;)lb— l\'f{(t) Q(}) =F(t) Q) =E(t) Q(t) = I(t)
ére e degrés de liberté nombre de mailles | nombre de noeuds
lément de couplage élément commun | élément commun
‘ a 2 mailles a 2 noeuds
» impédance admittance
7 M(t) 7= &)_ E(t) I
Mo I IS :OT NS 1
x(t) i(t) v(t)
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EXERCICE 1
Une tige rigide sans masse et
de longueur fl + fz , porte a ses

extrémités deux masses m, et m,.

Elle est articulée au point o situéa fl

de m, et occupe au repos une position
verticale.
1) écrire 1'énergie potentielle de

pesanteur des deux masses et en déduire
la condition d'équilibre stable du systeme.

2) calculer son Lagrangien et

en tirer l'équation différentielle de son
mouvement.

3) commenter la relation qui

existe entre la condition d'équilibre précédemment établie et la condition
pour que l'équation différentielle du mouvement soit celle de

Métronome

Www.biblio-

lentifi que.corﬁ
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/l.1_SYSTEMES LIBRES NON AMORTIS

A s o
«

petites oscillations autour de la position de repos de la tige.

EXERCICE 2

Deux barres By et By
de masse et de longueur respectives
(my, £) et (m2,2€ ) sont
solidaires et forment entre elles un
angle droit .

L'ensemble est suspendu et- peut
osciller autour d'un axe 0 .
1) calculer l'angle y que fait Bj
avec la verticale, a 1'équilibre statique.
2) calculer le Lagrangien de ce systéme.

3) en déduire la période de ses
petites oscillations.

4) donner la valeur de cette période si les deux barres ont été obte x '
partir d'un méme barreau homogene. W

EXERCICE 3

On considére les systémes représentés sur les figures suivantes :

Cas b)

A
ANNNA—
Cas a) 9
S g

. Tige de masse négligeable
oscillant sans frottement dans un
plan vertical.

La position d'équilibre statique,
do.nnée par la ligne pointiliée , est
prise pour origine (9 = 0),

1) quelle est la déformation du
ressort a I'équilibre statique.

2) quelle est la condition
d'oscillation du systéme ?

Dans le cas ou iti isfai
cette condition n'est pas satisfaite
le mouvement du systéme ? : i R

3) établir I'équation différentielle des fai it
systéme et en déduire leur période. S selliations dn

Dans quel cas la période est elle indépendante de g et pourquoi ?

4)  calculer l.'t?ffort exercé par le ressort sur son point d'attache A du
mur, le sens positif étant celui pris pour 8 sur la figure .
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EXERCICE 4 i

Une barre rigide de masse m et
de longueur £ est articulée a I'une de ses
extrémités 0.

A sa seconde extrémité est
attaché un ressort de raideur k de sorte
qud l'équilibre statique la barre forme
un angle yq avec la verticale.

Le ressort peut étre considéré comme
pratiquement perpendiculaire 2 la barre &
tout moment.

1) écrire la condition d'équilibre
du systéme et l'utiliser pour simplifier
I'expression de I'énergie potentielle.

2) &crire le Lagrangien et 1'équation de LAGRANGE du mouvement
du systtme puis donner sa pulsation propre dans le cas de faibles

oscillations autour de la position d'équilibre ainsi définie.

EXERCICE 5

Une masse M est
suspendue par un ressort de
raideur k; & l'extrémité
d'une barre rigide, sans
masse, de longueur £ , et
pouvant pivoter autour de
laxe O placé a son autre
extrémité. Elle est elle méme o
retenue par un ressort de X ;
raideur ko, fixé a une
distance a de l'axe 0.

1) montrer que le systéme est & un degré de liberté en établissant une
relation entre 8 et x .

2) déterminer la fréquence propre des oscillations de la masse M .
3) quelle est laraideur k du ressort équivalenta kj et k.

49

EXERCICE 6
Un fléau de longueur
£ portant 4 ses extrémités
deux masses m et M
est articulé autour d'un axe

0 distant de % de la
masse M.

Celle-ci est intercalée
entre deux ressorts
verticaux de raideurs
respectives kj et ky .

' Le fléau est de masse négligeable et a l'horizontale & I'équilibre
statique.

Il est .repéré dans son mouvement par l'angle 8 compté & partir de
cette position d'équilibre.

Donner le Lagrangien du systéme et sa pulsation propre.

EXERCICE 7

Trois tiges rigides,
sans masse et solidaires a l'une
de leur extrémité 0 ou elles
présentent un angle droit entre
elles, forment ainsi un T
renversé articulé autour d'un
axe horizontal fixe situé en 0 .

Chacune de ces tiges porte a
son extrémité libre une masse
ponctuelle, la tige 3  étant
attachée a un ressort de raideur
k de sorte qu'a I'équilibre
statique la tige 2 soit verticale.

Sa position au cours du mouvement étant donnée par 'angle 9 .
1) trouver l'expression complete de I'énergie potentielle U du systéme.
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Pour cela on choisira pour origine des angles 8 la position
d'équilibre du systeme et pour référence des U (U =0) la position

pour laquelle le ressort n'est pas déformé.
2) derire la condition d'équilibre .
3) simplifier I'expression précédente de I'énergie potentielle.

Conclusion ?
4) donner le Lagrangien du systéme.
5) en déduire I'équation du mouvement et la pulsation propre.

6) quelle est la condition pour qu'il y ait oscillations ? la comparer avec
la condition d'équilibre stable.

EXERCICE 8
Deux tiges de masses négligeables et de longueurs respectives £ p et

') , sont soudées a angle droit par l'une de leurs extrémités tandis que

I'autre porte une masse m; et m, .
L'ensemble peut pivoter autour d'un axe fixe 0 situé a une

distance d de la soudure et un ressort de raideur k est attaché a la

masse mj de sorte qu'a l'équilibre statique le systéme se trouve avec

latige £, verticale.

Ecarté de cette position d'équilibre,
le syst¢tme effectue des oscillations de
trés faibles amplitudes repérées par
l'angle 9 .

1)  donner l'expression compléte de
I'énergie potentielle totale du systéme.
Pour le calcul de I'énergie
potentielle d'élasticité du ressort et de
pesanteur de m, on ne prendra en
compte que leur translation verticale.
2)  en déduire la condition d'équilibre.
1) utiliser cette relation pour
simplifier le Lagrangien et faire les
approximations pour le donner sous une forme quadratique.

4)  trouver I'équation différenti .
ielle d
propre de ce systéme. © U mouvement et la fréquence

EXERCICE 9

Soit un systéme oscillant conservatif 3
un degré de liberté consti
d'une masse ponctuelle m dont l'énergie totale est E = 81(1)5 lﬁ:j

I'énergie potentielle est donnée par la fonction :

3 2
s 5 ]
- ot le graphe représenté par
figure ci-contre . A

¢ étant une longueur
bonstante caractéristique duy
~ probléme.

1) quelles sont les positions
'équilibre du systeme ?

A quel type d'équilibre 74 0 ap, 4
dorrespond chaque position ?

! 2) calculer I'énergie cinétique du systéme ainsj que la force

Ct O um i y

L]
|
o]

1
—

b quels types de mouve i
ment an
Mlow régions 1 , 11 ou 111 2 Iment la masse m dans chacune

l“z' on Vel:lt que le systéme soit animé d'up mouvement oscillatoire
“‘élir§ de faible amplitude a =003/ autour de sa position
(uilibre stable, quelle est alors I'énergie totale du systéme ?

) calculer, dans ce cas i
: » son Lagrangien et ire 1'é i
ouvement et la période propre 3 AT eggion) 2y
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EXERCICE 10

|e syntéme ci-contre est constitué de deux tiges rigides et sans masse
A o AB perpendiculaires entre elles, d'une masse ponctuelle m
solldaire de B et d'un ressort de raideur k reliant un bati fixe et vertical
0y oumilieu M de latige OA. Cette tige peut pivoter librement

autour de l'axe fixe 0 et, a 'équilibre, elle fait un angle y avec l'axe
horizontal 0x .

a partir de cette
position d'équilibre en pointillés
sur la figure, on fait pivoter le
systéme qui, relaché, effectue
des petites oscillations repérées

par l'angle 9 .
On donne :

0A=2¢ et AB =/
1) quelles sont les coordonnées
x et y delamasse m en
fonction de y etde 3 ?

2) pour des oscillations de faibles amplitudes , on supposera qu'une
compression du ressort a partir de sa position d'équilibre est donnée par :

EXERCICE 11

Une tige d’acier horizontale
et de constante de torsion ¢ 3
une extrémité fixée au centre
dun disque homogéne de
masse M et de rayon R et
solidaire de celle-ci.

.La seconde extrémité de la
tige est solidement ancrée 3
un bati et, une petite masse
m est soudée au point le plus
bas du disque.

o

Pl

o PRI y i fil
lmprime a ce systéme une rotation initiale 8¢ eton le lache

Trouver le Lagrangien de

_ Ien de ce systtme et sa
négligeant le moment d'inertie de Ia tige d'acier.

51

pulsation propre, en

AX = Xp — Xg Ou Xq est l'abscisse dupoint M a I'équilibre et EXERCICE 12 s LSS
Xy son abscisse 4 un instant t quelconque. | ——— Calculer la pulsation propre
Montrer que cette compression peut se mettre sous la forme : i e. representé sur la figure.
: b , La poulie homogene est de masse M
Ax=-F 9siny ( spécialement pour cette question on fera et de rayon R, le ressort de raideur k et R
I'approximation cos$ =1 ; sind =48 ) le corps suspendu de masse m . o iy
3)  quelle est I'énergie potentielle U(8) du systeme ? Le fil inextensible passe sur la poulie
4) trouver la condition d'équilibre et donner la forme quadratique Jets glisser. .
de U(Y). : R i il 22 sr;égllllegfm fia masse du ressort
5)  quelle est I'énergie cinétique du systéme ? de la poulie. el atemett qur laxe m k
6) former le Lagrangien du systtme et en déduire I'équation qui Wl il
X
v

gouverne son mouvement libre .

7)  quelle est la relation quidoitrelier k, m, ¢ et y pourque
lo systéme oscille 2 quelle est dans ce cas sa période propre Ty ?
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EXERCICE 13

Un disque homogeéne de masse
M et de rayon R, est attaché par
son axe 4 l'extrémité d'un ressort
horizontal de raideur k .

Une tige rigide,
de longueur ¢ , de masse
négligeable et portant une masse
ponctuelle m , est solidaire du
disque qui peut rouler sans glisser
sur un béti horizontal.

Trouver le Lagrangien puis la
pulsation propre du systéme.

EXERCICE 14

Un fil inextensible, portant a
chacune de ses deux extrémités deux
masses ponctuelles m et p , s'enroule
sans glissement autour d'un disque
homogeéne de masse M , de rayon R et
d'axe horizontal fixe 0 .

En un point A , situé a une distance
a <R de cet axe, est attaché un ressort de
raideur k tel qu'a I'équilibre statique le point
A soita la verticalede 0.

1) sachant que m > p , calculer en
fonction des données la déformation du
ressort & 1'équilibre statique.

2) calculer le Lagrangien et la pulsation
propre de ce systtme pour les petites
oscillations autour de la position
d'équilibre.

masse ponctuelle m .

~ solidaire du disque occupe une position

- M et de rayon R est suspendu par un
- cfible inextensible qui s'enroule autour

55
EXERCICE 15

Un disque homogéne, de masse M et
de rayon R, peut pivoter autour de 4y
son axe 0 horizontal et fixe . :

A deux points diamétralement
opposés du contour de ce disque sont
fixés, d'une part l'extrémité d'un ressort
k , d'autre part une tige rigide de
longueur £ et de masse négligeable
mais portant & son extrémité libre une

A Téquilibre statique la tige qui est

verticale.
1)  analyser cet équilibre, écrire I'énergie potentielle du systéme et en

~ déduire la condition d'équilibre.

2) donner le Lagrangien du systéme et sa pulsation propre.

EXERCICE 16

Un disque homogéne de masse

sans glisser.

L'une des extrémités du céble est
prolongée par un ressort de raideur k .

Trouver la pulsation propre de
¢e systéme.
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A un ressort non tendu et fixé par son extrémité supérieure, on accroche
un corps de masse m qu'on lache ensuite sans vitesse initiale.

Le ressort étant de masse négligeable et de raideur k, déterminer :

1) ln loi du mouvement du corps .

b) les tensions maximale et minimale que subit le point d'attache du
ressort
EXERCICE 18

Une masse M est reliée par deux

ressorts identiques de raideur k & un
support qui tourne A vitesse constante Q
autour d'un axe vertical.

La masse peut se déplacer
sans frottements sur le support et selon
I'horizontale.

1) calculer le Lagrangien du systéme.
Quelle remarque peut-on faire sur certains termes de ce Lagrangien ?

2) calculer la période des petites oscillations de la masse M .

3)  pour quelle valeur de la vitesse de rotation Q du support, la

masse M n'oscillera plus ?

EXERCICE 19
Une masse ponctuelle m est
astreinte & se déplacer sur une courbe
d'équation :
y=a x? ( parabole )
calculer son Lagrangien et

)
en déduire I'équation différentielle de son
en les fr

PP
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EXERCICE 20

~ Un cylindre homogene,
de section constante S et de hauteur h,
plonge dans un liquide et s'y maintient
équilibre dans une position droite en
ayant une partie immergée donnée par X,
comptée A partir de la surface du
liquide.

Si on écarte légérement, dans
le sens vertical, ce corps de sa position
d'équilibre statique et qu'on le relache il
effectue des oscillations verticales de
faibles amplitudes dont on demande de
déterminer la période sachant que la

! densité relative du cylindre par rapport au liquide est d<1 .
On repérera le corps par la coordonnée x com i
On : iptée de la surface lib,
du liquide 2 sa ligne de flottaison a I'équilibre statique. -
On négligera l'eﬁ'e_t de la viscosité du liquide et on supposera que le
niveau de sa surface libre ne varie Ppas au cours du mouvement du cylindre.

EXERCICE 21

Un manométre a la forme d'un
tube en U de section constante S et le
uide de masse volumique p correspond a
une longueur de tube £ .

1) calculer la période des petites oscillations
e cette colonne de liquide lorsqu'elle est
doartée de son niveau d'équilibre.

rechercher I'expression de cette période
le cas ol la branche droite du tube serait
llnév:e dun angle y par rapport a la

des dépl faibles amplitud

2) faire 1

pour linéariser cene"équation et la r&rmdre;donner alors la période de ce
mouvement ,

t- le résultat pour y = 0 ?
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EXERCICE 22
On veut mesurer la p
horizontale B, du champ d'induction

magnétique terrestre a l'aide d'un pendule
formé d’un aimant horizontal de moment

>
magnétique #2 et masse M, suspendu
en son milieu 0 aun fil sans torsion .
L'aimant a la forme d'un
Héléninad 1a de.l ¢
et de section transversale trés petite .

On fait tourner le pendule, autour
de I'axe vertical 0 0', d'un angle 9; et on
I'abandonne & lui méme .

1) Ecrire I'équation du mouvement dans le cas ou les forces de
frottement sont négligeables.

En déduire la période d'oscillation du pendule lorsque 'amplitude des
oscillations est faible.

-l ey

2) calculer B, si T)=82s ; s =2Am’

M=80gr ; £=10cm ; sin8 =8
3) Afin d'éliminer dans les formules le moment d'inertie qui ne peut
étre déterminé avec une grande précision, on procéde dans la
pratique :
L 'expérience précédente étant achevée, on la répéte cn plagant sur le
barreau deux masses cylindriques en cuivre de masse m = 15 gr a une
distance d = 4cm de part et d'autre de I'axe 00'.

La nouvelle valeur de la période est alors Ty =107 s . caleuler B,

— T T T~

/l.2 SYSTEMES LIBRES AMORTI:

EXERCICE 23
Une tige rigide, sans

masse, de longueur ¢ 1+ ¢ porte une k
masse ponctuelle m a4 I'une de ses
extrémités et constitue un pendule d'axe
0 fixe et situé a une distance £ de m.

De part et d'autre de cet axe 0 et
4 des distances respectives / petd,
sont fixés un ressort de raideur k
et un amortisseur de coefficient ¢ .

; A Téquilibre statique la tige est
verticale, la masse m en bas . Donner :
1) le Lagrangien du systéme.

2) l'équation différentielle de son
3) sa pseudo-période.
4) quel changement qualitatif interviendrait dans le Lagrangien si tout le
Systéme était pivoté de n/2 de sorte qu'a I'équilibre statique la tige soit
horizontale ?
EXERCICE 24

Un cylindre homogeéne
de masse m, de rayon R, sur
lequel est attachée a une
distance b du centre 0 une
masse ponctuelle p , peut
touler sans glisser sur un plan
horizontal.

Deux ressorts de
rideurs k) et k, sont fixés,
en position d'équilibre, a la
verticale et a des distances
fespectives R et a ducentre 0.

s NCER

o—
=]
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On e propose d'étudier le mouvement vibratoire du cylindre dans le cas
d'oscillntions linéairres de faible amplitude pouvant ainsi considérer que
les points A et B ont des trajectoires pratiquement rectilignes et

horizontales.
1) calculer dans ce cas le Lagrangien du systéme.

On prendra comme coordonnée généralisée l'angle de rotation 9
du cylindre par rapport & sa position d'équilibre.
2) établir I'équation différentielle qui régit les petites oscillations du
systéme.
3) en déduire la pulsation @ des oscillations non amorties.

4) calculer la solution 9(t) sachant que pour t = 0 :
90) =9 ; 80 =0

§) en supposant maintenant qu'il existe une force de frottement dont le
moment par rapport au point 0 est proportionnel a la vitesse angulaire
de rotation (M = -B 8 ) , établir 'équation différentielle qui régit les

petites oscillations amorties.

EXERCICE 25

Un circuit électrique R L C série comprend une résistance R =1 Q,
une self L = 0,1 mH etune capacit¢ C = 4 pF.

Quelle est la valeur de son facteur de qualité Q ?

Peut-on conclure, a partir de cette valeur de Q , si des oscillations
¢lectriques sont possibles ou non dans ce circuit ?

EXERCICE 26

Une barre métallique de masse m peut osciller, tel un pendule, autour
d'un axe horizontal 0 . L'extrémité inférieure de la barre glisse sur un
conducteur ayant la forme d'un arc de cercle AC de centre 0 et de
rayon égal a la longueur 2 a de la barre .

Une résistance R est intercalée entre l'axe 0 et le
milieu de ce conducteur. L'ensemble de ce dispositif est placé dans un

-
¢hamp magnétique B perpendiculaire au plan des oscillations.

61
La barre étant écartée d'un petit
angle 8 , on l'abandonne sans
vitesse initiale.

On négligera le frottement de
la barre au niveau de |'axe et du
conducteur AC ainsi que la
résistance électrique de la barre
du conducteur et de leyr contact, :

1) donner les expressions du Lagrangi £ N
systéme. grangien et de la fonction dissipation du

ie)lrreen déduire I'équation différentielle des oscillations amorties de la

4) préciser pour quelle valeur de I'intensité i
oscillations sont possibles. R i oeniae oes

EXERCICE 27

Le cicuit
électrique, représenté syr <
la figure ci-contre , est
composé d'un généryeur
de f e m constante g , R
d'une résistance fixe gr

N
--P e

U()

l(‘)

r = 50 Q {'un
condensateur de capyijté e
C =1425 oF, dune L
résistance variable } 4 E

: X

d'une bobine de self | et
d'un inverseur.

Les bornes du congnsateur sont reliées a I'entrée d'un oscilloscope.
1) montrerque I' =: C a la dimension d'un temps. Calculer T" .
2) linverseur est fem¢ sur la position 1, on charge le condensateur :
Quelle est, par rapprt 4 sa valeur maximale q M » lacharge q au
boutd'un temps t =1 | puis au bout de t = 10T" ?

@ ———-------
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3) le condensateur étant ainsi chargé, on place l'inverseur
sur la position 2 aprés avoir réglé la résistance R de fagon que,
sur l'écran de l'oscilloscope, 1a courbe U(t) se présente sous la forme
d'une sinusoide amortie.
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EXERCICE 28

————m Xt i O

Lors des oscillations d'une masse de 20 kg suspendue a un ressort,
on a noté que la masse effectue les 10 premiers cycles en 9s et qu'aprés
ces 10 cycles la déviation maximale diminue de 2 fois .

‘ Calculer les valeurs du facteur d'amortissement & et de la
raideur k du ressort .

La photographie de cette courbe est donnée ci-dessous.

1,5 ms
4 Uft): Ll RCICE 29
S5v + i a 1 P . . y !
1 f i our un oscillateur libre amorti I'élongation est donnée par :
Herb e X(t) = C e "3t sin( 0yt +V)
1 i _‘;‘_ .: t ¥ -wwt_ " faisant 1'approximation que le terme € 3t reste pratiquement
0 - il > tant sur une période d'oscillation (§ trés petit) .
TR EFEEFEER ﬂ- -t établir I'expression de son énergie moyenne totale.
THEEEERHERH i~r--; : quelle est la constante de temps t en énergie de cet oscillateur,
_ 438 ZamaR 8;] bout duquel son énergie ne vaut plusque 1/e fois sa valeur
; ! ?
¥ 1 L

Un circuit RL C série dont le facteur de qualité est Q = 72
fréquence propre fy = 8 kHz est le siégge d'oscillations

: 1 1 ! ues libres amorties.
En faisant I'approximation que les périodes T, et T, sont de i 1
rappeler la loi exprimant la diminution de I'énergie totale E

valeurs pratiquement égales, déterminer a partir de ce graphe les valeurs inée par le circuit

de I’inductance L et du décrément logarithmique D .
En déduire la valeur de R .

Quelle valeur R de R permet d’avoir le régime critique ?

quelle partie de I'énergie initiale Eqi reste-t-il dans le circuit
W le début des oscillations ?

4) Déterminer la constante de temps T ( pour ’amplitude ) .
Que représente I’inverse du décrément logarithmique D ?
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""" ' Le dispositif mécanique,

nté sur la figure ci-contre,

s compose d'une masse m = 1,2 kg

suspendue & un  bati  fixe par & o
'intermédiaire d'un ressort de raideur

k = 200 N / m et d'un amortisseur de

coofficient o . | m
1'équation du mouvement en régime v X
libre est : m¥ +ox +kx =0

Le déplacement x(t) de la masse m est enregistré a l'aide d'un
nppareil .
|) l'amortisseur étant rempli d'un fluide peu visqueux, a l'instant t=o,
on déplace m de X, =5cm eton l'abandonne sans vitesse initiale.

La courbe x(t) enregistrée est une sinusoide amortie sur laquelle on
note que 'amplitude diminue de 30 % au bout de 5 pseudo-périodes :

Calculer le décrément logarithmique et la perte d'énergie entre
g ™0 et t=5T .

2) quelle erreur commet-on en assimilant la pseudo-période T,
A ln période propre T, de l'oscillateur.
1)  calculer le coefficient de frottement visqueux o de l'amortisseur.

4) on change le fluide de I'amortisseur, la courbe enregistrée correspond
alors au régime critique avec les conditions initiales suivantes :

at=0 x(0)= X,=5cm et x(0)=0
0

Caleuler la position de la masse m a l'instant t = 0,1 s et I'énergie
dissipée par ce dispositif a cet instant.

( 2°M¢ exercice de la premiére épreuve Décembre 1989 )

__/—TM\__
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/1.3 SYSTEMES FORCES AMORTIS

EXERCICE 32

Une tige rigide, de longueur
{ , de masse négligeable et
articulée a l'une de ses
extrémités 0 , porte a son
autre extrémité libre une
masse ponctuelle m.

A des distances
respectives fl et £, de

ANKRRRRNNRRNRNNNNNNS

0, deux ressorts verticaux
de raideurs k; et k, sontattachés a cette tige .

Un amortisseur de coefficient o est également fixé 4 la masse m et
1a tige se trouve, au repos, dans une position horizontale.

La masse m du systéme ainsi constitué est soumise a l'action d'une
force verticale et harmonique.:  F(t) = F; cosot

1) écrire I'expression compléte de I'énergie potentielle U(8) de ce
systéme.

2) en déduire la condition d'équilibre statique et s'en servir pour
simplifier I'expression précédente de U(9).

3) trouver le Lagrangien du systéme et écrire 1'équation différentielle
de son mouvement.

4) donner la solution de cette équation en précisant la partie qui
correspond au régime transitoire et celle qui correspond au régime

permanent
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EXERCICE 33

Un cylindre de masse M et de rayon R roule sans glisser sur un
plan horizontal. Le bras GC , sans masse, solidaire du cylindre M , porte
A son extrémité C une masse m .

Deux ressorts de raideur k et un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux o sontattachésen A et B selon la figure et de
sorte que :

GA=R ; GC=/{ et GB=GC/2
Le systéme se trouve en position d'équilibre statique lorsque la tige
est verticale.

Ecarté de cette

position d'équilibre puis relaché le
systéme effectue des oscillations de
faibles amplitudes telles qu'on peut
supposer les points d'attache A et
B de déplacement pratiquement
horizontal.
1) établir 'équation différentielie
du mouvement du systéme libre
non amorti en prenant pour
coordonnée généralisée 9(t) .

V77777777777 77777

2)  en déduire sa pulsation propre ® .

3)  écrire I'équation différentielle du mouvement du systéme libre amorti.

4) indiquer les trois mouvements possibles, solutions de cette équation
différentielle selon l'importance de o .

5) montrer que, pour de petites oscillations, on peut retrouver
l'expression de I'énergie cinétique du systéme calculée précédemment en
supposant que celui-ci effectue de faibles rotations autour du point de
contaet P du disque avec le sol, a la position d'équilibre.

6) on applique maintenant, sur la masse m , une force horizontale
ol sinusoidale F(t) = Fycosot :

Irouver I'équation différentielle de ce mouvement forcé du
sy ateime et en donner la solution .

67
EXERCICE 34
Un vibreur dont la masse m a un mouvement périodique est relié¢ a
un ressort de raideur k . L'amortisseur de coefficient o représente les
divers frottements de type visqueux.
1) étude du systéme libre non amorti :

Donner I'équation différentielle du mouvement. En déduire la
fréquence propre ®( et la solution y(t).

2) étude du systéme libre amorti :

Quelle est I'équation régissant le mouvement ? En se plagant dans
le cas ou le systéme peut osciller, donner la pseudo-pulsation o, du

systéme et l'expression de y(t) . Comparer o et o, .

3) étude du systéme forcé amorti :

a) la force agissant sur m est verticale et sinusoidale
F(t) = Fysinot , quelle est 'équation du mouvement ?

Trouver, pour le régime permanent, l'expression du déplacement y(t)
et tracer sur un méme graphe les courbes d'amplitude A(w) et de
déphasage ¢(w) dans le cas ot o est nul et dans le cas ou o est
différent de zéro .

En déduire la fréquence de résonance en amplitude et la bande
passante a -3dB.

b) la force F(t) se présente sous la forme d'une impulsion
périodique :
? F(t)

k o A —
R
- —— >
1 1 ]
1 ] 1

m IF(t) ¥
vy , —T-a—7 e

Ecrire la nouvelle équation du mouvement, et dans le cas ou
I'amortissement est négligeable et T = 6m/w, , montrer que l'influence

de F(t) sur le systéme est équivalente a celle de son harmonigue 1 .
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EXERCICE 35

Une masse m est suspendue
raideur k; et ky selon la figure. Les frotte

I'amortisseur de coefficient o .

ICE 36
Par deux ressorts de

Ments €tant représentés par poulie homogéne de masse M

rayon R est suspendue par son
A l'extrémité libre d'un ressort de
k.

Un fil inextensible, de masse
Igeable et dont une extrémité est
, S'enroule sans glissement sur la
et retient par sa seconde
mité une masse ponctuelle m .
nouvement vertical de translation de
btite masse est donné par y , celui
¢ de la poulie par x tandis que
btation de celle-ci est notée par
igle 8 , toutes comptées a partir
A position d'équilibre.

1) calculer la pulsation ©¢ des petites oscillations |
du systéme .

ibre:s non amorties

2) calculer la pulsation ©, des petites oscillation amorties,

O — .

3) on veut réaliser la condition : 4 =1%

@9

Calculer dans ce cas le coefficient de frottemen;,
de qualité Q et le décrément logarithmique D .

4) une force sinusoidale K@) = F, sinot est

, le facteur

appliquée A la
masse m , déterminer la solution de l'équation différentit,ue obtenue.
5) une force Fy(t) périodique mais
maintenant appliquée sur la masse m . En s'aidant
en série de FOURIER pour la fonction F5(t) dont
premiers termes seulement ( les suivants étant

négligeables ) donner I'expression du déplacement
régime permanent.

on sinusoidale est
d'un développement
On utilisera les trois
COonsidérés comme
Y(t) de la masse en

tlon qui existe entre x , y et 9 .

ralisée y et de la vitesse correspondante.
$r,0

mais subit un déplacement vertical imposé selon Ia loj -
s(t) = at

s(t))
i pour —%<t<% T :

avec a>0

(=]

Donner I'équation du
bvement de la masse m et sa
lution en régime permanent en ne
ant que les deux premiers termes
 In série de FOURIER de Ia

supposer maintenant que l'extrémité I dy ressmrt n'es

69

Vérifier que le systéme est 3 un degré de liberté en «tablisyant 1a
calculer le Lagrangien du systéme en fonction de la, coordonnée

donner l'expression de la pulsation propre o) dusysteme,

t plus

S RN,
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EXERCICE 37

I- Régime libre non amorti

On considére le systéme a un
dogré de liberté de la figure 1.

Le disque homogene de
masse M et de rayon R peut
pivoter autour dun axe
horizontal fixe et passant par
s0n centre.

Deux tiges rigides,
sans masse et faisant un
angle droit entre elles, sont
solidaires du disque .

Deux masses ponctuelles m; et m) sont attachées a leur extrémité

Figure 1

de sorte que 0m1=€] et 0m2=€2.

Un ressort sans masse et dont une extrémité est fixe, est relié au disque
comme indiqué sur la figure. Le systéme est en équilibre statique lorsque
la tige ¢ , est verticale et sa position au cours du mouvement est repérée
par un angle 9(t) compté a partir de cette position d'équilibre prise pour
origine. On pourra, dés le début, considérer le cas des oscillations de
faibles amplitudes et faire I'approximation :

sin9 =9 ; cos9=1-(9%/2)

1) l'équilibre statique du systéme est-il obtenu avec une
déformation préalable du ressort ou sans déformation de celui-ci ?

2) calculer 1'énergie potentielle totale du systéme et donner
#0n expression compléte. ;

1) donner la condition d'équilibre stable.

4) utiliser cette condition d'équilibre pour donner une expression
simplifiée de l'énergie potentielle.

5) calculer I'énergie cinétique du systéme.

0) écrire le Lagrangien et en déduire I'équation différentielle du

mouvement du systéme.

e

n
7 . .quelle est la condition pour qu'il y ait des oscillations autour de
la position d'équilibre ?
8) donner I'expression de la fréquence propre et celle de I'équation

c'!u mouvement du systéme , solution de I'équation différentielle, si A
l'instant t = 0 , on avait :

8(0) = 0,1 rd :

800) =0

II- Régime amorti forcé

En réalité le systéme
subit un frottement de type
visqueux qui peut étre
représenté par un amortisseur de
coefficient o et placé selon la
figure 2 .

De plus, on soumet
le systtme a une force F(t)
périodique verticale appliquée a
la masse m; .

9 donner alors Ia
nouvelle équation différentielle
du mouvement pour ce systéme

amorti forcé.

10) sachant que : m=m=m=Mg ; [/ =( =/
_2mg/
k=T i a Rkl

Montrer que I'équation différentielle du mouvement du systéme

9.'*‘2894'0)(2)9:3[:(%
m

en précisant les expressions de & et de g .

s'écrit :

Dans la suite on utilisera cette équation différentielle simplifiée.

11) ! sachant que F(t) est donnée par le graphe ci-dessous, quel ext
son développement en série de FOURIER ?


http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

biblio

lentifique.co

n

12)  Reprendre I'équation différentielle précédente en y remplagant
In foree  I'(1) par sa série de FOURIER et donner la solution de celle-ci,
dquation du mouvement 9(t) du systéme, si on ne retient que les trois
premiers termes ( jusqu'a n=2 ) du développement .

4 Foy
Fp O<t<a T St
F()=40 a<t<T-a } ' E : 5
] ] ] H
Fp T-a<t<T pl et 2 t»
avec a=T/8

( premiere épreuve Novembre 1986 )

EXERCICE 38
I- Systéme libre non amorti

Une poulie cylindrique
homogene, de masse M et de rayon
R , peut tourner librement autour
d’un axe horizontal et fixe 0.

Sur la poulie est enroulé un fil
inextensible dont une extrémité est
solidaire du pourtour de la poulie et
I'extrémité libre porte une masse m .

Une autre masse L est fixée sur le
cylindre a la distance d du centre 0.

A l'équilibre la direction O p faitun angle y, avec la verticale.

On prendra pour tout le probleme: M = p =2m.
1) on communique & la poulie une rotation d'angle 8 petit autour de y .
a) calculer en fonction de 8 I'énergie potentielle U du systéme.
b) trouver la condition d'équilibre, relation entre yy ,R et d.
¢) en déduire la forme quadratique de I'énergie potentielle U du
systéme. On rappelle pour celaque sin9 = 9 et cos9 = 1—(32/ 2).

73
d) soit E I'énergie totale du systéme, tracer sur le méme
graphe U(8) et E pour 0< Yo < /2 .

y représenter I'énergie cinétique T du systéme quand il passe par sa
position d'équilibre .

Refaire le graphe pour ©/2 < Yo < T .

Dans lequel de ces deux cas avons nous un mouvement vibratoire ?

2) calculer le Lagrangien du systéme et en déduire I'équation
différentielle qui régit 9(t).

En précisant la condition sur yy , donner la fréquence propre
®g du systéme.

II- Systéme amorti forcé

3) la masse p est soumise
a une force de frottement linéaire
f=-0y comme indiqué sur la

figure tandis qu'une force d'excitation
F(t) = Fysinot est appliquée a la
masse m suivant la verticale.

a) donner I'équation de Lagrange
qui régit 9(t) sous la forme :

§+289+m(2)9=Ssinmt

en précisant I'expressionde § etde S
ainsi que les dimensions de chacun
des termes de cette équation .

b)  montrer que cette équation admet une solution particuliére sous la
forme: 9(t) = A() sin(0t +¢) et donner I'expression de A(o) etde
tg ¢ en fonctionde ©, wg et & .

c) si T =1/8 estlaconstante de temps , la solution particuliére,
ci-dessus obtenue, est-elle valablepour t >> 1t ou t << 1 ?

( 1° probléme, synthése 1989 )
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EXERCICE 39

Une masse m , suspendue & un ressort de
raideur k ,a un mouvement amorti par un
frottement visqueux tandis que le point d'attache
du ressort est soumis a un déplacement forceé :

s(t) = a cosot

1) calculer le Lagrangien de ce systéme,

2) en déduire son équation différentielle du
mouvement.

3) donner I'expression de sa solution

particuliére représentant le régime permanent,

4)  calculer le facteur d'amortissement & pour

que, lorsque ® = @ ( pulsation propre du systéme ) , I'amplitude des

mouvements de lamasse m soit égale d 20 a,
A.N : a=05cm ; Kk 210" N/m

EXERCICE 40

Un bloc de masse m

Www.biblio-sci ftifi que.coFrl

; m = 0,1kg

repose sur une plaque de masse ';'
X

négligeable au moyen d'un ressorl
de raideur k et d'un amortisseur de

A k
coefficient o .

Sachant qu'un mouvement
sinusoidal vertical s(t) = Spsint

est imposé en permanence a la plaque, on demande d'établir I'équation
différentielle du mouvement de vibration vertical du bloc m

d'en déduire la solution x(t) relative au régime pe

La

I s(t)

rmanent.

lll. SYSTEMES A
" PLUSIEURS DEGRES

DE LIBERTE

18
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[/1/.1 SYSTEMES LIBRES ET FORCES
TRANSDUCTEURS

EXERCICE 41 Couplage d'oscillateurs accordés

Deux masses m; et my se déplacent sans frottement sur un
plan horizontal et sont reliées a trois ressorts de raideurs respectives

k, , k, et k3 .

Les extrémités de l'ensemble

sont maintenues fixes. L_’xl : X,
On désignera par k, : K, —> k,

X, et X, les écarts de m, m,

ces deux masses de leur

position d'équilibre.

Premiére partie

1) on fixe la masse m, . Calculer la pulsation propre ®(; de la masse m;.
2) on fixe la masse m; . Calculer la pulsation propre @(, de la masse m; .

3) les masses sont toutes deux libres : écrire les équations différentielles
du mouvement du systéme .

4) rechercher les pulsations propres ®; et @, du systtme que l'on
exprimera en fonction de ®g; , ®p; et du coefficient de couplage :

= %2 (couplage élastique)

Jlky +k; ko +k3)

§) montrer que I varie entre certaines valeurs limites .

6) comparer ©g) , ©g2 . © et oy . Conclusion ?

htifique.con
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Deuxiéme partie
Simplifier le probléme en considérant dans toute la suite le cas
particulier ou le systéme est symétrique :
m=mp=m ; k=k3g=k ; k=zk

(‘on dit que I'on a affaire & un couplage d'oscillateurs accordés )

) rechercher deux nouvelles variables X; et X, ,
combinaisons linéaires de X, et x, , qui découplent les équations
différentielles ( coordonnées normales ).

Puis résoudre ce systéme d'équations différentielles découplées afin de
retrouver les pulsations propres ®; et @, ainsi que la solution générale
du mouvement en xl(t) et X,(1).

8)

a) on dit que le couplage est trés serré lorsque I'=1:

que deviennent, dans ce cas, les pulsations propres ? Discuter le
type d'oscillations obtenues alors .

b) on dit que le couplage est trés lache lorsque I'=0:
que deviennent les pulsations propres du systéme ? Discuter .

trouver la solution générale du mouvement sachant qu'a t=0 la
masse mj était au repos alors que la masse m; était écartée de X
puis abandonnée sans vitesse initiale. Montrer qu'un phénomeéne de
battements apparait en représentant les variations d'amplitudes
xl(t) et x2(t) ;

¢) lecouplage est dit laichesi I'<<1 :

par des approximations, déterminer les relations entre les pulsations

propres 5 , la période de battement Tg , la période d’oscillation T,

et le coefficient de couplage I.

d)  établir I'expression de I'énergie totale moyenne de chaque masse
( on négligera I'énergie stockée par le ressort de couplage ) .

En déduire une définition de la période de battements Ty .
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EXERCICE 42

La poulie, assimilée a un cylindre
homogeéne de rayon R et de masse M
tourne sans frottement autour d'un axe

horizontal fixe.

Le contact entre la poulie et le cable
se fait sans glissement.
1)  quel est le nombre de degrés de liberté
du systéme ?
2) trouver les fréquences propres du
systéme dans le cas particulier ou :

M=2m e k =ky=k
3) déterminer les modes propres et donner la solution générale.
4) on fixe la masse m . Calculer la pulsation propre o1 du
mouvementde M .
5) on fixe la masse M . Calculer la pulsation propre  ®p) du

mouvement de m .
6) comparer g €t ®g2 aux pulsations propres du systéme couplé.

Conclusion ?

EXERCICE 43 . )
Deux masses 3m et m sont reliées entre
elles et 3 un support fixe par quatre ressorts
identiques de raideur k . o
Elles se déplacent verticalement et k ;
. Y1
y; et y, donnent leurs abscisses par rapport
A la position d'équilibre. ,
1) trouver les pulsations propres de '
ce systéme.
2) donner la solution générale des m
équations différentielles de son mouvement. * £
)

EXERCICE 44

Une tige rigide,
sans masse et de longueur
2 £ porte a chacune de
ses extrémités une masse
pfmctuelle m et peut
pivoter autour d'un axe
horizontal fixe situé en
son milieu.

L'une des masses m
est attachée a un ressort

vertical de raideur k; dont une txtrémité est fixe

L'autre masse m est couyjge par un ress

une troisiéme masse ponctuelle M
troisiéme ressort vertical de raidey, ll;q e o]

ort de raideur k, a

le méme attachée a un

A l'équilibre statique la |
ige est hori

mouvement elle est repérée par lngle 9 m:t:l:e ?; ;:sigg::r: ‘}u

e la

masse M est donnée par y .
oscillations de faibles amplitudes.le ffrofeents ot négligeables et les

1) donner le Lagrangien du systée

2) donner les équations différentijjes 4y, mouvement

3) quelles seront les pulsations Plpres dans le case ;a;rtic lier :
M=2m ;o ly=lak ;' k=2 b

4) donner les modes propres et le%équ:sctions générales du mouvement

EXERCICE 45

Le syste i
ystéme mécanique iprésenté sur [a figure est constitué

d’une barre sans masse axe 1ix
, de longuy, ¢ i un axe fixé a
l : ] ; s moblle autour d'
e ses extrémités . ysse m et un ressort de rmd:ur k
'une d A . Une 1

sont fixés A ’autre extrémité B .

Au milieu de la barre estygp

ressort kj ,une masse M sur lagyje i

. on fixe un ressort de rai
En position d'équilibre la bay, g horizontale gich |
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1) calculer le Lagrangien de ce systéme dans le cas des petites
oscillations.

2) en déduire les équations du
mouvement des masses m et M.
3) par la méthode des

solutions sinusoidales , déterminer les
pulsations propres ©; et ©, dans le
casou :

kl = k2 =k =4 k3

M=m ; ¢ =2a

4) déterminer les rapports
d'amplitude pour chaque  mode
propre associé a ces pulsations et en
déduire les solutions 9(t) et y(t)
sachant qu'z‘i l'instant t=0 on avait :

80)=9, ; $0)=0 ; y0)=0 ; y0)=0

EXERCICE 46

Deux masses identiques m
i L« Lo,

troisieme masse M , sont —p X o Horeg
reliées a celle-ci par deux [: k I\:I k e
ressorts de raideur k et de Lo —I
masse négligeable.

Les trois masses peuvent étre considérées comme ponctuelles, se
déplagant sans frottement sur le bati horizontal et repérées par leurs
abscisses respectives X, , X, €t X, comptées a partir de leurs

SNSNNNLENNNE LN NN NN NN\

positions de repos.
On pourra supposer les oscillations d'amplitudes faibles .

1) écrire le Lagrangien de ce systéme et en déduire les équations
différentielles de son mouvement de vibration .

3) en faisant I'hypothése que les solutions sont de forme sinusoidale,
trouver les pulsations propres et les modes propres correspondants .

3) donner les expressions des solutions générales sachant qu'a
l'instant initial la masse m de droite est venue, avec le ressort,
percuter a la vitesse V la masse M et s'y est attaché .

4)  quelles seraient les équations du mouvement des masses si a l'instant
initial on avait écarté la masse de droite de  x3(0) = X pour la lacher

ensuite sans vitesse initiale au lieu de lui faire percuter la masse M ?

EXERCICE 47

Un fil inextensible
s'enroule sans glisser sur deux poulies
identiques, de masses négligeables
Pl et P2 .

Il a une extrémité attachée

a un support par |'intermédiaire

d'un ressort k, , l'autre portant une
masse mj .

La poulie P, est montée sur un

axe horizontal fixe tandis que la poulie
P, est suspendue par son axe a un

ressort k; portant également une
masse m .

1) quel est le nombre de degrés de liberté de ce systéme ?

2) falre un choix de coordonnées généralisées mdependantes
permettant de reperer la positon du systéme et donner son Lagrangien.

3) en déduire les équations différentielles du mouvement.

4) donner les pulsations propres du systéme dans le cas particulier ou :
ki =ky =k ; mp=mp =m

5) donner les modes propres associés & ces pulsations et la solution

générale de I'équation du mouvement.

6) trouver les conditions initiales du mouvement sachant que les
oscillations se font uniquement selon le second mode , correspondant a la
pulsation la plus grande .
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EXERCICE 48

Deux barres de masses
et longueurs respectives m; , £, et
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LaTranslation de celui-ci est notée par X et la rotation du pendule par 3.

1) calculer le Lagrangien de ce systéme .

2)  faire I'approximation des faibles oscillations et donner les équations
différentielles du mouvement

ont assemblées selon la : . ! ! :
my , ¢ ORIRS 3) en faisant I'nypothése des solutions sinusoidales trouver les pulsations

propres de ce systéme puis les modes propres qui leur sont associgs
dans le cas particulierot: M = 2m aatok = m%-

figure.

La premiére est articulée a I'une de
ses extrémités , en 0; , tandis que la
seconde peut pivoter autour d'un axe 0,
attaché a une distance a de son centre
de gravité G, .

En déduire X(t) et 9(t).

EXERCICE 50
Une tige rigide, sans masse, de longueur ¢

Le systéme est repéré par les angles
9) et 8, que fait chaque barre avec la

verticale.
1) calculer le Lagrangien de ce systéme.

2) le mettre sous une forme quadratique en supposant les
amplitudes faibles pour faire les approximations nécessaires.

porte une masse ponctuelle m et constitue un

pendule dont l'axe 0 passe par le centre de k
gravité d'une autre masse M , attachée i un
ressort de raideur k , et qui effectue un M OK- -r--
mouvement vertical uniquement. £x

1
i i ; 1) calculer le Lagrangien de ce systéme. ¢
3) en déduire les équations différentielles du mouvement et les e ] = i v\ /
. ; £ 2) donner les équations différentielles de !
pulsations propres du systéme si : i
, son mouvement. !
él i €2 = {=¢6a . Ly =cfampes g 3) faire les approximations de trés faibles 1§ \m
amplitudes pour linéariser ces équations et
EXERCICE 49 donner leurs solutions, éguations du mouvement. Conclusion 2

Une masse M pouvant se
déplacer sans frottement sur un
biti horizontal est attachée a
l'extrémité libre d'un ressort
de raideur k.

EXERCICE 51 .

Une masse m, est attachée
a l'extrémité d'une tige rigide, sans masse
et de longueur # . constituant ainsi un
pendule .

Une tige rigide,
de longueur ¢ | de masse
négligeable, porte 3 son
extrémité une masse ponctuelle
i ¢t constitue un pendule

dont Iarticulation est solidaire du centre de gravité de M .

Une autre masse
my glisse sans frottement le long de
cette tige en restant solidaire de
l'extrémité d'un ressort de raideur k .

«
4--------

L'ensemble oscille dans un plan
vertical .
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EXERCICE 53

e ponctuelles . ; g -
comme ponctuelles Un disque homogéne de rayon R et de masse M est suspendu

par son axe a un ressort de raideur k; . Un fil inextensible s'enroule
sans glisser sur cette poulie, une de ses extrémités étant fixée a un bati
l'autre attachée 4 une masse m . Un second ressort, de raideur k, est
inséré dans le prolongement du fil :

On notera par £ o la longueur naturelle du ressort et par r, la
position de la masse mj, a I'équilibre statique.
1)  donner I'énergie cinétique du systéme
2)  donner son énergie potentielle.
3)  en déduire la condition d'équilibre statique stable. a) du cdté de la masse m b) du cdté du bati

4)  écrire les équations différentielles du mouvement de ce systeéme.

EXERCICE 52

Attaché a un ressort de
raideur k un bloc de masse M est
astreint 4 se déplacer uniquement
suivant la direction verticale Oy .

>
s

Un disque homogene
de masse m et de rayon r peut
rouler sans glisser sur le contour
d'une cavité semi-cylindrique, de
rajon R > r , taillée dans le
bloc M.

Calculer le Lagrangien de ce
systéme et en faisant 'approximation
des faibles amplitudes d'oscillation,
déduire les équations différentielles
de son mouvement.

\
\

77777

%

\
A
\
\ e
P &
.

trouver dans chacun des cas :
1) le Lagrangien du systéme .
2) les équations différentielles du mouvement .

3) les pulsations propres du systéme.

e e S g

4)  lasolution générale donnant le mouvement du systéme a).

~ Pour simplifier la résolution des questions 3 et 4 , on prendra :

e pourlesysttmea) k, =k, =k M=10m
1 2 3

k ; M=2m

e pourlesysttmeb) k; =k,

Indication : décomposer le mouvement d'oscillation du systeme en :
« une rotation de la poulie ( sans translation de son axe )
)

« une translation de I'axe de la poulie ( sans rotation )

Appliquer ensuite le principe de superposition pour obtenir un
mouvement général .
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EXERCICE 54 Couplage par mutuelle induction
M
gy
C 'Cz (&
L1 LZ
FIGURE 1 FIGURE 2 |

Pour le circuit de la figure 1 , on définit le coefficient de couplage par
mutuelle induction I' par :
M

JLiL,

ol M ( la mutuelle inductance ) est positif ou négatif selon le sens
relatif des enroulements des bobines L; et Lj .

= avec -1<I'«1

Dans I'hypothése ot  L;C; = L,C;

1) déterminer, en fonction de I' , les pulsations propres du

circuit 1 dans les cas suivants : .
i"=0 (selfséloignées) et IT|=1 (selfs rapprochées )

2) si L, =1mH et Cy =1 pF

pour quelle valeur de L , L5 et L5 le circuit de la figure 2
aura-t-il les mémes pulsations propres que le précédent ?

EXERCICE 55

Le systéme représenté sur la figure consiste en deux pendules simples
identiques de masse m et de longueur ¢ mis bouta bout .
1) calculer le Lagrangien exact du systéme.
2)  on ne considére maintenant que les petits mouvements autour de la
position d'équilibre : ]

verticalement .

 linéaires Yi(t) et Yo(t) des déplacements
des masses m; et m, déterminer :

a Y
1) les deux équations différentielles T ;

donner I'expression du
Lagrangien approché.
3)  établir les équations différentielles
dumouvement en 9(t) et 9,(t) .

4) calculer les pulsations propres
©; et 0, du systtme. Donner les deux

modes propres associés et la solution
geénérale du mouvement du systéme .

3

5)  trouver les conditions initiales les
plus simples a réaliser pour lesquelles le
systéme oscille selon le premier mode .

- e

Méme question pour le deuxiéme
mode propre .

EXERCICE 56

Deux masses identiques m; et m,
sont relies au bati par deux ressorts de
raideur k et, entre elles, par un amortisseur
de coefficient o de fagon 2 osciller 5

En utilisant deux combinaisons

découplées en  Y|(t) et Yo(t) qui m
régissent le mouvement. - ;-

2) les pulsations propres du systéme. k Y,
3) les solutions générales yi(t) et y,(t)

- du mouvement des masses m; et m, .

4) déterminer complétement ce mouvement si 4 t = 0 :
10 = yo 5 y20) = yo 5 %1(0) =0 ; 3,0 =0

5) donner un exemple de conditions initiales telles que l¢zS “eux
masses effectuent des oscillations libres amorties en opposition @i € Plase

et de pseudo-pulsation o, .
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EXERCICE 57
Une petite bille de masse m A
effectue des oscillations libres sur z

la surface d'un paraboloide elliptique
dont l'équation, rapportée a ses axes
principaux , est donnée par :

a 2 bo
=— iy
zZ 2x 2}’

on supposera que les
déplacements de la bille se font sans
frottement et sont de trés faibles
amplitudes, particuliérement suivant
l'axe z, c'est a dire que la surface du
paraboloide est de forme trés aplatie.
1) écrire I'énergie potentielle et cinétique de la bilje . sl halen
2) faire les approximations nécessaires pour en dédulre S gr
sous une forme quadratique.
3) écrire les équations différentielles du mouvement. stz
4) trouver les équations du mouvement et !es pulsa p >
correspondant & chacun des deux degrés de liberté, : ;
5) sachant qu'a t=0 la bille se trouvajt 2 la position _:s(se i
y(0) = yo et quelle débute son moyyement sanS V! ’
déterminer les équations du mouvement de celle-ci, B
6)  sice mouvement de la bille se fait en l'abseﬂCf. :e t"“; :t eTme dc;
trouver la relation que doivent vérifier les deux péricdes "1 ozsition
ses oscillations pour qu'elle repasse exactement par la tf":fn“;:irz -
occupée a l'instant initial t=0. Quelle conclugjon PEU .
, IyjpstAnt fo de premier

) = xo et

Exprimer , en fonction de T1 et T2 Yy e
passage de la bille par cette méme position nitiale (Xg > ¥

supposant b>a . )

7) si le paraboloide elliptique précédent avait éte rapp(’l'téea (;;‘(" S;Ste(;‘:;
d'axes 0X'Y'Z' tel que O0Z' soit parallele a QF et qliieviendrait o
fassent un angle y avec les axes 0X et 0Y, 4Y¢

équation ?

8)  trouver alors I'énergie cinétique et potentielle de la bille en
fonction des nouvelles coordonnées généralisées x’ et y' .

9) que deviennent les équations différentielles du mouvement dans ce cas.
10) de quelle nature est le couplage entre les deux degrés de liberté.
11) trouver les pulsations propres du systéme. Conclusion ?

12) déterminer les modes propres associés a ces pulsations et la solution
générale du mouvement.

13) retrouve-t-on le résultat du 4) pour y=10 ?

EXERCICE 58

Reprendre I'étude du systéme de I'exercice 55 par la méthode
matricielle et :

1) donner lesmatrices 7, & et L du systéme.

2) retrouver ses pulsations propres. Conclusion ?
EXERCICE 59

La figure
schématise un camion

avec sa suspension mais
sans les amortisseurs.

On suppose que les
ressorts restent verticaux
au cours du mouvement.

La masse du camion
est M et son moment
d'inertie , par rapport 4 un

axe A horizontal passant par le centre de gravitt G et
perpendiculaire 4 la direction de la marche , est J .

Le déplacement vertical du centre de gravité¢ G, par rapport_2
l'équilibre, est repéré par x ( pompage ). L'angle que fait le chassis avec
le sol, par rotation autour de A est 9 (tangage) ; il sera supposé petit.

L'inclinaison sur les cotés (roulis) est supposée nulle.
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1) en prenant pour coordonnées généralisées le couple x et 9,
donner les matrices 7 , U et L=T 2. U dqu systéme.

2) lamatrice &/ , est-elle diagonale ? de quelle nature est le couplage ?
Quelle condition doit on satisfaire pour que ce couplage disparaisse ?

3) trouver dans ce cas les pulsations propres du systéme et les
équations de son mouvement.( tangage et pompage ). _

4)  en choisissant maintenant pour coordonnées généralisées le couple
X, et X, , donner les nouvelles matrices 7', U e L.

5) lamatrice 7 ', est-elle diagonale ? quelle est la nature du couplage ?
Quelle condition doit on satisfaire pour que ce couplage disparaisse ?
conclusion.

6) trouver dans ce deuxi¢me cas les pulsations propres du systéme.
Conclusion .

7 On recherche des coordonnées généralisées q et q, telles

qu’aucun couplage n’apparaisse dans les résultats méme dans le cas ou
aucune modification pratique n’est opérée dans le systéme. On les définit
comme des combinaisons linéaires de x et 9 par:

x=q,+aq, ;
Trouver quelles relations théoriques doivent vérifier les coefficients a
et b pour que q; et q, soient effectivement les coordonnées

normales de ce systéme.

$=q,+ bq,

EXERCICE 60
Deux masses ponctuelles

m; et my reliées par un f
ressort de raideur k peuvent  ___ .J\/\/M_ g
se déplacer librement de sorte m k m,

que le ressort garde une
direction fixe que l'on représentera par un axe 0x .

Solent x; et x5 les abscisses de ces masses par rapport a la position
d'équilibre du systéme ( masses au repos et ressort non déformé ).

1) ealeuler les énergies cinétique et potentielle de ce systéme.

91

2) en déduire les matrices 7‘, U et L .

3) trouver les pulsations propres et leurs modes propres associds .
4) écrire la solution générale du mouvement de ce systéme.

5). : dans le cas ou le systéme serait libre, montrer
utilisant les coordonnées de son centre de

conservation de sa quantité de mouvement :

a) trouver les deux modes propres calculés en 3) .

b) conclure que pour le mode
: propre correspondant 2 la pulsati
propre non nulle, les deux masses ne peuvent pas osciller en ph;,se. .

6) a partir du résultat établi en 4) donner les coordonnées normales
X} et X, combinaisons linéaires de X] et Xy .

7)  vérifier que X; et X3 découplent les équations différentielles et
diagonalisent les matrices 7~ , &/ et /. .

. qu'on aurait pu en
gravité G et le principe de la

EXERCICE 61

Un cylindre homogene .
de masse m,; et de rayon R ] Lx
peut rouler sans glisser au —>
dessus d'un plateau de masse ' .
my; qui peut lui méme k
coulisser sans frottement sur

un bati horizontal,

Un ressort k relie
le plateau & un support fixe

T,
alors qu'un deuxiéme ressort le relie a l'axe du cylindre.

Ecarté de sa position d'équilibre puis rela
Ecar puis relaché, |
oscillations de trés faibles amplitudes . f D

1) calculer I'énergie potentielle U de ce systéme.
'2) démontrer que son énergie cinétique s'écrit :

1(3m) ., 1 1
T = —|= 2 _ 4. Sm) .
2(2)"‘ 2 x'x2+5(2)x;
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x .
3) en prenant pour vecteur Ket : Ix>= (xl ] . Calculer les matrices
2

7 U et l du systéme.
4) écrire, sous forme matricielle, les équations du mouvement et en
déduire les pulsations propres.
5) trouver les modes propres associés a chacune de ces pulsations propres.
6) écrire la solution générale régissant le mouvement du systéme.

(1% exercice , 2°™ épreuve JANVIER 1989)

EXERCICE 62

Trois pendules de masses m; , mp et m3  sont couplés selon la
figure. Les trois masses peuvent étre considérées comme ponctuelles
et les fils, tous de longueur £ , de masse négligeable .

1) trouver les énergies cinétique et
potentielle de ce systéme.

2) Poser m; =2m;m2=m3 =m
et faire les approximations, dans
I'hypothése des oscillations de faibles

amplitudes, pour écrire ces énergies
sous une forme quadratique.

3) en déduire les matrices
associées 7 et & puis la matrice

Lagrangien Lo

4) calculer les pulsations propres du systéme et les modes propres
qui leur correspondent.

5) représenter ces différents modes.

6) donner le schéma électrique équivalent dans l'analogie M /L.
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EXERCICE 63

Un arbre, encastré a l'une
de ses extrémités, porte deux . 91~
disques homogénes de méme L
moment d'inertie J .

8

-
-
-
[ 5]

LLL.
o
L
-
je
o
Cd
-

Les constantes de torsion
des deux parties de l'arbre sont )
égalesa c.

—y Ll o ==

LLLL,
oy

En prenant pour coordonnées

généralisées ) et 9, et en ne considérant que les oscillations de
faibles amplitudes :

1) trouver lesmatrices 7, & et L =7 4.U du systéme.
Sont elles diagonales ? quelle est la nature du couplage ?

2) écrire, sous forme matricielle, les équations du mouvement de ce
systéme conservatif dans l'hypothése des solutions sinusoidales.

3) trouver les pulsations propres du systéme. Sont elles distinctes ?

4) trouver les modes propres, associés a chacune des ces pulsations
propres, que l'on écrira sous la forme :

9y(t i .
PR

5)  rechercher deux nouvelles coordonnées généralisées X; et X,
combinaisons linéaires de 9; et 9, obtenues par la transformation
telle que:

X, D 91 (% a2
(XJ—P 1[92] avec P-(Bl Bz)

oil o , By et ap , B, sont respectivement les composantes
des directions propres associées a chaque pulsation propre du systéme.

6) écrire les nouvelles expressions T' et U’ de I'énergie cinétique et
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potentielle du systéme, fonctions des nouvelles coordonnées
généralisées X, et X, .

7) en déduire les nouvelles matrices 7', &' et L'=7""1.U’
Sont elles diagonales ? Conclusion .

o
8) vérifierquelona: L' =P 4L P e (=

EXERCICE 64

Trois masses reliées
entre elles par des ressorts peuvent
se déplacer sans frottement sur un
guide circulaire. -

On repérera la position
des masses sur l'anneau par
1, S, §3 ou s; est la  k, 2

longueur de l'arc mesuré a partir
d'une origine arbitraire mais fixe. m, k,

Pour chaque masse, on utilisera
comme coordonnée généralisée la déviation : Xj = 8j=Sjo » ol
Sjo est sa position d'équilibre.
1) exprimer le Lagrangien de ce systtme en fonction des coordonnées

xj et des vitesses Xj .

2) en déduire les équations différentielles du mouvement de ces
masses.

3) en recherchant les solutions sous la forme : xj=Aje ot
trouver les pulsations propres du systéme dans le cas ou :
m|=IOm;m2=m3=m;k2=k;k1=k3=5k

4) trouver les modes propres associés a ces pulsations et les
interpréter par une représentation schématique .

5) donner I'expression du mouvement général des masses .
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EXERCICE 65 oscillateur linéaire a 2 dimensions
Dans un plan horizontal,
une masse m est reliée a trois 4,

ressorts k, faisant des angles
8, (n=1,2,3)avec l'axe des x
A T'équilibre, elle se

trouve a l'origine des axes et les
ressorts de longueur naturelle

£, ne sont pas déformés .
On écarte cette masse jusqu'au
point ( Xo » Yo ) et on la lache

sans vitesse initiale, elle se met
alors a osciller dans le plan x oy

Au cours du mouvement on peut considérer que les coordonnées
X et y delamasse restent trés petits devant les longueurs des ressorts.
Premiére Partie

1) en utilisant un développement limité au voisinage de l'origine,
exprimer la déformation A/ n » du ressort correspondant, comme une

fonction des coordonnées x et y delamasse: Al 2 = f(xy) .

2) en déduire l'énergie potentielle du systéme sous la forme
quadratique :
1 2
Urotale = = 2. Kij gj gj avec q=Xx qy=y

25551

3)  écrire les équations de LAGRANGE du mouvement de m .
4) calculer les pulsations propres du systtme en fonction des
coefficients de rigidité kj et de m.

5)  donner les relations algébriques auxquelles doivent satisfaire les
amplitudes d'oscillation ~ A;,B; et A, ,B, des différents modes
associés aux pulsations propres.

6) en déduire les rapports d'amplitudes :
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et écrire la solution générale du mouvement.
7)  si l'on suppose la masse m vibrer selon un seul mode propre,
trouver ce que représente alors le paramétre Bi correspondant.

8) en utilisant les équations algébriques établies en 5) montrer que si les
pulsations propres sont distinctes, les directions propres de vibration sont
orthogonales et que si les pulsations sont égales, on ne peut rien conclure
de général .

Vérifier que, dans notre cas,on a bien 1 + B, = 0.

Deuxiéme Partie

Les trois ressorts sont de longueur naturelle £, et de raideur k
identiques et leurs points d'attache fixes sont aux sommets d'un triangle
équilatéral’ HIJ avec H en (0, £j).

L'origine des axes ( et position de repos de m ) étant alors
au point d'intersection des médianes du triangle.
9) appliquer les résultats généraux précédents a ce cas particulier
pour trouver les pulsations propres du systéme.
Que remarque-t-on ? Pouvait-t-on s'attendre a ce résultat ?

10) Que remarque-t-on également au niveau de l'expression de
I'énergie potentielle U du systéme et de ses équations du mouvement ?
Que représentent alors x et y pour ce systéme ?
11) déterminer les constantes d'intégration sachant qu'a l'instant
initial t = 0, on a :

x(0) = xo 5 y(0) =yo ; %(0) =% ; y(0) = yo
12) démontrer que, dans le cas général, la trajectoire d¢ m est une
ellipse.
13) quelles doivent étre les conditions initiales pour que la trajectoire
de m dansleplan xoy soit:

a) une droite ? b) un cercle ?
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EXERCICE 66 haut-parleur électrodynamique

Le haut-parleur électrodynamique est constitué d'un aimant
p‘exmanept dont les pdles ont, I'un la forme d'une couronne, l'autre celle
d'un cylindre concentrique, de sorte qu'entre les deux régne un champ

. . . —>
d'induction magnétique B constant et radial.
Entre ces deux péles une MT“‘
bobine solidaire d'une membrane peut |
se déplacer parallélement a I'axe de k m ; o
symétrie 0X. L =1

L'ensemble bobine
membrane de  masse m , est
maintenu dans une position d'équilibre
moyenne par un ressort de raideur k
et subit au cours de son mouvement, en
plus du freinage électromagnétique, un
freinage, dd a l'air ambiant, de
coefficient o . La bobine en série
avec une résistance R est relide ® B R
électriquement 3 un  générateur
délivrant une tension E(t) .

@»
o @

Son inductance est L et la longueur totale de son fil £ .

1) . écrire les équations différentielles du mouvement de l'ensemble
bobine membrane en négligeant I'inertie de la masse d'air déplacée.

2) dans le cas d'un régime sinusoidal : E(t)=Egcosa t .
- Déterminer I'expression de l'impédance Z = E(%t) de ce
i

systtme en mettant en évidence l'impédance électrique  Z, et
l'impédance motionnelle Z,, .

3)  représenter dans le plan complexe I'impédance motionnelle Zm
en faisant varier ® de 0 2 I'infini.
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EXERCICE 67

On considére un
condensateur plan a air dont
une armature est mobile par
rapport a l'autre.

microphone électrostatique

L'armature mobile de
masse m est maintenue en
position d'équilibre par deux
ressorts paraldeles de raideur
globale k et son mouvement
éventuel est freiné parla force

de frottement visqueux de I'air de constante de proportionnalité o, .
La surface en regard des armatures est S et la permittivité de l'air g, .

On forme, avec ce condensateur, un circuit RLC série que l'on soumet
a une tension continue élevée V .

1) Si, a I'équilibre, X, est la distance séparant les deux armatures, F,
le module de la force électrique d'attraction qu'elles exercent I’'une sur
I'autre, Cy la capacité, Q) la charge et Vo la ddp aux bornes de ce

condensateur ; donner les expressions reliant ces différentes grandeurs en
régime stationnaire.

2) lorsque l'onde sonore de surpression incidente p(t) agit sur
l'armature mobile , elle lui applique une force f{t) =S p(t) supposée
sinusoidale . Celle-ci provoque la mise en vibration forcée de l'armature
mobile a la fréquence @ de I'onde . Cette armature vibrant, la capacité C
varie et cette variation du paramétre capacité va provoquer une variation
du courant électrique dans le circuit RLC . Ainsi le circuit électrique se
trouve couplé au systtme mécanique par l'intermédiaire du parametre
capacité. On dira que l'on a affaire 4 un couplage paramétrique
symétrique car ce systéme peut aussi fonctionner en haut-parleur.

On prendra pour axe des x la normale aux armatures et l'on
choisira leur origine a la position d’équilibre de I’armature mobile, le
sens positif vers ’armature fixe .

La distance entre les armatures devenant X=X0 - X etla

charge Q = Q,+ q avec x trés petit devant X, et q devant Q0 .

99
trouver en régime variable les expressions de :

a) lanouvelle capacité C= f(x).
b) lanouvelle ddp aux bornes du condensateur : V = g(x,q).
¢) lanouvelle force électrique F= h Q).

3) écrire les équations différentielles régissant les degrés de
liberté x et q . Quel est le terme de couplage ?

4) écrire l'impédance du systtme Z = f (t)/X(t) en régime
sinusoidal en mettant en évidence l'impédance électrique Ze et
l'impédance motionnelle Z,, .

5) donner le schéma électrique équivalent dans I'analogie
force-tension en précisant la correspondance devant chaque élément du
circuit.

Dans tous ces calculs, on négligera l'inertie de la masse d'air
déplacée et le terme en x.q devant les autres.

EXERCICE 68 chaine monoatomique
Soit la suite infinie de . u .u . u
. d . 1 n-1; n 1 n+l
masses 1 enthues m :__’ :__> :_’
couplées par des ressorts ] ] i
K 1 K ] K 1 K

identiques de raideur K.  ___ AMNGAMAAGAANAGAAAA -~ -

1)  trouver l'expression m m m
du Lagrangien de ce n-1 " n+1
systéme.

2) écrire I'équation différentielle du mouvement de la masse derang n.

3) on applique sur la masse de rang n=o une force F(t) horizontale
et sinusoidale de sorte que chaque masse du systéme ait un mouvement
sinusoidal horizontal dont on donnera I'expression .

4) établir la relation de dispersion ok) o k = 2n/A estle
module du vecteur d'onde .

5) représenter graphiquement cette loi de dispersion - © = o (k).
6) en déduire la vitesse de propagation de I'énergie et la vitesse de phase .
7) quelles valeurs prennent ces vitesses aux fréquences de coupure ?
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EXERCICE 69 chaine diatomique

Mg ) e

l+ l—’ 1

K ek KK K
......... —W’W.—'\AM‘
M m M| m, M; m M

e 4h are g

Deux types d'atomes de masses M et m (M>m) sont disposés, en
trés grand nombre, suivant une droite et de fagon alternée (figure).

La liaison entre deux atomes voisins est symbolisée par un ressort de
raideur K et a l'équilibre statique, la distance inter atomique est a.

La chaine infinie ainsi constituée est dite : " chaine diatomique " .
1) diviser cette chaine en cellules ou " mailles élémentaires " toutes
identiques et comportant chacune deux atomes différents puis attribuer a
chaque maille un rang dans la chaine .
2) calculer I'énergie cinétique T, et I'énergie potentielle Uy, de la
maille derang n si up, et v, sont les déplacements respectifs de ses
atomes par rapport & leur position d'équilibre .

3) en déduire le Lagrangien de toute la chaine puis les équations
différentielles du mouvement des atomes de la maille de rang n.

4) pour résoudre ce systtme d'équations différentielles couplées, faire
I'hypothése que les atomes effectuent des vibrations harmoniques de

la forme :
u () = A, ! et vy(t) =B, e

A B =,
avec n _ _—n _ ¢~ J® =constante Vv n

Api B
et en déduire la " relation de dispersion " (@) de la chaine diatomique.

5) montrer que la périodicité du graphe de () permet d'en limiter
I'étude & l'intervalle -m < @ < 7 et qu'il comporte deux branches qu'on
notera wpa (@) ou branche acoustique et @po(9) ou branche optique

respectivement pour la branche inférieure et supérieure de o(@) .
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6)  préciser les valeurs remarquables d :
graphe. q e (@) et interpréter son

7 en ! i
(que l'on choisira pousrurc,)glf;sii‘: 3:: ;:;2;1;;:;46;61? ::glleled(:e;?;‘rgtizt‘f:s)
forcées, ug(t)=A, ot » qui se transmettent de proche en proche
aux atomes de rang supérieur, le long de la chaine a la vitesse V :
:l so;xg;x:cnies;:a ):zi?ration d'un atome de rang n quelconque en fonction
X =2na pour M ou X = (2ntl)a pour m

b)  que représente alors ¢ ?
¢)  montrer que cette vibration est doublement périodique :

v dans le temps avec une période T=2n/

v dans I'espace avec une période A =V T
8) donner l'expression de u(x,t) et de ® en fonction du
paramétre k=2m/)A appelé "module du vecteur d'onde " .

9) en déduire les modes de vibration correspondant a chaque branche

pour k=0 puis pour k=7/2a et montrer !
! que pour l'un d
modes le centre de gravité de la maille reste immobile . 1 a0

EXERCICE 70

Trois masses m
ponctuelles et identiques sont & ia i ioa
fixées 4 une corde. \

Cette corde est attachée
par une extrémité a un point
fixe A et a son autre
extrémité B , qui passe par
une petite poulie, une tension
Ty est exercée.

Au repos , la corde est horizontale et toutes les distances entre
les masses et les extrémités sont égalesa a .
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€.COIT

o On considére les petits déplacements u; , uy , uz des
| masses, par rapport 2 la position d'équilibre, verticalement dans le plan de

la figure.

1) montrer que l'allonggment total de la corde entre les points A et

B estégal a :

a0 =L [+ G -wP e s -uf o3 |
a

2) en supposant tous les segments de corde soumis & une méme
tension et en négligeant l'énergie potentielle de pesanteur des masses ,
calculer le Lagrangien de ce systéme .

3) montrer que le systéme d'équations différentielles du mouvement se
met sous la forme :

i; +h-(Ru-uy) =0
i, +h-(2uy-u;—-u3z) =0
i3 +h-(2uz—-uy) =0

dans lequel h est une constante que I'on calculera.

4) calculer les pulsations propres du systeme.

5) déterminer ses modes propres et en donner une représentation.
6) donner l'expression de la solution générale du mouvement.

EXERCICE 71 corde plombée

On considére une corde
portant N plombs identiques

La corde est fixée en

x=0etx=F oul estsa u v, Iun+1
longueur totale . A I'équilibre, | | |
I'ensemble du systéme occupe X
une position horizontale et les
segments sont identiques, de
longueur a et soumis a une
méme tension T .

On ¢tudie le cas des oscillations transversales de faibles amplitudes.

1) calculer I'énergie potentielle du segment de corde relié 4 la masse de
rang n.

2) endéduire I'équation différentielle du mouvement de cette masse .
3) i, pour un mode de pulsation ® , on peut écrire :

Up-1(t) = Ap_; cos(ot + @)
uy(t) = A, cos(ot+ @)

Uns1(t) = Apyp cos(ot +¢)
en déduire la relation entre les amplitudes Apg , Ay et Ay .

4) si les rapports d'amplitudes sont tels que pour tout n on peut
écrire A, = A sin(nka) ou k estun autre paramétre ( module du
vecteur d'onde ) caractérisant le mode considéré, établir en utilisant le
résultat du 3) larelation entre ® et k, appelée relation de dispersion.

5) en écrivant que la corde est fixéeen x=0 et

x =€ =(N+1 )a , donc que son amplitude y est nulle,
déterminer les valeurs possibles de k .

6) dans le cas ou la corde est limitée & cinqg plombs (N=5):
a)  quelles sont les valeurs possibles de k .
b) représenter les 5 modes correspondants .
¢) tracer la courbe de dispersion o(k) .
d) & partir des valeurs de k déduire les pulsations propres.

e) montrer qu'on retrouve aussi les pulsations propres de
I'exercice 70 a l'aide de la relation de dispersion.

f)  on excite une des masses de la corde avec une pulsation

o =4 ‘fh que se passe-t-il alors ?
ma

7 onseplacemaintcnantdanslecasdelacondecontinue(a trés petit ) : 4
partir de la relation de dispersion déja établie, déduire celle de la corde
continue et tracer cette courbe sur le graphe précédent .
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EXERCICE 72 corde continue

Soit une corde vibrante
de longueur £ , de masse
lindique p et soumise &
une tension T .

e
(=
il
»
&3

1 1
T. | T
1) _ Elle est fixée a ses  ____ ‘0 Al P >
extrémitésen x = 0 et en X, X, X
x = £ . Donner l'équation T
X

différentielle qui régit les
déplacements transversaux

u(x, t) delacordeen fonction de ses caractéristiques.
2) montrer que la solution stationnaire de I'équation de propagation
peut se mettre , pour un mode de vibration , sous la forme :

u(x,t) = f(x).cos(at+ @)
et déterminer l'expression de f(x) .
3) en tenant compte de ce que la corde est fixée en x=0 et
x = { exprimeralors u(x,t) pourunmode.

4) en déduire sous forme de série de FOURIER la solution générale
du mouvement de cette corde .

5) sachant qu'a l'instant t =0, u(x,0) = 0 , comment se
simplifie cette expression ?

6) la forme delacordea t=0 étant: f(x)=asin(—3%x)

quelle est alors la solution générale du mouvement de cette corde ?

OO Y ——

105

1/11.2 ANALOGIE
ELECTROMECANIQUE

IMPEDANCES

EXERCICE 73

Soient les deux
systtmes mécanique et
électrique suivants :

1) en utilisant la théorie de
LAGRANGE, déterminer
l'équation différentielle du | m=1 kg
mouvement de m.

2) _en utilisant la loi des mailles, déterminer 1'équation différentielle de
variation de la charge q du condensateur.

3) trouver une correspondance entre le systéme mécanique et le circuit
€lectrique . Donner I'équivalent électrique du Lagrangien.

4) donner les solutions des équations différentielles sachantqu'a t = 0 :
x(0)=1Cm ; %(0)=0m/s ; q0)=2pC ; i(0)=0A

5) ) comparer les valeurs numériques des fréquences propres
mécanique et électrique.

k=10 N/m

EXERCICE 74

On considere les systémes mécaniques représentés sur les figures |

& 8 o0 F(t) est, pour chacun d’eux, une force d'intensité sinusoidale.



http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

www.biblio

tifigue.comr

106
A) pour les systémes de 1 a4: B) pour les systé 107
‘ 1) établir les équations différentielles du systéme mécanique. 1) établi lys e ‘.le Sasg:
‘ 5 erire les équations des circuits électriques - . ir les équations différentielles du mouvement des masses
(analogie M/L et M/C ) et représenter les schémas de ces circuits. 1 2
3) calculer l'impédance d'entrée vitesse du systéme mécanique; 2) déterminer l'impédance d'entrée vitesse - Z, = F(t)
ve(t)

l'impédance d'entrée du circuit électrique analogue ( force-tension ) et

* l'admittance d'entrée du circuit analogue ( force-courant ) . 3) déterminer limpédance de transfert Zp = F(V
vs(t)

figure 1 figure 2
) figure 5 figure 6
k a kl 0.1 kl k] e al
m F(t) E(t) o
F(t ’ l m 1 >k,
® m o }y l v 1 s
1<k a
y 2 2 % Sk, ._.I|._. P k, % Y
il M2 = m,
+ P 2 F(t) '+"
y
k, % 2 v v, 2
F(t) I m, k, = oy . P cc
¥ y a 2 k, woa
k 1 Fe) || m 2
T T FO [[ m R
K ¥3 v 2ok k . —
. k N > v
* § o & )'2 k2 yl
m m
I e : m, tbpf g IF(t)
2 Y2 l y ‘yz T
figure 3 figure 4 : Bt b e
figure 8
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4) que devient cette impédance :

e pourlessysttmes 5 , 7 et 8 si o2 =k%n1

5 : 2 _kp
e pour le systétme 6 si 0 = /n 3
en déduire 'expression de la vitesse de sortie, en amplitude et en phase.
5) donner un schéma électrique équivalent ( analogie M /L ).

EXERCICE 75

()
«

T m, "W\ m
1 2
PPP7P7PP7P72 P27 77777777 L ddddd

figure 1

1) écrire les équations différentielles qui régissent le systéme mécamque
de la figure 1 et le circuit électrique de la figure 2.

2) y -a-t-il analogie entre eux ? Si oui , donner la correspondance entre
les éléments mécaniques et électriques.

3) la pulsation du générateur mécanique est o= /Hz

quelle est la pulsation du générateur €électrique correspondant ?
comment se comportent les deux systémes a ces pulsations ?
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sttme mécanique de la figure 3 est-il équivalent au
circuit électrique de la figure 2 ? sinon donner le circuit électrique

- analogue (M/L).

5) trouver le systéme mécanique équivalent au circuit électrique
de la figure 4 .

EXERCICE 76

Premiére partie :

Y

On consideére le circuit
représenté par la figure .

E(t) est une source
de tension sinusoidale :

E(t) =E(cosmt

et ZI,Z2 et-Z sont

des impédances complexes.
1) calculeren fonctionde Z; , Zp et Z :

a) limpédance d'entrée Z,p du circuit.

b)  les courants électriques ij et i .
2) silecircuit est réalisé de telle sorte que ~ Z; + Z, = 0

a)  montrer que, dans ce cas, i est indépendant de Z .

b)  que peut-on dire de la nature des impédances Z; et Z, ?

c)  montrer qu'on a, ainsi, construit une source de courant dont
on précisera l'intensité et les bornes.

Deuxiéme partie :

On étudie a présent le systéme mécanique représenté par la figure
suivante et dans lequel la masse m, est soumise a une force verticale

sinusoidale F(t)=Fycosot :

3) en donner une représentation électrique dans l'analogie
force / tension.
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4) en comparant cette
représentation électrique avec le circuit
précédent et en utilisant les résultats de la

[ partie :
a)  calculer la pulsation Q pour

laquelle la vitesse de la masse m est
indépendante de m, k et q.

b) donner, dans ce cas, I'expression
de la vitesse x de lamasse m.

¢) calculer alors la puissance moyenne
dissipée par le systtme mécanique et en
déduire la puissance moyenne qui lui est
fournie.

EXERCICE 77

1) établir les équations différentielles
régissant le fonctionnement du systéme
représenté par la figure suivante .

2) en déduire, dans l'analogie
force-tension, les équations électriques et
le circuit électrique équivalents.

3) dans le cas ou la pulsation de la
force extérieure F(t) appliquée prend la
valeur particuliére ©? = k3/m3 , en
déduire le comportement du systéme
mécanique a cette pulsation.

4) retrouver vos conclusions en
utilisant cette fois le circuit électrique
analogue M/C.
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EXERCICE 78

Soit le systéme
mécanique représenté sur la
figure odl la masse m, est
soumise a une force
F(t)=Fycosot

1) €crire les équations
différentielles en X, (t) et

X,(t) qui régissent les

L L L L L L L LLLLLLL L

2

déplacements horizontaux des masses my et my lors de petites
oscillations.

2) calculer l'impédance d'entrée vitesse Z, =F(t)/ x5(t) .

3) donner le schéma électrique équivalent ( force-tension ).

EXERCICE 79

On considére les deux
pendules P et P, couplés
selon la figure.

Le pendule P

est soumis a4 wune force
d'excitation F(t) = Fycosot

|

horizontale et le pendule P, L

a un frottement visqueux ' lxl X
proportionnel a sa vitesse F® 4
linéaire.

1) établir les équations différentielles en X, (1) et X, (1)

régissant le mouvement des petites oscillations des deux pendules.
2)  calculer l'impédance de transfert vitesse : Zt = F(t)/x,(t)

en fonction de wg , ®, k , m et o.

On posera m% = (Zﬂi + %)
m
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3) Que vaut cette impédance pour ® =g ?

Donner alors I'expression de la vitesse X, (t) pour ®=ay .

4) Calculer I'impédance d'entrée Z, = F(%l (t) en fonction
de og,o, k, m et a.

5) Que vaut cette impédance pour o =wg ?

Donner alors I'expression de la vitesse %;(t) pour © =y .

6) Donner les équations électriques et le schéma électrique
équivalent ( force-tension ), en indiquant en face de chaque élément
électrique son analogue mécanique .

EXERCICE 80

1) établir les équations différentielles
régissant le fonctionnement  du
systtme mécanique représenté sur la

figure.
2) donner le schéma du circuit
électrique analogue M /L. k2
k
3 roof =—2
) pour wf m2+% o m Ip(t)
m

a) calculer l'impédance d'entrée Y1 g ky"g= 2
vitesse: + Y2

F() e

Ly mnstes
)

b) en déduire les déplacements y; , y, et les vitesses y; , V.
4)  refaire toutes les questions en se plagant dans l'analogie M/ C .

5)  les deux circuits électriques (M /L) et (M/C) présentent-ils
une différence quant a leur réalisation pratique ?
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EXERCICE 81

On considére le systéme

de la figure ci-contre . 4 o B (t)l
Sur la masse m; agit une 2——l k,
force horizontale sinusoidale . 4 Kk my My
F (t) = FO cosmt PPPP77777 777777777 777777777

1) établir les équations différentielles qui régissent le mouvement
du systéme,

2) ©n utilisant la notation complexe déterminer, pour le régime
permanentg, les vitesses y1(t) et y,(t) des deux masses.

g) Pour quelles valeurs de fréquence les masses oscillent elles en phase

4) Calculer l'impédance d'entrée  Z, = F(% ® et de transfert

vitegse Zr = E(t) du systéme .

y2(t)

:) d?nner le schéma du circuit électrique équivalent dans I'analogie
orce-‘tenslon (ouM/L ) en mentionnant a coté de chaque composant
électrique son équivalent mécanique.

On donne a la pulsation de la force la valeur fixe

0)2 = QZ L ky
mj

6)  par des déductions que I'on fera a partir des équations ou a partir

:;:dlém& électrique, déterminer la nature du mouvement de chaque
se.

7 don mer la valeur de limpédance Z, et l'expression , en notation
réelle, des vitesses Y1(t) et yo(t).

8 queslle est la force transmise par le ressort k; alamasse m .

En déduire |, résultante des forces qui s'exercent sur elle pour justifier
Son compor~tement A cette pulsation particuliére.

(1% exercice 2°™ gpreuve Mars 1995 )
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EXERCICE 82

On considére le systéme
oscillant de la figure ci-contre %
constitué par deux masses m
et my et un cylindre de masse

M et de rayon R pouvant
tourner autour de son axe
horizontal et fixe 0.

Le ressort k; relie la
masse m; au bati .

Le cylindre entraine sans ";
glissement un fil inextensible et y,
de masse négligeable reliant les
deux ressorts k, et k3 .

On repére ce systéme a trois degrés de liberté par les déplacements
Y1, Y2 et y3 = R8 que font respectivement les masses m; , my et

un point de la périphérie du cylindre par rapport  la position d'équilibre
et on ne s'intéresse qu'aux petites oscillations .

premiére partie : systéme libre non amorti

1) trouver la matrice £ associée a son Lagrangien en respectant
lordre y; , y2 , y3 -
2) trouver les pulsations propres du systéme dans le cas ou :

M=4m ; m=2m ; my=m ; ki =ky =k; =k

deuxiéme partie :
On excite le syst¢tme en appliquant en permanencé une
force sinusoidale F(t) = E, sinwt agissant verticalement sur m, .

systeme amorti forcé

Pour tenir compte du frottement on ajoute sur m, un
amortisseur de coefficient o, et on suppose le cylindre soumis ¢ une
foree de frottement dont o est le coefficient de proportionnalité a la

vitesse ¥4 =R9 .
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3) donner les équations différentielles en
y,®, ¥, (1) et ¥5(t) qui régissent le mouvement.

4) donner les équations électriques correspondantes et le schéma
électrique équivalent dans I'analogie force-tension.

k
my

5)  le systéme mécanique étant excité a la pulsation: @)=

v en déduire le nouveau schéma électrique .
v que peut-on conclure quant au mouvement de la masse my ?

v donner le nouveau schéma mécanique .

( 1° partie de l'examen de synthése de Juin 1987 )

EXERCICE 83

On _donne J=MR?/2 pour les systémes représentés par les
figures ci-dessous ol J est le moment d'inertie de la poulie, M sa
masse et R son rayon, I'axe de la poulie étant fixe. x; et X sont les
positions des deux masses par rapport  leurs positions d'équilibre.

Onprendra: M =2 (my-mj) ; kg=k; =ky =k et my =m

F(t)
4
k i Lo sl
1 Y,
4 M
w7z 77, 772 PP77777777. 77.
/
1k 1k
/ 0 ’ 0
m, 2 m,
7 e o
y v 2 v
Y, X X
2
k2 2 2 k2
/ A
figure 1 figure 2
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1) pour le systéme libre représenté par la figure 1 :

116
117

a) déterminer les pulsations propres en fonctionde k et m.
b) trouver les modes propres relatifs a ces pulsations.
2) On considére le systéme de la figure 2 en régime permanent avec
F(t)=Fycosot :
a) établir les équations différentielles régissant le fonctionnement
du systeme. :
F(t)
x(t)

¢) calculer les vitesses X; et X, desmasses m et my .

b)  calculer Iimpédance d'entrée  Ze =

V. COMPLEMENT
D’EXERCICES
DIVERS

po

d)  donner le schéma électrique équivalent ( M/L).
e)  aquelle pulsation o lamasse my reste-elle immobile ?

Quelle est dans ce cas I'amplitude des oscillations de mj ?

f) a quelles pulsations la vitesse de la masse m; est-elle en phase
avec la force F(t) ?

g) en comparant ces pulsations a celles calculées au 1)a).
déduire le déphasage de X, par rapport a F(t) pour chacune des

pulsations.

___/‘a’mf\__,
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EXERCICE 84

A une masse m suspendue par un ressort de raideur k et au
repos, on applique une force verticale F(t).
1) trouver I'équation du mouvement de cette masse dans chacun des cas
suivants :

a) F(t) =F, = constante  ¢) F(t) = Fje 2
b) F(t) =at d) Ft) =Fsin(@t+p)

2) en déduire le mouvement de la masse si la force qui lui est appliquée
est donnée par F(t) = Fycosot .

3) calculer la valeur de la masse m sachant que le ressort a subi un
allongement statique ¢ = 20 mm et que les vibrations de la masse,
entretenues par une force F(t) =10 cos 20 t, ont une amplitude maximale
A=5mm.

4) quelle sera l'expression des vibrations de lamasse m si @ = g ?

EXERCICE 85

Une masse M est suspendue & un ressort vertical

sans masse et de raideur k. K

A cette premicre masse M est attachée, par une
tige rigide et trés légére, une seconde masse m .

établir I'équation du mouvement de la masse M
dans les deux situations suivantes :

1) a l'équilibre statique on coupe la tige ; le systeéme m

se met a osciller de lui méme .

2) on écarte le systéme initial de sa position d'équilibre statique et on le
liche sans vitesse initiale. On le laisse osciller puis & I'instant ty; on
brile la tige de liaison des deux masses.

On exprimera la position de la masse M par la coordonnée x(t)
comptée & partir de la position d'équilibre qu'occuperait la masse M
suspendue seule au ressort et on choisira 1'origine des temps au moment
du début des oscillations.

EXERCICE 86

Dans le circuit de la figure
I'interrupteur est d'abord placé en
position (1) pendant un temps

t, permettant au condensateur

C de se charger grice a la source
de tension continue E de
résistance interne r.

On bascule ensuite cet interrupteur en position (2) .

1) exprimer la loi de variation de la charge du condensateur en fonction
du temps et des paramétres indiqués sur la figure.

2) que devient I'expression de q(t) si la résistance R, supposée de
faible valeur, est placée en série avec la self L .

EXERCICE 87

Une masse m =5kg , suspendue a un ressort de raideur
k =2000 N/m , effectue des oscillations amorties par le frottement
visqueux d'un milieu dont le facteur d'amortissement est & .

1)  déterminer le décrément logarithmique D de l'amortissement et la
période T, de ces oscillations sachant que I'amplitude a diminué de 12

fois au bout de 4 périodes .

2)  donner l'équation du mouvement de la masse m si on I'a écartée
de sa position d'équilibre de 2 cm puis on I'a lichée sans vitesse
initiale .

EXERCICE 88

Déterminer le décrément logarithmique d'amortissement d'un
pendule simple de longueur £ = 50 cm sachant que son énergie
mécanique totale diminuede n = 40 fois au boutde t=30s sous
l'action du frottement visqueux de I'air .

On prendra g=9,81m/s2 et T, =T

0

n
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EXERCICE 89

Une masse m , suspendue & un ressort de raideur k , effectue des
oscillations amorties et entretenues par l'action d'une force extérieure

harmonique d'amplitude F; .
En supposant le décrément logarithmique d'amortissement D connu,

déterminer la pulsation de la force telle que l'amplitude du déplacement
de la masse soit maximale et, la valeur de cette amplitude maximale en

fonctionde m , k , D et FO .

EXERCICE 90

Une courbe donne la variation de 'amplitude des vibrations
d'un oscillateur harmonique, de décrément logarithmique D =0,2 , en
fonction de la pulsation © de la force excitatrice.

Pour cet oscillateur, évaluer, en faisant des approximations
justifiées, le rapport n de l'amplitude maximale a 'amplitude pour une
trés faible pulsation o .

EXERCICE 91

Pour un circuit R L C série avec L =0,1 mH et soumis a une
source de tension sinusoidale E(t) = Egcos ot dont on fait varier la
fréquence, on observe :

v aux bornes de la résistance une résonance de tension pour
f'=2252 kHz.

v aux bornes de la capacité une résonance de tension pour
f"=2245 kHz.

a) quelle est la valeur de la capacit¢ C ?

b) quel est l'ordre de grandeur de la valeur de la résistance R en
séricavec L et C ?

EXERCICE 92

Le facteur de qualit¢ Q d'un circuit oscillant est égal a 10 .
livaluer l'écart relatif entre la pulsation propre et la pulsation de ses
oscillations amorties .

CICE 93

Un circuit RL C est soumis & une tension sinusoidale dont on peut
ajuster la pulsation o .

Quelle condition doit satisfaire le facteur de qualité Q de ce circuit
pour que :

1) la tension aux bornes de la capacité présente un maximum
(résonance) ?

2) la fréquence correspondant 2 la résonance de courant ne differe
pas de celle de la résonance de tension de plus de 1 % ?

EXERCICE 94

Trois éléments R, L et C sont branchés en série et le circuit est
soumis a une tension sinusoidale.

La mesure de la tension aux bornes de la résistance montre qu'une
résonance se produit pour un certain © et on reléve un facteur de
qualité pour le circuit de 78,5 . ‘

1)  quelle est la fréquence de résonance en courant de ce circuit sachant
que: R=20Q e L=0,1H

2)  que devient cette fréquence de résonance et le facteur de qualité si
I'on branche les mémes éléments R, L et C en paralléle aux bornes
d'une source de courant sinusoidal ?

3)  quelle conclusion peut-on faire quant a la différence entre les deux
montages et 4 la variation de Q avec R ?
EXERCICE 95
: Un point effectue simultanément deux oscillations de méme
direction données par :
xp(t) =acosot ; xy(t) =acos2mt

Déterminer la vitesse maximale de ce point si :

a = 50 mm : m=103rd/s
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EXERCICE 96

Les amplitudes des oscillations harmoniques amorties
forcées d'un systéme & 1 degré de liberté sont égales entre elles pour les
pulsations: ' = 400 rd/s et " = 600 rd/s. .

Déterminer la pulsation pour laquelle l'amplitude est
maximale.

EXERCICE 97

Pour les pulsations o' et ®" d'une force excitatri.ce harmonique la
vitesse d'une particule vaut la moitié de sa valeur maximale .
Déterminer en fonction de ' et ©" :
a) la pulsation correspondant a la résonance de vitesse. g o
b) le facteur d'amortissement & et la pulsation ®, des oscillations
amorties de la particule.

EXERCICE 98

L’oscillation résultant de la superposition de deux oscillations
harmoniques de méme direction a pour expression :
x(t) = A cos2,1t cos50t

Déterminer les pulsations des oscillations composantes et la
période des battements de I’oscillation résultante .

EXERCICE 99

Une bille suspendue a un ressort effectue des oscillations
harmoniques d'une pulsation donnée. '

En communiquant au point de suspension des oscillations
harmoniques de direction verticale, de fréquence 20 Hz ou 24 Hz, on
obtient, dans les deux cas, des battements de méme fréquence.

Pour quelle fréquence du point de suspension celle des battements
doublera-t-elle ?

ntifigue.co 123
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Un circuit R L C série est soumis i une tension
sinusoidale E (t) = Eg sin o t . En faisant varier la pulsation ® , on note

qu'il se produit une résonance pour la tension aux bornes de la capacité
inconnue C . Sachant que :

Vemax =60 v Ep=3v ; R=75Q ; L=0,8 mH
1) déterminer le " coefficient de surtension " Q.

2) évaluer la capacité C etla fréquence propre f; du circuit.

3) donner la bande passante Af (a-3dB) et ses limites fi et ).

4) calculer en dB , l'atténuation par rapport au courant I(fy) lorsque
la fréquence de la source differe de fy de 4 kHz.

5)  trouver la puissance que la source doit fournir au circuit pour y
entretenir des oscillations dont l'amplitude maximale de l'intensité du
courantest I = 30 mA ?

EXERCICE 101

Sous l'action d'une force extérieure verticale F (t)=F, sin ot ,

un corps suspendu a un ressort effectue des oscillations amorties forcées
définies par : x (t) = A sin (ot + @) . Déterminer :

1) le décrément logarithmique de I'amortissement en fonction de
0y, ® et @.

.ﬁ
2) le travail de la force F pendant une période et montrer que ce

travail est accompli pour vaincre les forces de frottement.

._)
3) la puissance moyenne <P >, de la force F , mise en jeu en une
période d'oscillation .

Le résultat est il conforme a celui de la question précédente ?

_)
4) la pulsation de la force F pour laquelle <P > est maximale
(résonance de puissance ). Quelle est la valeur de <P > MAX -
A.N : m=50g 3 k=20 N/m ;0 A=13 cm

0=25rd/s s ©=3n/4
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EXERCICE 102

En utilisant le a) b) c)
principe de l'égalit¢ de . . .
l'action et de la réaction I i
ainsi que la régle de k1 3k, 1 1
composition des forces,
déterminer la raideur du k, .
ressort équivalent dans les . ;" ; X k,

cas de figures suivantes :

EXERCICE 103

On considére un ressort o ’ 3

de raideur k dont les deux extrémités i 0 o
A et B se déplacent simultanément. ! ¢ K » :
1

En prenant pour origines Ap AMA~B
les deux positions des points A et B

] ]
] 1
pour lesquelles le ressort peut étre £ A k: B
i aturelle £ I .
considéré a sa .longueur n e“ 0 s /
et, aprés le choix d'un sens positif, on HEIN ! xIB
note par xa et xg les déplacements ' +.

algébriques de ces points .
Montrer que l'on peut recenser quatre situations distinctes et que pour
tous ces cas on peut écrire :

1
F=-k(xg-xa) ; U=k (xp —x4)’

ol XA et xg sont comptées algébriquement et F représente la
force de rappel exercée par le ressort sur son extrémité B .

Le systéme de la figure
ci-contre effectue des oscillations de
faibles amplitudes données par la
coordonnée généralisée 9(t) repérant

le cylindre homogeéne, de masse M ,
de rayon R et d'axe fixe 0.

1) appliquer la formule établie a

125

l'exercice précédent pour calculer son
énergie potentielle U(9 ).

2) en déduire la pulsation propre de ses oscillations libres si :

6 =20, o £,=34,

EXERCICE 105

Montrer que la transformation
du ‘mouvement de rotation
uniforme d'un volant en
mouvement de translation

d'un piston par le biais d'une
simple bielle donne un
mouvement de piston qui est
oscillatoire mais non
sinusoidal .

EXERCICE 106

Un corps solide peut effectuer
des oscillations autour d'un axe horizontal 0 .
Sachant que sa masse est M et son moment
d'inertie par rapporta cetaxeest J, :

1)  rappeler I'expression donnant la période
dun  pendule composé pour de faibles
oscillations de celui-ci.

2)  utiliser cette formule pour retrouver les
résultats des exercices 1, 2 et 109.
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‘ Un corps de masse m est suspendu a un fil élastique dont le EXERCICE 109

coefficient d'élasticité est k.
A 'équilibre statique le fil a une longueur £ . tandis que dans son

Un demi disque homogéne
d(? rayon R et de masse M peut v
pivoter autour d'un axe passant par son

état naturel sa longueur était [0 : i
centre, constituant ainsi un pendule

| On écarte le corps m de sa position d'équilibre, de x vers le bas, composé de centre de gravité G .
| et on le lache sans vitesse initiale. On repére la position de ce pendule par
Il se met alors a osciller harmoniquement suivant la verticale . langle 9 fait parlerayon 0G avecla C
1) donner l'expression de la Jongueur totale du fil en fonction du temps. verticale et on néglige les frottements. L_/'\\
Donner la période des petites B

2)  quelle est la longueur maximale qu'on peut donner au fil, a
l'instant initial, pour qu'en oscillant il reste tendu ?

Pouvait on deviner ce dernier résultat sans faire de calcul ?

oscillations de ce systéme.

EXERCICE 110
EXERCICE 108 1)  calculer la distance a du
centre de gravité d'une jante semi-
circulaire de masse m et de
rayon R qui roule sans glisser et
sans frottement sur un plan
horizontal.

Pour mesurer la gravité g du lieu ot il se trouve, un expérimentateur
posséde un ressort de raideur k et deux masses my et mj .

Les valeurs de ces trois grandeurs lui sont inconnues et, pour la
mesure, il ne dispose que d'une bonne régle et d'un chronometre.

Voulant faire une estimation de g , il procéde comme suit :

Il suspend m; au ressort et mesure son allongement X puis il
I'écarte de sa position d'équilibre statique et mesure lapériode Ty deses
oscillations. Il procéde & nouveau de la méme fagon en remplagant m;
par m, et mesure un allongement X, etune période T .

2) déterminer la fréquence
propre des petites oscillations de
celle-ci.

EXERCICE 111

On demande d'établir la formule qu'il a utilisé pour trouver g a
partir de ses mesures seulement .

Déterminer la période des
petites oscillations d'un demi-
disque circulaire homogéne de
rayon R et de masse M
posé sur un plan horizontal
rugueux sur lequel il peut
rouler sans glisser.
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EXERCICE 112

Dans un disque plein de centre 0,

de masse M’ et de rayon R on creuse un
trou circulaire de rayon r et de centre 0’
telque 00’ = a (as% , rs%).
(o]
Le corps de masse M , ainsi R +G

obtenu, repose sur un plan horizontal ou il
peut rouler sans glisser.

1) Calculer la distance b =0G de son
centre de gravité.

2) Calculer son moment d’inertie J,g par rapport a un axe
perpendiculaire a son plan et passant par son centre de gravité G .

3)  Trés légérement écarté de sa position d’équilibre stable puis reldché
le corps se met a osciller librement. On demande d’utiliser le concept
d’axe instantané de rotation pour déterminer la période propre de ses
oscillations sachant que r = a = R/2.

EXERCICE 113

Un
cylindre plein, homogene,
de rayon r roule sans
glisser sur la  face

intérieure d'une surface y
cylindrique de rayon R e
en effectuant des petites NS,
oscillations harmoniques . A

y .

Calculer la période
de ses oscillations. i

tifigue.com

EXERCICE 114

Sur un demi
cylindre de rayon R se
trouve, en équilibre, un
bloc de hauteur 2h et
de section rectangulaire .

Légerement écarté de
cette position d'équilibre il
semeta osciller.

Trouver la pulsation
propre de ses oscillations
et analyser 1'équilibre du
systéme.

EXERCICE 115

Un corps de masse m se
trouve sur un plan lisse et horizontal.

On lui attache un ressort de
raideur k dont l'autre extrémité est
articulée en 0.

La longueur du ressort non
déforméest £ .

Dans la position d'équilibre
du corps, le ressort est vertical , tendu
et de longueur fe =00, .

1) en ne prenant en considération
que les termes en x d'ordre inférieur
ou égal a 2 dans l'expression du
Lagrangien, calculer la période des
petites oscillations du corps .

2) a-t-on le méme résultat si, a
I'équilibre, le ressort n'est pas tendu ?

129
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EXERCICE 116
Une bille de masse m , a m

solidaire d'une corde de longueur >
3

{ et tendue horizontalement, est
située 3 une distance d de l'une
de ses extrémités. ¢

La corde est sous une tension T qui, pour de faibles déplacements,
peut étre supposée constante.

Trouver la fréquence propre des vibrations de la masse m , si les
oscillations se font dans le plan horizontal et qu'on peut négliger la
pesanteur.

EXERCICE 117

Un corps de masse 4,

m est posé sur un plateau de

masse négligeable qui effectue des

oscillations harmoniques  verticales +c¢ +

d'amplitude maximale C. a8 o e

On demande de trouver la

fréquence maximale de ces oscillations

pour que le corps reste en contact
avec le plateau de fagon permanente.

EXERCICE 118
Un corps de masse m effectue des

oscillations  harmoniques  verticales  libres
d'amplitude maximale C .

Il est relié par un ressort de raideur k 4 un
socle de masse M qui repose sur le sol .

En négligeant la masse du ressort :
1) calculer la force de pression maximale et M
minimale exercée par ce systéme sur le plan 77T >
support.
2) en déduire qu'a partir d'une certaine valeur d'amplitude maximale
des vibrations le corps M se décolle du sol .
A.N: m=1kg ; M=4,1kg ; k=625 N/m ; C=1,6 cm

131
EXERCICE 119

Un corps de masse m tombe d'une hauteur h sur le plateau d'une
balance a ressort de raideur k .

Les masses du plateau et du ressort sont négligeables.

Collé au plateau, le corps effectue des oscillations harmoniques
suivant la verticale.

1) calculer I'amplitude et la phase des El
oscillations ainsi que I'énergie de ces T
h

derniéres.

2) en considérant que le systéme est e
conservatif, —comparer son énergie k V4
mécanique totale calculée en 1) avec 9 44 e
son  énergie potentielle a I'instant o) on —mosd -L___|.
lache lamasse m dela hauteur h .

Comment expliquer la différence apparente entre ces deux valeurs ?
EXERCICE 120

Une planche portant un corps
de masse m a un mouvement
vertical suivant la loi :

y® =c(1-cosat)
ol y représente la position
de la planche.

1) Déterminer le module F, de
la force de pression exercée par
le corps sur la planche, en
fonction du temps. Tracer fe
graphe de cette fonction.

Sachantque ® =11rd/s, calculer:

- 2) l'amplitude minimale des oscillations de la planche pour laquelle le

corps commence a se détacher de celle-ci.

3) l'amplitude des oscillations de la planche pour laquelle le corps
sautera & une hauteur h =50 cm par rapport & la position initiale.
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EXERCICE 121

Les ressorts de suspension d'un wagon immobile sont comprimés
de d et lalongueur des trongons de rails est £ .

Trouver la vitesse critique de translation uniforme pour laquelle le
wagon se met a galoper si aux joints de rails il regoit des secousses
provoquant des oscillations verticales forcées non amorties .

A.N: d=5cm ; /=12m ; g=9,8m/s2

EXERCICE 122

Une masse M est accrochée a un ressort de
raideur k et de masse m .
1) calculer le Lagrangien de ce systéme et en
déduire sa pulsation propre.
2) si M = 50 m , quelle est l'erreur relative

commise sur la période de ce pendule lorsqu'on
ne tient pas compte de la masse de son ressort.

EXERCICE 123

Suspendue a l'extrémité d'un céble PR AL
d'acier qui passe autour d'une petite poulie
d'axe  horizontal fixe, une cage
d'ascenseur de masse m descend avec une
vitesse constante V lorsque, brusquement,
le cdble est bloqué au niveau de la poulie.

1) déterminer la période des oscillations k;
ultérieures d¢e m et la tension maximale v
Fimax 2 laquelle est alors soumis le l
olible dont la rigidité est k; et la masse
négligeable.

On supposera I'absence de frottements.
2) sachant que la tension de rupture F, du cable est inférieure 4 ce
Fisax ( Fp < Fiyax ) et pour éviter que le cable casse, on intercale,
ontre  l'extrémité du céble et la cage d'ascenseur, un ressort dont la
rildeur est ks et la longueur négligeable devant celle du cible .

133
Montrer que la nouvelle force de tension maximale F,,, subie

par le cable est plus faible que Fyy,5 et F, .
A.N: m=850kg ; Kk =1710N/m : V=2m/s

F,=75100 N ; k,=04105N/m ; g=98 m/s2
2

EXERCICE 124

Un pendule est constitué
d'un récipient sphérique a parois minces de
rayon R , rempli d'eau et fixé a une tige
rigide et trés légeére. La distance du point de
suspension 0 au centre du récipient est égale
a { etlamassedeauest M.

(=]

1) calculer la période T de ce pendule
composé en négligeant les frottements et la
viscosité de 'eau.

2)  on constate que la formule précédente est
conforme a lamesure expérimentale de

la période effectuée a température ordinaire (25°C) mais que T est
légérement plus élevée lorsque sa mesure est faite a basse température et
que I’eau géle.

Si des vérifications ont montré que cette augmentation n’est pas
due a une variation de longueur de la tige ou de volume du récipient, montrer
qu’on peut envisager une explication et évaluer cette augmentation de la
période en faisant un calcul considérant que P'eau est de viscosité
pratiquement nulle A température ordinaire mais trés élevée a basse
température.

Indication : Sans restreindre la généralité du probléme, imaginer
le récipient rempli en partie seulement, et :

v considérer la position relative de la surface libre de
leau pour en déduire son type de mouvement dans les deux
situations (& 25°C et inférieure a 0° C).

v appliquer le théoréme d' HUYGENS sur les moments d'inertie |
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EXERCICE 125

1
1
Un corps de masse m .
est posé sur une planche qui ' l i I
exécute des  oscillations = ' " 1
harmoniques horizontales SN

| x(t) =asinogt
d'amplitude maximale : 1 RABIR R0
1
]

a =10cm

Déterminer le coefficient de frottement entre la planche et le corps
si celui-ci se met a glisser lorsque la période des oscillations de cette
derniére est inférieured 1s.

EXERCICE 126

Deux tambours effectuent
une rotation rapide en sens [
inverse l'un de l'autre, a la
méme  vitesse  constante,
autour de leurs axes fixes et
horizontaux 01 et 02

distants de d = 01 0, .

Sur ces deux tambours on pose doucement une planche pesante
et homogene de longueur ¢ = nd et de masse M.

Sachant que le coefficient de frottement entre la planche et les
tambours est p , montrer que la planche effectue des oscillations
harmoniques, et calculer leur période.

EXERCICE 127

Un fil inextensible dont une extrémité kg
est fixe et I'autre porte une masse m s'enroule
sans glisser autour de deux poulies sans masse,
dont les axes sont attachés par des ressorts
respectifs k; et ky a des supports opposés.

1) montrer que le systéme est 2 un degré de
liberté. ko XV

2) en prenant pour coordonnée généralisée l'abscisse x de la
masse m comptée A partir de sa position de repos, calculer son
Lagrangien.

3) trouver la pulsation propre du systéme.

4) montrer que ce systéme est équivalent 3 un oscillateur simple dont on
précisera la raideur k du ressort.

EXERCICE 128

Un fil inextensible a une extrémité solidaire d'un disque homogéne de
masse M etderayon R.

Sa seconde extrémité porte une
masse ponctuelle m.

En un point A situé a une
distance a<R de l'axe fixe 0 du
disque est accroché un ressort de
raideur k.

A l'équilibre statique le systéme
est tel que le point A se trouve
a la verticale de l'axe 0.

1) établir la condition d'équilibre.
2) calculer le Lagrangien du systéme.
3) en déduire l'équation différentielle de ses petites oscillations et
donner l'expression de 9(t) sachant qu'a t=0 on avait :

90)=5° et $0)=0
4)  retrouver les résultats des questions 1 et 3 a l'aide du formalisme
de NEWTON .

5) au bout de 5 périodes d'oscillation du systéme, la masse m se
détache : :

a) établir la nouvelle équation horaire 8 () du systéme et donner sa
nouvelle période.

b)  autour de quelle position se font ces derniéres oscillations ?
c) tracer le graphe représentant les variations de 9 (t) .
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EXERCICE 129

Une masse ponctuelle m
est astreinte a se déplacer sans
frottement sur une courbe ayant
la forme d'une cycloide contenue
dans un plan vertical et donnée
par les équations paramétriques :

x (t) =a(9 -sind)
y (t) =a(1-cos8)

ol a estuneconstante et 9 une fonction de t .
1) écrire le Lagrangien et I'équation différentielle du mouvement de m .

: S ,
2) faire le changement de variable cos; =u pour résoudre cette

équation différentielle et déterminer la période de ce mouvement.
3) sachant qu'a l'instant initial t=0 , la masse m était
immobile en x = 0, déterminer les constantes d'intégration.

4) trouver la relation entre la coordonnée généralisée u et la
coordonnée généralisée s représentant la longueur de l'arc Om .

En prenant ensuite pour origine le point d'équilibre siatique de
m ( point le plus bas de la cycloide ), montrer que le mouvement est
aussi harmonique.

EXERCICE 130

Dans un tube coudé a section S
continfiment variable, un liquide, X Acb—
de masse volumique p , est le Ay T A Y (. (X
siege d'oscillations de faibles
amplitudes.

A T'équilibre statique le
liquide occupe une longueur /
du tube.

1) calculer le Lagrangien de YT\~ R

cesystéme, 7 (B0 0l NANESESIERCT

!

Quelle est la dimension de la coordonnée généralisée utilisée
pour exprimer ce Lagrangien ?

En déduire la dimension de la force généralisée extérieure
que I'on appliquerait a ce systéme pour avoir un régime forcé.

2) trouver I'équation différentielle et la fréquence propre de ces
oscillations libres non amorties.

3) retrouve-t-on le résultat établi pour un tube a section
constante ( exercice 21 ) ?

Indications :

a) on pourra négliger la viscosité du liquide et considérer que,
sur une amplitude d'oscillation, la section du tube reste pratiquement
constante.

b) en se basant sur l'incompressibilité du liquide et le principe de
conservation de la masse, établir, pour une section donnée du tube, la
relation entre son aire s (X) et son déplacement x (X,t) ; X étant
la position de la section considérée comptée & partir de l'origine 0 et le
long de la ligne médiane du tube .

EXERCICE 131

Une barre rigide Licsigesis
de longueur £ peut osciller h
librement  autour  d'une

articulation sphérique a son 0y a 0,
extrémité 0; et supporte une ﬁ ) @

masse M & l'autre extrémité.
La barre est maintenue en position horizontale par un fil inextensible,
vertical, de longueur h et attaché en 0, telque 0;0, = a.

Si on dévie la masse M perpendiculairement au plan de la figure et
qu'on I'abandonne, le systéme commence & osciller.

1) montrer que le systéme est 2 un degré de liberté. La masse M étant
repérée dans son mouvement par sa translation horizontale X .

2) déterminer la période des petites oscillations du systtme en

- négligeant la masse de la barre.
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EXERCICE 132

Une poulie homogeéne de masse m;
et de rayon R est suspendue par son
axe 0 aun ressort vertical Ky .

Deux fils inextensibles sont
solidaires de la poulie.
L'un s'enroule sur une petite gorge
d'épaisseur  négligeable de rayon
r = R/2 etporte une masse my .

Le second s'enroule
sur toute la poulie et retient, par
un ressort k, qui le prolonge,

une masse mj .
1) Donner les deux relations ( conditions d’équilibre ) que doit
vérifier ce systéme pour exister .

2) Exprimer les paramétres 9 et x4 en fonction des trois autres
X| » X2 , X3 que l'on choisira comme coordonnées généralisées pour
repérer ce systeme dans la suite .

3)  Calculer le Lagrangien de ce systtme a 3 degrés de liberté.

4) En déduire les équations différentielles du mouvement.

EXERCICE 133

Une masse m est suspendue par un ressort de raideur k
au plafond d'un wagon en translation uniforme mais soumis a des
trépidations verticales et harmoniques X(t) .

1) sachant que l'amplitude maximale des vibrations de la masse
relativement au wagon est a et leur période T ; en ne prenant en
considération que la solution particuliére de I'équation différentielle du

mouvement et en supposant le frottement si faible qu'il peut étre négligé :

139
déterminer l'accélération
verticale maximale du wagon ainsi que
l'amplitude maximale X, de ses
vibrations .
On donne :
T=10,65s ; a=27mm
m=015kg ; k=156 N/m Ly, S
2) utiliser le déplacement relatif {x
X; = Xx—X ainsi que la vitesse relative
correspondante  pour  exprimer le
Lagrangien de la masse m et en déduire

I -X =X cosmt

I'équation différentielle du mouvementen x, .

Calculer I'amplitude et la phase de la coordonnée relative x, et
montrer qu'on retrouve le résultatde 1).

EXERCICE 134

Une masse ponctuelle m est suspendue
en un point fixe 0 par un ressort de raideur
k constituant ainsi un pendule oscillant dans
le plan vertical x 0y .

- - -
Une force F(t) = Fx(t) e+ Fy (t) e,
agit sur la masse m .

1) calculer le travail fourni par cette
force lors d'un déplacement élémentaire :

- - -
d/l = dx e, + dy e, de lamasse m .

En déduire les composantes de
la force généralisée Q(t) rapportées aux

coordonnées généralisées (r, 9 ) et donner la dimension de chacune
de ces composantes.

2) retrouver ces résultats a I'aide de la relation ( vue en cours ) entre

F(t) et Q).
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3) lamasse m estsoumise a un frottement horizontal donné par :
- -
f=-aye,

Calculer la fonction de dissipation D = D(r, 9, i,9)
du systéme rapportée aux coordonnées généralisées r et § et
en temps que forme quadratique des vitesses généralisées q; , déduire
ses coefficients ojj -

4) la masse m est cette fois soumise a un frottement visqueux
- - >

f-—ov ou v estla vitessedelamassedansleplan x0y :

a) calculer l'expression correspondante de la fonction de dissipation .

b) quelle est la dimension de D ?

¢) trouver les composantes f et fg de la force de frottement .

EXERCICE 135

Une masse m a la forme d’un cylindre de
rayon r percé suivant son axe.

On la suspend a un ressort & spires non jointives et
dans cet ensemble est enfilée une trés fine tige
verticale et fixe qui joue le role de guide sans
frottement permettant uniquement des déplacements
verticaux z et des rotations 9 de la masse par
rapport 4 sa position d’équilibre statique.

En effet, le ressort est tel que toute translation z
de la masse s’accompagne d’une rotation § de celle-
ci et inversement; c’est a dire qu’il introduit un
couplage entre ces deux degrés de liberté.

1) Sachant que I’énergie potentielle d’élasticité du ressort s’écrit :

2
U= _12- > ¢ijqiq; (forme quadratique )
ij=1

avec q =z ; qp=9 et pourles coefficients de rigidité :

¢y =k raideur ( telle que F=- kz pour une translation en
absence de rotation ).
cyy =C constante de torsion ( telle que M= —C$ pour une rotation
en absence de translation ).
Ainsi que, par définition :

r=_S12

Jko

donner I’expression du Lagrangien du systéme et en déduire
ses équations différentielles du mouvement.

coefficient de couplage 0<I<«<l1

2) Etablir ’équation caractéristique de ce systéme ( équation aux
pulsations propres ) en fonction du coefficient de couplage T' et des

pulsations :
k \[ o
0] =4 — et 0 = —
m J

J= %m r2 étant le moment d’inertie de la masse .

3) Si, aprés avoir choisi le ressort ( k et ¢ données et connues ),
on désire se placer dans la situation particuliére :

W) =0 = Q
montrer que la masse doit, pour cela, étre taillée de sorte que son rayon
vérifie une certaine relation .
4) trouver dans ce cas les pulsations propres du systéme et les
rapports d’amplitudes des modes propres qui leur correspondent.
5) montrer que, par sa relation de définition, le coefficient de
couplage ' exprime le rapport de I’énergie moyenne d’interaction entre

les deux degrés de liberté aux énergies moyennes relatives & chaque
degré ; plus précisément :

2
r2 = < E¢change >

< E ranslation >< Erotation >


http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

142
EXERCICE 136

Une masse m est fixée a trois
ressorts selon la figure.
Dans sa position d'équilibre statique
les ressorts sont non déformés.
A partir de l'expression de la
résultante des forces exercées sur m :
1) calculer la raideur k, du ressort

équivalent lorsque la masse oscille
suivant l'axe des X dans des guides
parfaitement lisses .

2)  trouver laraideur k, dansle

cas ou les guides sont disposés suivant I'axe des Y .

On supposera le déplacement de la masse et les déformations des
ressorts trés petits devant leur longueur.

3) Vérifier que l'on retrouve le résultat de I'exercice 65 .

EXERCICE 137

Quelles transformations faut-il opérer sur les équations différentielles
du Haut-Parleur (EX 66 ) :

miX +ax+kx-Bli=0 1)
di s A !
LE+R|+EI|dt+B€x=E(t) 2)

afin d’en déduire les équations correspondantes d’un circuit électrique
analogue ?

A-t-on la méme correspondance, que celle donnée par le tableau
( page 43 ), entre éléments du systtme H P et ceux de son circuit
électrique équivalent ?
Indication: Aprés transformation, déduire les équations électriques
équivalentes en utilisant I'analogie M / C pour la premiére équation et
l'analogie M /L pour la seconde équation . Le circuit recherché étant
alors la synthese des deux circuits correspondant a chaque équation .

143
EXERCICE 138 microphone électrodynamique
Une bobine L
est placée entre les fers d'un F(t)
aimant permanent dont le champ 54 LlJ % m% lT’ k7
._)
magnétique B est radial et
constant.
. S| ([s” B
Electriquement, elle est o o
branchée en série avec une Wi 26
résistance R et une capacité C . ( (
Mécaniquement, elle est
solidaire d'une masse m reliée _3 \__
a un ressort de raideur k . R
C
La longueur totale de son —fmnruu——, I————-
filest £ .

Sous l'effet d'une force extérieure appliquée F(t) = F, cos ot

la masse et la bobine effectuent ensemble iti

A mas , par rapport & leur position
d.équxhbre et dans la direction de l'axe de la bobine, un mouvement de
vibration amorti forcé.

Le frottement dd & l'air ambiant est caractérisé par un coefficient
d'amortissement o .

1)  le circuit électrique est-il traversé par un courant lorsque :
a) B=0 et F =0 3 c) B0 et F =0
b) B=0 et F, #0 3 d)B#0 et F #0
2) ‘ donner les équations intégro-différentielles régissant le
fonctionnement de ce systéme.
en déduire son impédance Z = F(t)/x(t).
3) calculer le rendement du systéme si la puissance utile délivrée par

celui-ci est supposée étre consommée uniquement par effet JOULE dans
la résistance R .

4) trouver la valeur ) que doit prendre la pulsation de la force pour
que ce systéme ait un rendement maximum ?
donner la valeur de ce rendement maximal théorique.
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EXERCICE 139

Le tambour A y
(cylindre creux), de masse L e‘t i

de rayon R, d'une macl‘une a t
laver le linge, tourne a une JUTE LIy
vitesse constante ® . 5

Le linge que lon

1
o / )

assimilera, pour simplifier le i oMEuL oo -

¢ 3 asse } i T
probléme, a une m \ o At
ponctuelle m , accompagne ce x3 b Q»' 2
tambour dans son mouvement ® \\‘:__\_-,/'
tandis que le chassis de la ! S\\

1 | !
machine, de masse M , entraine . -l
1

l'ensemble dans des mouvements K "
verticaux repérés par la LIJ
coordonnée Y . ES S <
1) établir l'expression du

Lagrangien de ce systeme.
Quelle est sa particularité ?

2) montrer, en donnant
I'équation différenticlle de ses
mouvements, qu'un tel systéme
peut étre ramené au schéma
simplifié ci-contre. _l_
a
AN

M+m+p ip(t)

Quelle différence faites vous K
cependant avec  l'oscillateur
forcé habituel .

KK\ NSNS

3) établir l'expression de I'amplitude maximale de ses vibrations
verticales ainsi que la pulsation de résonance.
Quelle est la valeur de cette amplitude maximale a la résonance ?

145
EXERCICE 140

Une tige 0A o
rigide et sans masse T
est solidaire d'un axe v
0Z vertical faisant 9=
avec elle un angle B k A
constant et tournant a i

une vitesse angulaire

i .
constante 9 = Q . }/lw‘\/! A
o

9 étant l'angle T
formé par le plan

contenant llaxe 0Z & ~~~~""-----==---- $9
et la tige OA avecle
plan 0XZ.

Cette tige porte un ressort de raideur k fixé a son extrémité A et,
accrochée a ce ressort, une masse m peut coulisser le long de celle-ci .

La position d'équilibre statique de la masse correspond 4 Om = g, .

La masse étant "maintenue" par un dispositif ( électroaimant ) a cette
position d'équilibre statique , tout le systéme , d'abord immobile , se met trés
rapidement en rotation pour atteindre la vitesse angulaire constante Q.

On lache alors la masse m .

Pour l'étude de ce systtme on choisira comme coordonnée
généralisée le déplacement s (t) de la masse le long de la tige compté
positivement dans la direction OA , a partir de la position d'équilibre
statique de m et avec :

a t=0 s(0) =0 $()=0
Premiére partie (Q =0)
1)  Exprimer l'énergie potentielle U(s) du systéme pour en déduire la
condition d'équilibre statique et la déformation initiale du ressort .
Deuxiéme partie (9 = Q=0 )
2) En utilisant les coordonnées sphériques de m dans le repére
Galiléen 0 XY Z puis son déplacement s (t) , donner l'expression de
son Lagrangien L (s, $) pour en déduire son équation différentielle
du mouvement et montrer que, si une certaine condition est vérifiée,
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ce mouvement sera celui d’un oscillateur soumis 4 une force
constante F, et dont la raideur du ressort est K en précisant les

expressions de F, ,K ainsi que celle de sa pulsation propre 0, -
3) Montrer que cela revient également a considérer que, dans le repére
d'axe OA en rotation uniforme, la masse m est placée dans un potentiel
supplémentaire dit "potentiel centrifuge" :

Uc(s) = - g2 - _lg (r,+s)?
2 2
4) rechercher alors la condition d'équilibre dans ce systéme non Galiléen
et en déduire la position d'équilibre dynamique de la masse m .

5) quelle est alors la condition d'oscillation de la masse m .

6) donner I'équation de son mouvement compte tenu des conditions
initiales.

7) autour de quelle position se font ces oscillations et avec quelle
amplitude maximale ?

8) la masse est soumise & un frottement visqueux proportionnel a sa
vitesse linaire § de déplacement le long de la tige OA , établir sa
nouvelle équation du mouvement si les conditions initiales restent les
meémes.

9) dans quelle position finit par se "maintenir" la masse m dans le
repere 0A ?

EXERCICE 141

galvanométre a cadre mobile

PIIIIIIIIA
C
N S ah
...... > B
B N S
2 B

_’
Dans un champ d'induction magnétique B constant, radial et produit
par un aimant permanent, on suspend par un fil de torsion un cadre C
mobile, de moment d’inertie J et parcouru par un courant continu i, que

I’on désire mesurer .

Pour augmenter la valeur du champ d'induction magnétique on place,
a l'intérieur du cadre, un cylindre F en fer doux et fixe.

Un petit miroir M , de masse négligeable et solidaire du cadre,
permet de suivre le mouvement de celui-ci .

Lorsque le cadre est traversé par un courant en présence de champ
magnétique, il s'exerce sur lui un couple électromagnétique indépendant
de 8 mais proportionnel au courant total qui le traverse ; la constante de
proportionnalité ne dépendant que de la géométrie du cadre.

Le cadre dévie de sa position d'équilibre initiale jusqu'a ce que le
couple électromagnétique soit compensé par le couple de rappel du fil
dont la constante de torsion est ¢.

De plus, le cadre est soumis au cours de son mouvement a deux
couples de freinage de type visqueux : I'un di au frottement de l'air
environnant ( de coefficient d'amortissement P ), le second de nature
électromagnétique est di a la f.e.m induite dans le cadre .

1) sile cadre comporte n spires rectangulaires identiques, de largeur
a et de longueur b , trouver la fe.m induite lors d'une rotation de
celui-ci .

2) le cadre est en série avec un circuit extérieur qui lui impose un
courant continu i, , la résistance totale de I’ensemble est R . Donner
l'expression des deux couples électromagnétiques, moteur et de freinage.
3) en déduire I'équation différentielle du mouvement du cadre .

4) écrire la condition d'équilibre statique du cadre ( un courant continu
i, le parcourant ).

5) comparer avec la solution particuliére de I'équation différentielle .

6) écrire la solution générale 9(t) de cette équation en étudiant , en
fonction de l'importance relative du frottement, les différents cas de
mouvements possibles du cadre .
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EXERCICE 142

Un cylindre homogéne de
masse m, et derayon R,
roule sans glisser sur une
plate-forme horizontale.

Une tige de masse
négligeable et de longueur
? pivote librement autour
du point 0 a une extrémité
et comporte une masse
ponctuelle m; a son autre
extrémité.

Les points 0 et
A sont reliés aux batis
respectivement ~ par  un
ressort de raideur k; et un

- ressort de raideur kj .

Ce systéme a deux degrés de liberté est repéré par les coordonnées
9, et 9, . Al'équilibre, 8; =89, =0.

Dans le cas des petites oscillations et pour :

k1+ 4k2 =E-l§= et m1=%m2

¢

1) trouver les pulsations propres du systéme.

2) si le béti de gauche vibre a une pulsation ® avec une amplitude a ,
calculer les pulsations de résonance et d'anti-résonance.

3) donner le schéma électrique équivalent ( M / L) et vérifier qu’on
retrouve les trois pulsations précédemment demandées a Iaide de ce
schéma .

4) quelle remarque pratique peut vous inspirer la valeur particuliere de la
pulsation d’antirésonance ?

EXERCICE 143

Les masses m; et my
du systéme a deux degrés de liberté
de la figure ci-contre effectuent des
oscillations forcées de faibles

%lerlIa Ko

amplitudes. F(t) m tﬂ o
La résistance de l'air étant

représentée par un amortisseur de +x1 k,

coefficient o . ‘

1) écrire les équations mj

différentielles du mouvement de ce

systéme. v X2

2) On donne :

ki=kp=k=250N/m ; m= my=m=2kg

®=10rd/s ; Fp=100N ; oa=5Nm’s

trouver les expressions de x;(t) et x(t) en régime permanent et
dans I'hypothése des solutions sinusoidales :

* H j
x(t) = A” el®  avec A*=Aqe’"

* j
X,(t) = B" &/®!  avec B"=B0eJ<p2

3) vérifier que l'on retrouve ces expressions des déplacements
x1(t) et x,(t) en passant par la notion d'impédance.
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EXERXICE 144

La molécule d’acide
cyanhydrique HCN est

e o

linéaire. 3 1 mj Bhava i
On étudie les W """

vibrations des atomes H e

dans la direction de I’axe
X’ x de cette molécule en

admettant que des forces de liaison quasi élastiques  s’exercent
seulement entre les atomes H (m;) et C (mj) avec un coefficient de

rappel ( ou raideur ) k; et entre les atomes C et N (m3) avec un
coefficient de rappel k.

1) Etablir les équations différentielles du mouvement de ce systéme.

2) Considérer les vibrations des atomes des deux paires (m;, m,) et
(my , m3) séparées en supposant leurs deux atomes reliés par le méme

«ressort» que dans la molécule HCN et trouver leurs pulsations
propres respectives ( non nulles ) ®; et w, en fonction de leurs masses

réduites p; et p, et des raideurs k; et kjp .

3) Ecrire I’équation caractéristique correspondant au systéme
d’équations différentielles trouvées en 1) , en fonction des pulsations
@) et w des deux oscillateurs précédents et de leur coefficient de
couplage I' défini par :

12 2 Ml

m3

4) en déduire les deux pulsations propres ( non nulles ) Q; et Q, de la
molécule HCN.

5) Que devient ce résultat :
a) pour le cas d’une molécule symétrique telle que CO, avec

m)=mj3=m et kl=k2=k
b) pour la molécule HCN si I’on peut considérer que

Fojw, < (012_0)%

151
. 60 o0, M I en utilisant les va

' leurs (1,12 et 14 g ) des
masses atomiques respectives de HCN.,

7)  Silexpérience (absorption des radiations infrarouges ) a donné :
Q; ~39,5.1013 rd/s
pour HCN
Q; %62,5.10"3 rd/s

Q; ~4165.10'3 r4/5
pour CO,

Q; ~7,047.10'3 14/
trouver I'ordre de grandeur des valeurs de k; et k, .

8) si lion peut considérer comme fiables les mesures expérimentales
des pulsations propres Q) et Q; de la molécule CO; , quelle

discordance note-on dans Ja réponse a la derniére questi i
d ion ? 4 quoi peut-
on attribuer cela ? : e

EXERCICE 145 suite de pendules
Premiére partie :

On considére un systéme
mécanique i deux degrés de liberté
constitué par 2 pendules identiques, de
Mmasse m  attachée au bout d'un fil
inextensible de longueur £ et religs entre
€ux par un ressort de raideur K .

Dans le cas des petites oscillations :

1) trouver le systéme d'équations
différentielles couplées en 31(t) et
9,(t) .

2) par des combinaisons linéaires de ces coordonnées trouver les deux
pulsations propres du systéme.

On désignera par ©; la plus petite et par ®; la plus grande
(01 < @3).
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3) a partir des solutions donnant 9; et 8, en fonction du

temps , trouver les directions propres associées aux pulsations
propres et expliquer physiquement comment vibre le systéme pour les

pulsations o =0; et o=0; .
4) si on applique maintenant une force horizontale et sinusoidale
F(t) = Fy ¢3! sur la masse du premier pendule :

v écrire le systtme d'équations aux vitesses lin€aires en ) 9y et

¢ §, quirégit le fonctionnement du systéme .

v en déduire les équations électriques équivalentes dans l'analogie
force-tension .

v donner alors le schéma électrique équivalent en précisant pour
chaque composant électrique I'élément mécanique corre;pondant.

v comment se transforme le schéma électrique si 0=0; ;
interpréter le résultat.

Deuxiéme partie :

On ajoute maintenant
au systtme précédent un 3¢
pendule identique et couplé au 2"
pendule par un ressort de méme

raideur K . -

En considérant, dans l'ordre, le ket m m m
des solutions n- n n+1
9
|8) =192
93

5) calculer la matrice L associée a son Lagrangien.

6) en déduire les trois pulsations propres. On notera par o la plus
petite et par ®3 laplus grande (@ <0y <®3).

7)  trouver les directions propres associées aux pulsations propres
m; , My et o3 .

. correspondance entre ses éléments
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8)  expliquer physiquement les vibrations du systéme dans chacun
de ces modes propres.

Troisiéme partie:

On considére maintenant une suite infinie de pendules identiques
couplés. :

On fait agir sur le 1 pendule une force sinusoidale horizontale :
F(t) =F, ot
9) trouver I'équation différentielle régissant le mouvement du pendule

n°n , le premier pendule correspondant 3 n=0.

10) en supposant qu'il n'existe pour les ondes progressives non atténuées
qu'un déphasage de ¢ entre deux élongations angulaires successives :

Sn+1 e e—j ()
Sy

v calculer les pulsations des ondes non atténuées susceptibles de se
propager dans le systéme .

v tracer la courbe ¢ =f () donnant la valeur du déphasage entre
deux pendules consécutifs en fonction de la pulsation des ondes non
atténuées se propageant dans ce systéme .

11) donner, dans l'analogie force — tension , le schéma électrique
€équivalent  cette suite infinie de pendules couplés .

12) le systéme électrique, en
dehors de la premiére impédance, — | oy '
peut étre considéré  comme w
constitué d'une infinité de ;
quadripdles identiques dont on 1
donnera le schéma en précisant la :
]
1
L]

électriques et les éléments du .

_________________

- systéme mécanique .

13) calculer I'impédance caractéristique de cette chaine de
quadripdles électriques, c'est & dire l'impédance Z qui branchée a la

sortie du quadripdle Q, entraine :
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v v
n _
i

n n+l
v en déduire la valeur de I'impédance caractéristique mécanique du
systéme constitué par une infinité de pendules identiques couplés.
v sur quel élément mécanique doit-on brancher un ensemble fini de
N pendules couplés pour n'obtenir qu'une seule onde progressive .
(épreuve de Synthése de Juin 1983 )

EXERCICE 146 Couplage d'oscillateurs non accordés

Deux pendules de méme longueur £
mais de masses différentes ( m; > m, )
oscillent autour de leurs axes respectifs
0, et 0, en étant couplés par un ressort
de raideur K disposé selon la figure.

1)  établir les équations différentielles
du mouvement de ce systéme, en I'absence
de frottement.

2) pour les résoudre faire le
changement de variables :

m
9= B+By et 8= Pp-—Lp,
; g

a) comment appelle-t-on f; et B, ?

b)  donner les pulsations propres ©; et @, du systéme ainsi que la
solution générale de son mouvement sachant qu'a l'instant initial, on
avait :

91(00=9y ; $(0)=0 ; 8,0 =0 ; 4,0 =0

¢) montrer que, dans ces conditions, elles expriment un phénoméne de

K/

battements dont on précisera la période. On posera : =——=<<1
/ ng

I" représente alors le coefficient de couplage, de faible valeur,
) étant la " masse réduite " définie par :
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1 1 1

u my my

3 : : ;
) en déduire les expressions des énergies moyennes en fonction

du temps < E;> et <E, >
2 de chaqu 7
particularits, que pendule et préciser leur

4) en utilisant un diagramme de FRESNEL » montrer que les battements

se font avec des minimas non nul b i
: S et qu'un osc
totalité de son énergie 2 l'autre. ; i i

EXERCICE 147 Dégénérescence des pulsations propres

1) _ trouver la matrice <o (Lt
Lagrangien du  systéme ci-contre k

(m1 =m,=my;=m).

Est-elle symétrique? Est-elle diagonale ? k My
2) vérifier que & et b sont kg™ *

. . m m k
bien racines de I'équation caractéristique m
correspondante, k ‘

Que peut on dire de I'une d'elles ? o * k
3)  en écrivant les modes propres sous m
la forme : + -
X3
X]
- -

‘Xi>= Xi=|xy|= Ci(t)-V;

X3
Jj(@, t+y.) b
avec  Ci(t)=A; e fiide A et \7— B
1= 1
: Yi
ou A; est l'amplitude des vibrations et ai, Bi, v sont ley
] - - »

composantes ( relativement a la base quelconque e, ¢35, ¢4 ) du
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vecteur propre Vi associé a la pulsation propre o; .

Trouver quelles relations doivent vérifier les composantes des vecteurs
propres associés a chacune des pulsations propres du systéme et montrer
que le choix de ces vecteurs propres n'est pas unique.

Quelle particularité physique présentent les modes propres qui se font a la
seconde pulsation propre, c’est a dire qui vérifient la seconde relation.

4) aprés avoir fait un choix de fagon simple, vérifier si les vecteurs
propres ainsi déterminés sont orthogonaux ? unitaires ?

- -
5) si V2 et V3 sont des vecteurs propres associés a la méme valeur

propre de £ et non orthogonaux,

a) montrer qu'on peut faire un autre choix de ces vecteurs tel que :

-> - > > - - —
U=V, ; Uz=V, e U3z=V2+aVs
- > -

avec Uj;, U, et U3 mutuellement orthogonaux
b) trouver le paramétre a et les composantes de ces vecteurs.

6) a) sont ils unitaires ?

_’
b) on désire écrire la solution générale S du mouvement du
systéme sous la forme :

> - - -
S= Ci(t) ur + Cy(t) uz + Cj(t) u3
e
ol uj,u2,u3 sont trois vecteurs propres de L formant une base
orthonormée . Donner ces vecteurs .
—
c) comment appelle-t-on les composantes de S dans cette base.
)

a) quelle est la matrice de passage 7 de la base des vecteurs

> 5> > - 5> -
propres ( uj,u2,u3) de pd a la base initiale (e1,€e2,€3).

b) vérifierquelona : PZL P = L on L' estune
matrice diagonale dont les éléments non nuls sont les pulsations
propres du systéme.

c) 4 laide de cette matrice exprimer les coordonnées
généralisées x; en fonction des nouvelles q; . .

Utiliser alors ces dernieres pour recalculer les énergies cinétique et
potentielle du systéme et vérifier qu’elles ne comportent pas de termes
rectangles et que les équations différentielles qui en découlent sont
découplées .

EXERCICE 148 Moteur sur chdssis

Un moteur de masse M;
est monté sur un chéssis qui n'est
pas fixe et peut étre assimilé a une
masse M, reposant sur une
suspension dont la raideur de F®
I'ensemble est k; .

Si la machine M, était
fixée directement & la fondation
M, cette derniére subirait des
vibrations trop importantes.

Pour y remédier on peut
I'en «isoler » par des ressorts (ou des caoutchoucs ) dont l'ensemble a
une raideur k; .
Le moteur M; comporte un volant qui n'est pas parfaitement
équilibré et développe une force tournante a la vitesse o .

Dans cette étude on ne considérera que les déplacements verticaux
X; et X, des masses M; et M, ainsi que la seule projection verticale
sinusoidale de la force centrifuge du volant.
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Premiére partie : le moteurestal'arrét (0 =0)

1) déterminer ®g; , pulsation de M; lorsque M, est maintenue
immobile a sa position d'équilibre .

2) déterminer gy, , pulsation de M; lorsque M; est maintenue
immobile a sa position d'équilibre . '

3) M; et M, peuvent toutes deux se déplacer verticalement,

calculer le Lagrangien du systéme et en déduire les équations
différentielles du mouvement.

4) onappelle ®; et w, les pulsations propres du systeme :

exprimer a)12 et m% en fonction de a)(z)l . c)%z et le rapport des
M

masses p> = —L,
M;

Deuxiéme partie : le volant tourne (@ # 0)

4 une vitesse de rotation ® constante de fonctionnement habituel.

On admettra que les oscillations transitoires sont rapidement éliminées
par la présence de faibles frottements dont on ne tiendra pas compte dans
les équations du régime permanent.

5)  écrire les nouvelles équations du mouvement.
6)  représenter le schéma électrique équivalent dans l'analogie M /L .
7)  calculer les amplitudes des déplacements x; et x, desdeux

masses si le volant présente un balourd de masse m situé a une distance
R de l'axe de rotation .

8) en dehors de sa valeur habituelle de fonctionnement, la vitesse de
rotation ® du volant peut varier ( lors de la mise en route par
exemple ). Montrer qu'elle peut passer par deux valeurs dangereuses.

9) pour quelle vitesse @ , l'amplitude de vibration de M; est elle
nulle ?

10)  pour quelle vitesse ®,, aura-t-on une amplitude minimale pour
M, (antirésonance ) ? Quelle sera alors cette amplitude minimale ?

en déduire les précautions a prendre lors de la réalisation du
montage du systéme.

139,
11) on désire obtenir I'antirésonance 4 la méme vitesse Oy pour

 les deux amplitudes de vibration: A; =0 et Ay = AymiN -

quelle condition doit vérifier pour cela le rapport p2 des masses ?

12) sachant que cette condition est réalisée avec M; =125 kg
et M; =750 kg , montrer & partir de l'expression de AsMIN  quon
8 intérét 4 choisir ki> kp .

quelle doit étre la valeurde k; si k, =80 kN/m ?
13) en déduire les valeurs de wg; , wgy , ©; , 02 , Oy et AppN -

- 14) donner le diagramme de variation des amplitudes A; et A, en
fonctionde .

- Données numériques: m = 50.107> kg ; R=15Cm

EXERCICE 149

Battements amortis

avec
Rj =R, =R
Li=Ly=L
C;=Cy=C

1) si v; et v, sont respectivement les d.d.p aux bornes des capacités
Cy et C, du circuit électrique ci-dessus, montrer que les variations

électriques libres dans ce circuit sont régies par les équations
différentielles suivantes :

" " 1 r
V) + 28V + —— 0§ vj— —— 0l v, =
1 It CF QOVIT T @0 V2 =0

ok , 1 ) r
Vg + 28V9+ — @ Vo~ —— @2 vy =
2 2t T ®0V2- T evi=0
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on &= % est le facteur d'amortissement,
m% = e la pulsation propre d’une seule maille non couplée
et I'= & le coefficient de couplage des deux xi\ailles ;
Cc+C,
2) entre quelles valeurs théoriques peut varier T 7 & quelles

situations correspondent ses valeurs extrémes ?
3) introduire les nouvelles coordonnées généralisées Vi=Vvi+V2
et Vp=vp—Vy et donner les équations différentielles correspondantes :

remarque ?

en déduire les pulsations propres du circuit et de 12 les expressions
de Vi(t) et V,(t) . Peuton leur attribuer une signification physique ?

4) les conditions initiales de I'état du circuit étant :
Vl(0)=U0 5 V2(0)=0 H il =0 ; .12 =0

et dans la mesure ol & est faible, faire les approximations nécessaires
pour montrer que Vi(t) et Vs (1) représentent les 2 modes propres du
circuit.

donner l'allure du graphe de ces fonctions.
5) trouver vi(t) et va(t) et montrer qu’elles expriment un
phénomeéne de battements amortis.

en donner une représentation graphique.

6) quelles sont les périodes dloscillation Togc €t de battements Ty,
notamment pour I<<1 ? en déduire le coefficient de couplage |
en fonction de  Tosc €t Tg -

EXERCICE 150

On considére le systéme
de la figure ci-contre.

La masse m; est :_(2
soumise a une force : X :_>x2
k I—
F(t) = Fj cos ot ! = : .
" m; — my
a masse m2 est PP TTI77 7777 7777777777777

une masse de valeur gparees
ajustable.

1)  établir les équations différenti
rentielles en x ST
mouvements de m; et m; . 1 et Xz qui régissent leg

2) des équations en X X :
1 et X , déduire l'e i 1
dentrée vitesse : Z, = F()/ (1) - xpeofgion de Tiompédance

et dans le cas ol 0 = ﬁ = ®
ml :

3)  mettre Z sous la form 1
Z. = R fe=t 3
€ e Ze=afl (W)] ou W est une

) fonction complexe du paramétre variable m;

4) afu'l d'obtenir la variation du module de Z. lorsque m i

de, 0 a l'infini, particulariser le probléme en posant : i
ky .

: o ey = (unités S.1)

et construire dans le plan complexe :

w 1 % I g by

1 /W 3 -1/Wo ; 1-(1/W) puis Z et |Z|

en déduire la variati i !

iy ation du module de la vitesse d'entrée en fonction

6) trouver l'expression de l'impédance transfert : Zt = F(y

Que devient Zy pour o=@ ? §o.

|7)

représenter Zp dans le plan complexe lorsque m; varie
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8) en déduire la variation de son module | Zt | et de celui de la

vitesse | X, | . Conclusion ?

9) quelle est la valeur de la masse critique myc ?

10)  observe-t-on dans la pratique des vitesses infinies ?

Quel phénomeéne ne peut-on plus négliger compte tenu de
I'importance de la vitesse ?

Le modele proposé au départ est il correct pour rendre compte du
phénoméne physique observé ?

Quelle modification apporteriez vous pour améliorer le modéle ?

EXERCICE 151

frottement sec

Une masse m reliée a un bati par un
ressort de raideur k peut effectuer des -
oscillations horizontales, libres et amorties —p

2
par une force de frottement f(t) qui
apparait entre le sol et la masse.

7 PP P77 77777

Cette force de frottement est horizontale, opposée au mouvement du

o
corps et d'intensité constante | f |= f, telle que :

fo = ns mg quand le corps est au repos

fo = Kg mg quand le corps est en mouvement

ou pg est le coefficient de frottement statique et Mg le coefficient de
frottement de glissement, ( Hg <Hs ).

Sachant qu'a I'instant initial (t=0) on a écarté la masse de
+ Xo par rapport a sa position d'équilibre puis relaché sans vitesse
initiale :
1) = trouver I'équation différentielle du mouvement d'oscillation du
systeme et rechercher sa solution x (t) de deux maniéres :

a) en décomposant le mouvement en plusieurs étapes de durée
égale a T/2 chacune.

163

b) en décomposant en série de FOURIER cette
force de frotement sec f(t) qui alors sera considérée comme une force
extérieure appliquée au systéme.

2) bien que le résultat ainsi trouvé s'exprime de deux fagons
apparemment différentes, en déduire que le mouvement s'amortit
linéairementavec le temps.

Pour cela, montrer que les enveloppes de x (t) sont des droites puis que
le maximum d'amplitude diminue & chaque demie période d'une méme
quantité .

3)  tracerles graphes de I'énergie totale E,(n %) et de sa diminution
AE, (n —}) sur la demie période qui suit .

Quelle remarque peut on faire sur les AE, ?

4) vérifier que le mobile repasse par sa position d'équilibre a un
instant t différent de T/4 .

5) trouver les expressions donnant la position d'arrét x, , le temps

d'arrét t, et le nombre N de mouvements, de durée T/2 chacun,
avant arrét total.

On donne :

2 (P _x & )

= — : —_—_— = 3.
RN sy i SR M vy vy ik
RCICE 152

Un corps de masse m = 0,5 kg reposant sur un plan horizontal
est relié & un bt fixe par un ressort de raideur k=245 N/m .

Ecart¢ de Xy =3 cm de sa position d'équilibre puis relaché sans

itesse initiale, il effectue des oscillations libres amorties par un
ttement sec de coefficient u = 0,1 .

) calculer la période de ces oscillations.

) quel est le nombre de mouvements, de durée T/2 chacun,
ffectués par ce corps et a quelle position s'arréte-t-il ?
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3) quelle distance totale aura-t-il parcouru ?
En déduire le travail résistant de la force de frottement.

4)  comparer les énergies potentielles du ressort avant et apreés ces
oscillations, conclusion ?

EXERCICE 153

Une masse m=0,5 kg est X N
attachée a un ressort de
raideur k=250 N/ m et
peut se déplacer sur un
plan incliné dun angle
B=30° par rapport a )B
I'horizontale.

1) si le coefficient de frottement statique est pg = 0,28 , quel est
l'intervalle possible pour 1'équilibre du systéme ?

2)  la masse étant immobile  la position d'équilibre médiane, que I'on
prendra pour origine , on lui donne une vitesse initiale v, =1,25 m/s

dans le sens positif, choisi vers le bas, et on la laisse osciller librement :
quelle sera la période de ces mouvements sachant qu'ils se font

avec un coefficient de glissement pg = 0,24 ?

3) a quel instant  t, atteindra-t-elle sa position X la plus

éloignée de la position d'équilibre et quelle sera la valeur de ce X ?

4) en déduire le temps d'arrét t, ,la position d'arrét x, , le

nombre N de mouvements de durée T/2 chacun, effectués par la
masse ainsi que l'amplitude de chacun d'eux .

_/W\_,
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166 4) avec my = 2 my TO =2 m -
EXERCICE 1 1
et i =— —> =14°
1) U=—(mlfl—m2€2)gcos9 gy ; Y
* Condition d'équilibre stable : SG06 s
; EXERCICE 3
6[2J >0 LS mlfl—mzfz>0
89° |50 . s

1) Pas de déformation du ressort a I'équilibre statique.

1 2 £2y§2 £ -m_{_)gcos$
=— + + (m m g
2 L 0 (mlzl ¢2h ) 11 272 2) Pas de conditions pour les oscillations : I'équilibre est stable

—p (mlff+mzfz)§ + (mlfl —mzfz)gsins =0

; @! =0 et Y >0 Vm,k,a, /t
3)  Siléquilibre est stable, on peut poser : 3915 53 = .k,a,
m ¥ -m,/¢
1”1 272 .
= 3 ml2§+ (ka2 + mef)s 2 o
0 3 mE=3+(ka’+mgl)8=0 —p T, 2" _ __ 2
mlf%+mzfz : = = :
—— + b4
et avec l'approximation des faibles amplitudes sin3= 9 : im 7
$+ w%S =0  équation différentielle linéaire des petites oscillations. 4)  force exercée par le ressort sur som point datiache A : Fe i g0
m,f, -m,¢, 2 Cas b)
Dans le cas contraire , on pose : g=-¢&

m, g% +m, gi 1) Pas de déformation du ressort 4 I'équilibre statique .

2) L'équilibre est stable et il Y aura oscillations si ;

—> §-£29=0 équation différentielle linéaire mais ne o
correspondant pas & des oscillations du systéme. 292 =ka®- mg{ >0
00000 e
EXERCICE 2 3) Danscecas: ml2§ + (ka2 -mgf)9 =0
2n
m > =
1) tgy= el > Ty -
2m, a_£ -8
2 "4
(4m1+m2)3292 " [4m2 +m2 glcos$ ) =
2) L= 6 2 1 2 si ka2-mgl<o pas d'oscillations, le systéme écarté de sa
position d'équilibre instable s'écroule d'un seul mouvement, donné par ;
4m; +m, 2/

3) Ty=2n| ——== "
) T 1[4m12+m% 3g
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§—§2S=0 avec E_,z =mgf—ka2 >0

— 9(t)=Cpebt +Coe >t = ch &t
4) Force exercée sur le point d'attache A: F=kad

as ¢

1) Leressortestallongéde ayo et:
u®) = %kaz sin2(y, +9) - mgsin(y, +9)

2) Condition d'équilibre et d'oscillation du systéme :

ou
— = ka%y—mgl =0
o, =bho-me
o*u
L'équilibre étant alors stable : = >0
08 |0
2n

3) mf2§ + ka28=0 —» Tj=—7——
‘ /eik
{2 m

indépendante de g car l'action de la pesanteur, force dérivant
d'un potentiel, est exactement compensée par la partie de la force de
rappel du ressort due a la déformation antérieure au mouvement,

conformément 2 la condition d'équilibre. Toutes les deux n'apparaissent
pas dans I'équation différentielle du mouvement.
La comparaison permet de conclure qu'un méme systéme peut

parfois se comporter différemment selon sa disposition relative .

4) Force exercée sur le point A : F=ka9 + mg/l/a

oo(oo

I'angle S(t).

' EXERCICE 4

(e)  Position d'équilibre, prise
 origine des angles 9 . a1

(n) position de la barre
pour

la.quelle le ressort est neutre (ni allongé

ni comprimé )

(t)  position de la barre 4 un instant t

quelconque du mouvement, repérée par

G centre de gravité de la tige a

%deO:

1) La positi9n d'équilibre statique
de G étant prise pour référence et
avec 8 petit :

T U=Un+Up =2 5(cf? + Lmgloosy)9? +

1 ; 2 .
+ (zmgfsmyo -kf siny' )9 +constante

Condition d'équilibre : 2ol =0
38]9-0

— 1 .
Emsfsmyo—kfzsiny' =0

ol y' donne la déformation du ressort I'équilibre statique

=lgg?,1
Uz 2(kf +§mg€cosyo)92 + constan te

1(mf?)., 1
2 L= = 2 - 2 1
) 2 ( 3 ]9 2 (k‘e +Emg£ cos 70)92

c
i s"'0“0‘9=0 avec W0, = %+—§c0570

ooQoo

169
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EXERCICE 5

klf
—tee—e— X
k1f2 + k2a2

k/k,a2
2007 Mk, 02+ kya2)

) 8=

klkza2
D ERTRive
k42 + kya
oo(oo
EXERCICE 6
1(ME2 omb2) ., 10k +ky)E2
o | 2y g2 1727 g
21 16 16 2 16
o =,M+5
0 M+9m
oo(oo
EXERCICE 7
U=lkf%(sinyo—sin9)2+
1) 2

m, gfl(siny0 ~sin9) - m, gfz(cosy0 —COSSL
- m, gf3(sinyo —sin 9)
ol 7y représente l'angle dont a tourné le systéme avant d'atteindre sa
position d'équilibre stable .

2) a =kf§sin70+ mlgfl—m3gf3=0
98190

3) U@®)= %kf% sin2 9 + ngfzcoss +constante

Contrairement 4 la masse m, , les masses m; et mj
n'apparaissent pas explicitement dans U(9) .

4)
1 . 1 "
L= E(mlf% +m, {3 +m3f§)92 - Ekf% sin2 § — m,gf, cos9

5) avec cos9=1-(9%/2) —> §+028=0

0 _ k‘e% =5 ngl 2
o o= ) 72 /2
me7 +myLs +m3ly

6) La condition pour que l'équation différentielle soit celle de
mouvements d'oscillations est k¢ % —-mygl, >0 clest A dire la méme

2
que celle d’un équilibre stable du systéme: ZSIZJ =kf ;2; -mpgl, >0
9=0

oco(oo

EXERCICE 8
) U= %kZ%SZ +%m1g(l 1 - )97 + (k€5yo - magl5)9
2)  kf%yg-mygly=0

3) L =%[ml(€1 —d)2 +m,(£3 +d2)|82 - %[kf% +m g, - d))92

k{3 +m gl -d)
ml(f1 —-d)2 +m2(f% +d?)

4) §+mg9=0 avec mo=‘/

oo(Qoo -
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EXERCICE 9

1) positions d'équilibre : %g =0 —» x=0et x=-/
X

2
en x=0 ona d—lzj >0 —»  équilibre stable
dx
x=0
d2u LSE G
enx=-f ona — <0 —p équilibre instable
dx 2 s

2)
au point A dabscisse x=-{ —» U(x=-£)=1U,
e¢ E=U, dot T=E-U=0
la masse étant en tout point soumise a une force :

- - du 6U0 xz x |
F=—VU=—EX—CI=—T(z)+? el

. - > -
soit au point A : FA=F(x=—f)=0

C'est un point d'arrét , le systéme s'arréte.

au_point B d'abscisse x=§ —> U(x=—§)=Uo

dod T=E-U=0 £ o= Fx=t %, > 0
'o‘ =F — = t = X=—)= — #*
" Sty S x=5) =~ 37 A

donc au point B la masse " rebondit " sur la barriére de potentiel et
rebrousse chemin : le point B est un point de rebroussement .

3)
Région I X€]-o,-1]
T>0  etcroit indéfiniment : m s'éloigne indéfiniment du point A

Région II xe[-1,+%]

T>0 donc un mouvement est possible mais il s'interrompt, dés que
m atteint le point A ; elle s'y immobilise .

173
RégionIll xe[ %,+txo]

aucun mouvement n'est possible car cette région correspond a une
énergie cinétique T<0.

4) danscecas,en x =a : E = U(a) = 27.10’4U0 et T(a)=0

2) 2
5) pour x<a on peut faire I'approximation : (5) << (i)

¢ V/
3U
pour écrire U(x)= ——2 x2 AU
’ ZZ \ !
\ 1
3U ) /
L=T-U=%mi{2 - Z—;’xz ‘\‘ E ,’

—> k+o0fx=0 \
mf2 E %

T =2
il el )

0

EXERCICE 10

1) x =2lcos(y+9) + Lsin(y +9)
y= 20sin(y+9) — Lcos(y+9)

3) U@®)=mg#l[2sin(y+8)- cos(y+9)]
‘ +—;—k(a-f\‘}siny)2
ou a estl'allongement du ressort a I'équilibre statique .

4) @1 =0 — mgl(2cosy+siny)—kalsiny=0
08190

— U(S)=%[mgf(cosy—25iny) + k £25sin2 y] 92

§r T= —;.mlzéz
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6) 5mfl2 8§ +[mgf(cosy-2siny)+kfzsinzy 19=0

: k.,
7)  ily aura oscillations si : %(cosy-Zsmy) + —I;sm y >0

dans ce cas :
5
§+m29=0 et T, = k .
b 0 \[—%(cosy—Zsiny)+ ;smz‘f
oo0(oo
EXERCICE 11
p=1 Mm]nzsz - Lo +mgr)92
2| 2 2
c +mgR
5 He TR
0 (M+m)R2
2
oo(oo
EXERCICE 12
k
®= [ W
—+m
2
oo(oo
EXERCICE 13

L=l[3MR2 +m(Z-R)2] §2 —%ﬁd{z +mg€] 9?

2(2
kR2 +mgl (
iy 3 MR2 +m(f -R)?
2

ooQoo

EXERCICE 14

1) al'équilibre statique le ressort est compriméde: ayg = Lnl:k:);‘R

_1[M by 1. 082 , _
2) L—E[—z—+m+p]y —EkR_Zy et 0)0-

oo0(Qoo

EXERCICE 15
) U=-;—kR292 — kR2 799 -~ mg(R2 +€2)cos(yo +9)

ol yq est I'angle correspondant a la déformation du ressort a I'équilibre
statique .

Condition d'équilibre : S—ag{ =0 —» mg-kRyp=0
9=0

2 "
2) L=%[Mf -+nKR2+32432-%kR2+'m&492
2
A (Do=’ 12<R +mgl
V—M?—+m(R2+€2)
o0(Qo0o
8k
EXERCICE 16 0f = —
. M
oo0(o0o
EXERCICE 17

a) x(t)=xq(l-coswgt) avec Xo = % et ag= J’E
m
L'origine étant prise au point ol on lache le corps .
b) Tyax =2m8 Ty =0
oo(Qoo
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EXERCICE 18

1) L=—;-Mf2+%(MQZ—2k)r2

Pour un méme Lagrangien L, lamasse M peut étre considérée :
v soit dans un repére absolu avec une énergie cinétique

T= —;—M(ﬁ +1202) et une énergie potentielle U = kr?
v soit dans un repére tournant avec le systtme ou elle aurait une
énergie cinétique T=%M1"2 et une énergie potentielle totale

U=ke?- %Mer2 , le terme  Ug = —%Mer2 représentant

son " potentiel centrifuge " .

M
D To=2m g
2k

3) iln'y aura pas d'oscillationssi: Q > 71

oco(oo
EXERCICE 19

1) L= %m(l +4a%x%)x? - mgax?

— m(l+4a2x2)% + 4ma2xx2 + 2mgax =0

2)  Pour des oscillations de trés faibles amplitudes ( x petit ), on pourra
négliger les termes d'ordre > 2 dans I'équation différentielle qui devient
alors linéaire :

X + m% x =0 —p x(t)=Ccos(m0t + v)

avec w0=,/2ga (

co(oo

tifigue.co | 3
EXERCICE 20
L=tm2 - 12
2 2

avec m=p hS ; k=plgS et d=£§-<l
Py
P, la masse volumique du corps solide s P, lamasse

volumique du liquide — Ty=2=n ’E
F:4

oo(oo
EXERCICE 21
1. . Mg
1 L=-Mx2-—2x2
) > X 7 X
ol M= pS/ estlamasse totale du liquide : Ty=2n Zi
g

2)  sil'une des branches du tube est inclinée d'un angle y par rapport a
la verticale, cette période aura pour expression :

T0 =27 L—
V g(l+cosy)

oo(oo
EXERCICE 22
) m B
1)) S+w(2)9=0 avec w‘2)=—"—>T =—2i=21t !
J 0 o, m'B
2 2
M
> B,=2 ML L 15510 Tosa
3 mT,)?
8 n’m d? L
3) By= 5= = 2,003.107° Tesla

V(4 (To'z— TO )
oo(oo
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EXERCICE 23

D L=gmf282 - Z(kl} +mg)9?

5 . . al? k{2 o
2) 8+289 +0;598=0 avec S—Zmﬁ et o,= -Ez—+?
3) T = 2 .
2 2
L (LJ ¢
mf2  /{ 2m 4
4)  le terme en % disparait des expressionsde L , o et T, .
oo(Qoo
EXERCICE 24
1)

L=%BmR2 +u(R—b)2j|92 —%[4k1R2 +k, (R +2)2 +pgb]92

2) $+028=0
4k R2 +k, (R +2a)2 + pugb
3 .- 13 ,(R+2)% +pgl
EmR2+p(R—b)2
4) ()= SO cos®t
5) §+289+m%8=0 avec &= 3 B va
Z[Emkz + u(R-b)ZK]
oo(oo

lentifigue.co 179

EXERCICE 25

La condition d'oscillation &< correspond & Q >-§— .

Dans ce cas Q=35 , des oscillations sont donc possibles .

oo(oo
- EXERCICE 26
" 2 2
)] =1192 —lmga\‘)2 avec J=mr_=4ma
2 2 3 3
4R2
2 R
2) 8§+258+039=0
3) )= 20 30&'#—'8t cos(w,at+y) avec ®g = ,3_&
Dq 4a
3a°B? 5
3= %mR ™ =Jo3-8" et 1 i
2p2
4)  Les oscillations sont possibles si : B*< (m—_,‘Rs g}
: a

oo(oo
EXERCICE 27

1) TI'=rC= 7125 ps
2) o =aq,(-¢f)
q(I') = 0,632 q,, et q(10I’) = 0,999 q,, = q,,

avec q, ~ CE

3)  dans I'hypothése de l'existence d'oscillations électriques :

G+256q+ (n%q =0 —» q(t)= AeSt cos(,t +y)

R 1 2 <2
avec 6=—; ¢ = —;m:J -8
oL’ M=|ic b %=V
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Si I’on refait le choix de I’origine des temps t =0 a

’instant ou le commutateur est en position 2 ( fin de charge du

condensateur et début des oscillations ), on a les conditions initiales :

q0) = q,, =Cu(0) ~CE ; 4(0) =i(0) =0

i ol = Lo -5t
—» u(t)=—q(t)=—Ee cos(o_t + y)
C ® e

a

avec tgy = ——
ma

a partir du graphe de U (t) qui accompagne I'énoncé, on détermine :

T0=2—nzT ~750 ps — L =10mH
o, a

du graphe: u =~ 518 v et u s ®25v ( parexemple)

—» D= %Log§i§ = 0,146 = 8T, = 8T,
R
—=p 6=-2I ~1945s1 e R=39Q

on aura le régime critique pour :
o G R = =
8 = =0, —» R_=2Lo, =167,5Q

4) ‘r=lz5,15ms

de 1=— et D=38T, —» £ = nombre de pseudo-périodes
) s B I
pour que I'amplitude maximale décroit 4 1/e de sa valeur initiale .

o0(o0o

- >

EXERCICE 28
§=76.103s1 k=972 N/m &

oo(oo

EXERCICE 29 181

_ _ 1
) <E>=E e 28t avec E;= 5 mojC2 énergie totale initiale

1
2 t=-- —» <E>=E;e'/"

oc0(Qo0o
EXERCICE 30

a) E(t)=Ey et AE:EO[C—ZM _ IJ

b) E(t=1ms) = E%

oco0(o0o
EXERCICE 31
) D=7102 AE=1275.1073 J
T _ -5 )
2) §=6.10 (négligeable )
3) a=0,35 kg.s'l
4 x(01)=313em AE = 121.1073 J
oco(oo
EXERCICE 32

1
1) U(9)=5[k1€f + szg ](yo ~8)? - mgl (y, - 8)

ol yo donne la position de la barre pour laquelle les deux ressorts
sont neutres.
2)  condition d'équilibre :

du

ap g 24 1 2
a9y " (e + eyt 7~ mgl = 0

v 1
d'ou U(9)= 5(k1[f+.kzg§)32
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L_1

—|
= Emﬁsz —E(klef +k,02)92

3)

X F,
—»  §+289+029=—Lcosnt
0" m/

a {klf%“‘zzg
avec 8=ﬂ et o= —;n—p——

Fo cos(o t + @)
mf[((o% -02)2+ 4820)2]1/2

régime ;;ermnnent

4) 9(t)=C e-5t cos(@,t+y) +
" égime transitoire

o0(Qo0o0
EXERCICE 33

1) [%MR2 +m(R+Z)2]§ + [41(112 +k(R+§)2 —mgf}():o

4kR2 +k(R + 5)2 —mg/

2) o,=

0 %MR2+m(R+f)2
Y 4
aR+2)2
. . 2
29 = =
3) S+289+m09 0 avec 9§ IMR? + 2m(R + )2

4
a) amortissement important : 8 > @y

‘ . 3
8(t)=C 1€ r1t + C2 e r2 c'estle régime apériodique

i 2 2
avec 1), = 81:1,8 of

b) amortissement critique: & =0 K

9(t)=e-8t (Clt g C2) c'est le régime critique

¢) amortissement faible : d <y
3(t)=C e ot cos(mgt+y) clestle régime oscillatoire amorti
ou pseudo-périodique avec o, = \/0)(2) —8?

apériodique
critique

x(t)

5) Pour 9 faible, on peut supposer que le mouvement du systéme est
équivalent 4 une rotation de 9 autour du point P de contact du cylindre
avec le sol, appelé "axe instantané de rotation " et en utilisant le
théoréme de Huygens sur les moments d'inertie , on retrouve la méme
expression pour I’énergie cinétique T .

R+2)F,

6) 8+258+039 = >
SMR? +m(R+£ f

cosmt

cestle régime oscillatoire entretenu (ou forcé):
9(t) = Ce™ cos(yt +y) +
(R+2)F,

+
BMRZ +mfR+4 )2][«03 0?4 4820)2] b

cos(o t + @)

oo0(oo
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EXERCICE 34

1

3)

b)

y*‘”(z)y =0 avec o= \/E —»  y(t) =Csin(wpt +y)
m

§+28y+0dy =0 avec 8=-——
2m

pour 8<ey —» y(t)= Ce™dt sin(o,t+y)

oscillations libres amorties avec : @, = Jm(z) L8

Fy .
a) ’y+28y+m%y=—0—sm(ot
m

n

@9

— en régime permanent y,(t) = Asin(ot+@) avec:

FO - 28w

77 o) =arcig——
m[(m% —(1)2)2 +482m2]

A(0)=
0y~

A (0) admet un maximum ( résonance) pour ©; = 1/co(z) 052
sur le graphe, les limites de la bande passante correspondent a :

A(01) = A(@2) = Ayax /42
et a -3dB (en unités logarithmiques : décibels ).

—> m1=,}m3+82—5 et m2=,fm3+52+8

—» Ao=0, -0 =28

( en unités naturelles )

( voir rappel de cours )

0 00
o F(t)=)'b_sinnot= Y
n=l p=0

4a !
sin(2p +1)ot
Cptin 1)

4a
=2p+1 entier i ir: b =b =
. n=2p entier impair . 2p+1 Gp+)m

n=2p entier pair: b = b2p =0

185

l'équation différentielle :
4a
§+28y + 03y =———sin(2p + Dot
y +20y + ogy Gpihmn (2p+1)

F@® ,

relative au  n'™¢

particuliere et partielle :

harmonique de admet pour solution

ya(t)=A,(0)sin(not+¢,) avec:
4a

A (0)= 75 laquelle amplitude
nmn [(m‘z) -nZw2)2 + 482n2m2]
4 0A,
A, (®) est maximale, pour ® donné, lorsque —an =0 .

Ainsi, si on suppose que ® =0(/3 etque § estassez faible pour
qu'on puisse négliger les termes en 82 dans la dérivée, on trouven=3 .

Cela signifie que la participation du 3*™® harmonique de F(t),
dans les oscillations forcées de la masse, est plus importante que celle des

autres: A3(0g/3)>A,(09/3) Vn=#3
oo(oo
EXERCICE 35
Les deux ressorts k; et k,  étant en série, aprés leur

remplacement par un ressort équivalent, le systéme devient alors
identique a celui de I'exercice précédent.
k : kik,

1 g =.[— ol k=
) 0 m k1+k2

2) 0, =0} -8
3) ensupposant ®; donnée ( k et m fixés ) on veut que :

0 =0, 1 o 9

o —> a=mm0 —»  a=z0,28Vmk

“o
Q= == 3,54 : D=8T, = 09
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4) y(t)=C e 3'sin(w, t+y) +
+ Fo 75 sin(o t + @)
m[(o)% -w?2)2 +482m2]
® T 4 4
e T - 3T
0 gyt
- Tt+2F0 n < n
1
2 =(_._M p=1,2,...
P pn
b =_('_1)%_ p=0,1,2,--
221 op+1)2n?
—1)P8F,
%o g 3 (—1)P+12F0 si p(ot+L-l)—0-—sin(2p+l)0)t
Fz(t)=—2-sm0)t+ _ 2p+1)Pn?
T pul
sil'on ne considére que les 3 premiers termes, il vient :
8Fy . 2F, . _ 8F . -
y y+olyz—2 —sin 2ot sin
y+28y+oyy = 2 sinot + — 2
—> ®= it 5 sin(ot +9,)
T mnz[(m% -a2)?2 +482m2]
%o sin2ot +¢,)
* 202] 72
mn [(mg -402)2 +16520
%o sin(3ot + (p3)

= 1/2
9mn2[(co(2) -902)2 + 3682“)2]

( onasupposé ¢ différentde ®, 20 et 30 )

oo(Qoo

EXERCICE 36
1) a)

AD = A’D’ = longueur du cable inextensible = constante .
Apres avoir choisi comme sens positifs :

v Vers le bas pour la translation de I’axe de la poulie.
V" Selon la rotation trigonométrique en se déplagant le long du céble.

BB=CC'=00 = x

On peut écrire : AT)=A"D’=E et
la relation de CHASLES donne :
AD=AB+BC+CD
AD'=AB + BT+ D
or BC=B'C'=1/2 tour=+nR
d'oﬁ:ﬁ+($=ﬁ+(TD’
une nouvelle fois la relation
de CHASLES :
AB=AB'+BB=AB + x
CD=CC'+CD=x + CD
CD'=Ch+DD=CD + y

—» y=2%
b) en inversant le dessin
de 7m/2 et par analogie avec le

cas d'un roulement sans glissement
(le fil ne glisse pas surla poulie )

187

Soit 00'=x 1le déplacement de translation du ressort
ainsi que de I'axe de la poulie, DD'=y Ia translation de la masse m et

onécrit: x=BB’'=R$

Donc y=2x =2R$

1{3M .2 1 k. 5
2 L=—|—7 -—(=
) 2[ 3 +mJy 2(4)
2k

3 =
G v

4 J+ody=20%s()
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o0
avec s(t)= Z(—l)n+l 28 innot
n=l1 L
dans le cas ou o serait différent de © et de 20 etenne

retenant que les deux premiers termes (n=1¢et n=2)dela série
de FOURIER de s (t), onaura pour le régime permanent

2 2
yp(t)s—go—o-z—SMmt - 22aa)0 5-sin 20t
o(0f —0°) o(of —40°)

oo(oo

EXERCICE 37

I. Régime libre non amorti

1) Un allongement du ressort est nécessaire pour obtenir I'équilibre
statique du systéme tel qu'il est décrit .

2) Si yo estlarotation initiale pour atteindre la position d'équilibre :
1
uE®) = -2-kR2(70 +9)2 - mlgfl(yo +9)+ ngf ,(cos9 - cosy,)

%(kR2 —m2g£2)92 +(kR2y, -m,gf,)9+constante

=0 —» kRzyo—mlgf1=0
9=0

3)  Condition d'équilibre : %%

2
Cet équilibre est stable si : —a—% >0 —» kR?-mygl;>0
9=0
49 U=z %(kR2 —m2g£2)92 +constante
5) T= 1 MR2 +m £2 +m_ £2 |82
=302 g1+ M

2
6 [Mlz‘ +mlz%+mzeg]§ + [R? “magt, ]9 =0

189
7 Pour qu'il y ait oscillations, il faut que le discriminant de

I'équation caractéristique soit négatif ou : kR? - ngf 2> 0 cequi
est aussi la condition d'équilibre stable .

2
kR —ngfz

8) §+m%9=0 avec 0, = i

M2 2 2

5 R +mlf1 +m2€2

si at=0: 9(0)=0,1rd et $0)=0 —>» 9(t)=0,1 cosmgt
II. Régime amorti forcé

K [%Rz +mif +mzf%] §+aR2 §+(R2-mygl,) §=£,F()

10) 8=-—2 et m:F.,_“_
24m 0= y3¢ ~ V24m

F o (2F
1)  F®=-2+) 20 Ginn™ |cosnot
4 S\ nm 4

F
12)  9()=Ce3tsin(w,t+y) + 1_2__%_%. +
moo

V2 E, cos(ot+¢,)
3mln [(a,(z) _(,,2)2 o 4520,2]1/2

F, cos(2ot + (p2)

+
3mén (03 - 402)2 +165%02]'/?

oo(oo
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EXERCICE 38 . 191
P b)  9,(t)=Asin(ot+¢) pour t>> 1
1. Systeéme libre non amorti g
i ol A=- 280
1) a) U(9)=2mgd|cosy,~ cos(y +9)|-mgR3$ 17 et tgo=-
" l 0 p 0 J kmg—m2)2+482m2] 2 m(“';—co2
Pl =0 —» siny,=—>0 —» 0 <y,<™
™ (e Yo 00000
92 # EXERCICE 39
c)  cos(y, +9) 5(1—7)00570 -9siny,
1) L=l '2—lk(x-s)2
—> U=mg(dcosy0)$2 2 2
d) 2) i&+28:'(+o)(2)x=(o(2)acosmt avec §=—- et o,= k
‘ 2m 0 m
» x) ao?
g cos(ot + @)
. 1/2
[(mg—mz)z"“‘szﬂ)z,]. ' ()
o,
49 5=-0- L
) = 25s
00000

T
ur 0 < < —
po Yo 2

( ily aura des vibrations )

d..-
2) L= mR2[1+(E)2:|92 —mg(clcosyo)\()2

G gdcosy,
si cosyg>0 —» 9+028=0 avec o,= V]

T
pour 5<70<ﬂ

( pas de vibrations )

EXERCICE 40

X+ 280x + (1)(2))( = Ccog((bt_S)

. 2 2
o C=s,[of a0 o g9=TD

28w

—>  x,()=Acos(at+g) avec :
I1. Systéme amorti forcé
" ; S ] 04 +452¢p2
3) a) §+289+039=Ssinot A= 0V 00770 ot tp o SOMf A0 + 4570
[(052 -02)2 +482o)2]”2 2603
5 ad? S RE, 0
avee T amR2 +d2) = 2mR2 +4d2)
1 -2 oo0(Qoo

$ sexprimanten s et Sen s
XPp
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EXERCICE 41
Premiére Partie
k, +k k, +k
1) m01=’ L2 ) op =2
il 7
) m %, +(k; + k)X, —k,x, =0 ()
m, K, + (ky + ky)x, =K%, =0 (11)

On note que les équations différentielles obtenues, (1) et (I ) , sont
couplées : présence d’un ferme de couplage kx; dans I’équation

relative a la coordonnée généralisée i (i# j). Ces termes découlent eux
mémes de la présence de fermes rectangles (ou croisés ) kx; X; dans

I’expression de I’énergie potentielle — couplage de type élastique.

2 : + 2 (1)2 0)2 i 2820 2
®o1 + 902 02 ~ %01
4) 01,2 =——0—2——— F e | +T 001002
5 0<TIr<1
6) 0, < 0y <O < O Le couplage des masses se traduit par

un écartement des valeurs des pulsations propres .

Deuxiéme partie systéme symétrique

m =m,=m ; kl=k3=k : k2¢k
k k+k 1
—p = 2 R (=102 = 2 __ - 2
F_k+k2 et 0)01_0)02—0050— m _l_rmO
02 =(1-T)Q2 R . o2
1 osc ;@ 0
g " k+2k, 14T 2
co2=(l+l")Qosc= - =jl-——l_'0)0
- k 2=n : .
ol Oy =y—Fmr est la pulsation propre d'une masse
m T,

découplée effectuant des oscillations libres .

193
7 X1=x1+x2 : X2=x1-x2

En faisant 1’addition (I) + (II) et la soustraction (I) i

: : — (II) des équat:
différentielles couplées précédentes, on obtient un nouv)eau sygtén::ns

d’équations différentielles découplées en X, et X, dont la résolution
plus aisée donne :

{ X, () =C, cos(o,t+y,)
X, (1) =C, cos(,t +y,)

x,(t) = o) cos(o, t + £2
1 ) ttvp) o+ Tcos(mzt+\|12)
.—’

¢ C
xz(t)=g7°°5(°31t+‘vl) = -2—2005(0)2t+\u2)
1"MODE  2@mMODE
8)
o, =0
a) k=k;<«<k, ; 'zl —>» { .
@2 =2 Qosc

le comportement du systéme est proche de celui de I'exercice 60.

b) k,=k,>k ; I'=0 —p

1= K3 2> R0 MR & By =0y =8 0y

_ chacune des deux masses constitue un systtme indépendant
oscillant & la pulsation ). Le mouvement est ainsi équivalent au

1" mode précédent.

©)

0, -0 0, +0
¥ 39
x,(t) [XO S5 ‘J cos— 5 2¢ c'estle

o 0 ol phénoméne
xz(t) =(x 0 sin—2 5 1 t] sin —1 5 2 ¢ des battements
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2n 4n
avec T = = et
0sc
Qosc 2| +u)2

Période des oscillations

période des battements

et par des approximations :

0 20,
[<<1 —>
(o2_=_(l+l")(o”
®, +0 r
Qosc.. 5 __(l+2)o)0

Tosc= s E_% b
Qosc + 1
21 e
et TBza—;I»_l“ ou

d)

battements Tg

avec

~

T 2+T

B

r r
X, ()= (Xo cosE(oot) cos(1+5)co0t
Ay . r
X,(t)=( Xo smimot) sm(1+5)0)0t
E E
<E; > = 70[1+cos(o|)2 -0,)t ] = -70-[1+cosQBt]

<E,>= -Ez—o[l—cos(m2 -0t ] = E;—o[l—cosQBt]

EXERCICE 42

1)

2)

3

N’

4

6)

o0(Qo0o

I's

2Ty - T

2T

0sC

1
- - 22 =
E0 —Eumlle i mog X0 = constan te

195

Il'y a échange d'énergie entre les oscillateurs couplés et la période de
est donc l'intervalle de temps nécessaire a I'énergie
totale du systéme pour quitter un oscillateur et lui revenir .

Le systéme est & deux degrés de liberté car deux coordonnées
généralisées sont nécessaires et suffisantes pour déterminer I'état du
systéme :

Larotation 8 du cylindre et le déplacement y de m .

0} '(3+‘/§)Kl:1"

o} =(3-J§)%

1
y
(9)=Cl V5 -1 [cos(o t+y
2R
2k
2 =
o0 M

(01 < (001 < 0)02 < (1)2

5)

l)+C2 -s/8) cos(m2t+\y2)

2
%2

1

2R
_ 4k

M
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Le couplage des deux masses a la propriété d'éloigner encore les
valeurs des 2 pulsations propres du systéme par rapport 2 celles relatives
a chaque masse.

oo(oo
EXERCICE 43
k . _ |k
1) (Dl = _3; s 0)2 b m
Y1 1 : t+y,)
2) = Cl o cos((x)lt-HVl) A C2 \ 005(0)2 L)
¥
oo(oo
EXERCICE 44

; ] b 1
L= m[292 + _iMyz = E(kl +k2)4€292

. Ly 2 4 k. 08y — Lk,y2
_E2y+2y23)’

2mf28 + (k, +k,)€28 - k,fy =0
2
i My + (k,+ky)y — ky£8 =0

&

5+45 k.
2 M

3) ®

4) (S)=cl 2 | cos(@t+y,) + Cy| 26 cos(@,t+V,)
1445 1-45

oo(oo
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EXERCICE 45

l - 1 . 1 l 1
1 L=-mf282 + —Mv2 -k /292 __ —a89)2 ——
) mfl292 + My klf 9 k2(y al) k3y2

2§ 2 =
2) m{ 8+ (k02 +k,a2)9 -k, ay =0
My + (k2+k3)y -k,a$=0

3)

e
-
Sw

.£ s m2=
m 2

R
8=

4) (9)=C ! cos(o.t+y.) + C ; t
y) "l 117 ¥ 2| g | @ t+,)

selon les conditions initiales du mouvement :

s0
9(t) =— [cosmzt + Cos® t]
2 1
—>

09,
y(t) = o [cosmzt = cosmlt]

oo(oo
EXERCICE 46

1 . 1 1
[ A2 2 20 . ooy .
L 2mxl+2Mx%+2mx§
1 1
w2 ey 2N
2kxl kx3 2kx§+kx1x2+kx2x3
mii|+kxl—kx2=0
—> Mx2+2kx2——kxl-kx3=0
mx3+kx3—kx2=0

2) O)1=0 ’ 0)2= £ H (,)3: .2]5.;.5.
Vm M m
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A 1 . 1 m M m
L =c 1] +g o> 0- o~
1 1
Xy »
X, 1 m M m
x2 = C2 0 COS((D2t+\|/2) 0_) 0 « 0
-1
X4 o,
1
% m m M m
- ~ A >« =
x,| =C, = cos(@,t+y,) o 0 o
X5 o, 1
3)
i 1
X 1 -
1 my, Vv Mvo ¢
= 0 0 i t+————————| —— |sin®,t
%2 |~ Mvom], +2m2 e M m) M ’
X4 1 1 1
4)
i 1
X 1 =
1 MX 2m
x, [= =0 |1].+ %] 008t +——2—| —=— |cos ,t
21" M+2m : 2 i 2M+2m)| M
X 1

oo(oo

7

1) Pour ce systéme, on peut dénombrer 4 coordonnées généralisées
possibles, les déplacements x; et x, des masses et les rotations
9l et 92 des poulies. Cependant seules deux ne sont pas combinaison

linéaire I'une de l'autre, x; et x, par exemple :
Le systéme est donc & deux degrés de liberté. (voirex 53.b).

_1 ' .2, 1 .2 1 2_1 2
2) L‘Emlxl +5mzx2 _E(kl +4k2)xl —Ekzx2 +2k2x1x2

3 { mliil +(k1 +4k2)X1 —2](2)(2 =0

mzﬁz +k2X2 —2k2X1 =0

4) mf:(s—zﬁ)i ; m%=(3+2~/5)£
o (o)
R

6) Les conditions les plus simples a réaliser pour que le systéme
oscille selon le mode II uniquement sont ,at=0:

1 1
C cos(®,t + + C cos(w,t +
‘(1+J§) sk 2(1—«/5} iy
mode I mode II

X @=C, 5 %,(0=0 ; x,(0)=(1-v2)C, ; %,(0)=0

o0(Qo0o
EXERCICE 48
2 02
_1 mlé’l 2 la2 1 m2 2 a2
1) L--2—[ 3 +m, €2 |9 e~ +m,a2 92 +

.. (m
+m,al, cos(9,-9,)8,8, + (71 + szgf 1€0s 9, +m,agcos9,
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1|m 0282 + L £

1(m 2
e E(_zl.+ mz]gﬂlsl

. 8lg 12 &
—29 +—9,=0
91+78£91 782
4384 +3§l =0

922622

02 = 33-42198 _ 5148

20 [/ ¢

33+JZ79g g

2. 22TN2T7 5 _ 94885

©2 20 / /
o0(o0o

EXERCICE 49

o 1
) L=_1.(M+m))'(2 +1me292 +m€X9¢osS+ngcos9——2-kX2
: 2 2

M+m)X+ kX+ml § =0
% mf §+ mgd+ mX =0

4 k M+m § 2 _k_

(‘)1,2 L 2 ok

www.biblio-

}9% +m2a519182

1 2
- Emzag\()2

k M+m §)
2 _(_ﬁ__l‘ﬂ__f_ T I\K

1
X(1))
o)z

(O}

2
2

I3
2

1

g
L

/

201

sin((olt+\|/1) +Cyl =2 -1 sin(m2t+\;12)

EXERCICE 50

1) L= —;—(M+m))'(2 +%m€292 —%kx2 —%mgfsz -mfl9xsin 9

oco(oo

/

mf? § + mgl 9~ (mlsin9)% = 0

2)

3)
M+m)x +
Gl % 9=0

kx =0

x(t) =C; sin(ot+y)
—
8(t) = Cy sin(wyt+y5)

avec

W) =

Wy =

M+m) % —(msin9) § — (mlcos9) §2 + kx = 0

k
M+m

g

'

remarque : les approximations faites ont occulté le couplage des deux
masses en rendant les équations différentielles indépendantes et les
solutions de celles-ci peuvent ne pas refléter correctement le mouvement

du systéme .

oo(oo
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EXERCICE 51

1 2 1 . 2'2
1) T=—2-m1€292 +—2-m2(r2 +1282)

2) ' U=%kr2—(kf0+m2gfcos9)r—m1g€cos9
3)  k(,-£,)-m,g=0

m2'1‘+(k'—m292)r—m2gcoss=kfo |
(mlf2 +m2r2)§+m2 ri§2 +(mlgf+m2gr) in9=0

oo(Qoo

EXERCICE 52
= Lyy2 +lm[Y2 +%(R—r)292 +2(R-r)Y9sins]
2 2
% —;-kYz — mg(R —r)(1-cos9)

M+m)Y +kY +mR )88 =0
2R-8+89+9Y =0

oco(oo

EXERCICE 53
systéme a)
o2 +3MRr282 - Lk r292
=Emy +4MR ) 2 1
1 y2
—2k2R292——2—k2y +2k,R8y

my +k,y-2k,R8=0

4 3m2§+(klk2 +4k,R2)8 - 2k ,Ry =0
2

203

V5-2 k : 2 _\/—5-+2 k
\/g m . 2= 1/5 m
® 4 1
) (z(t))=C1 L cos(tol +\|!1) + C2 _L cos(m2t+\y2)
R+5 RS

systéme b)
1) L=%(M+m))"2 +§-MR2S2 +MR9y—%(k]+k2)y2

1
—E(k] +4k2)R292 _(k] +2k2)R9y

(M +m)y+ MRS + (ky +ky)y+ (k, +2k,)R9 =0
2)

IMR2+ MRy + (k, +dk, )R29 + (k, +2k,)Ry =0

) 0222Vl k . 94iEl K
110 ), SR o
o0()oo

EXERCICE 54

Aprés avoir établi les équations différentielles du circuit et fait
’hypothése que les solutions sont de forme sinusoidale, on obtient
I’équation séculaire ou caractéristique suivante :

-I2)04 - (02, +02,)02 + 0202 -
(1-I?2)e (0f; +0,) 02 + 03,03, =0
1 1
3= ; 3 =
avec D&, =l 02 =
ol ) 02
hE L,C,

d'oti les pulsations propres du circuit 1 :

2 +02 2 _ 022 yar202 o2
0?2 =(mm+m02)¢\/((o0] ©2,)2 +4T (,,01(0;)
b2 21-12)
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dans le cas particulieroi: o %1 =0 (2)2 =w% (systéme symétrique)

1 2
®

1+|T| b

of

1
1-|r]

oN

03 o)

Pour =0 (selfstrés éloignés): o? =03 =0

on retrouve les pulsations propres ©,, et ©., des mailles séparées .

)

Pour |T| =1 ( selfs trés rapprochées ), il faut revenir a

®
I'équation caractéristique précédente —»  ©, =0, = 7._‘2)—

2) Pour ce second cas, la comparaison des équations relatives aux
deux circuits donne :
' _ < PR . [
Ll—L1+M ¢ LZ-L2+M 3 L3— M

Comme L; >0 ; seul le circuit correspondant 2 I'=-1,
donca M <0, estanalogue a ce circuit 2 .
Pour L, =1mH ; C,=1uF

o} = 109 (rd/s)?

()] ’

0 L

o = — = 22360,7 rd/s 3

2 i t) :E
L', =1 mH Godh i, i s
Ly =L, =0

ooQoo

Itifique.comn

EXERCICE 55

L=ml2§2 4+ 102 o
1) it sz 82 + mf2 cos(9, -9,)8,8,

+ 2mg/ cos 9, + mgfcos s,

2) Leunpispad.sar 24 ¢
m{“§ i 0283 + m/ Slsz—mgfslz—%mgf\‘i%
§ +§s l" =
3 iy 1"'2‘92 0
. g .
S, "'792*‘91 =0
9 ef-e-dE o} =2+VD}
mode 1 : Sl =C l
92 5 1| /3 cos(co,t+\yl)
1
mode 2 : [sl = :
32 g 2 e cos(w2t+\u2)
2
5) ur obteni
pour obtenir 50=8 ;  3,0=1z3,
lemode 1 seul $,0=0 i $,0=0

pour obtenir $,0)=9
0

: 5 82 (0) =—4/2 90
e mode 2 seul $,(0=0

i 8,(0=0

00(Qo0o

205
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EXERCICE 56
1) avec Y, =y, +y, Y2=y2—y1
mY, +kY; =0
—> . : équations découplées
L mY2 +2(X.Y2 +kY2 =0

— Y, et Y, sont les coordonnées normales du systéme

2) o,= X §O m%—82 ‘ A=
v m

m-

C‘ 8 C2 3 in
) ¥y (t)=sinlagEa ©* ‘ Sm(‘”a”\"’Z)

Cl s C2 8t gj
yz(t)=75m(‘”ot+“’l) + =7 e” sm(mat+\l!2)

4) Dans ce cas les masses oscilleront selon le :
yi(t) = ypcos wo t

Mode 1 {
Y2(t) = ypcoswgt

y1(0)==-yo ;3 ¥1(0)=8yp

5. Siat=0 .
) {y2(0)=y0 3 ¥20)=-38yp

. -8t
f) = = e cos t
—» Mode 2 no ¥ o
y2(t) = yo e %% cos vyt
oo(Qoo

EXERCICE 57
1) U=mgz ; T=%m(*2+yz+iz)

2) dans le cas des oscillations de trés faibles amplitudes, on peut
négliger les termes d’ordre supérieura 2 :
1 1 1 1
= —mx2 + —my2 — —mgax2 — —mgby?
2 2 y B b4 2 2oy

207

3) X + (1)12 x=0
y+o0}y=0 systéme d’équations découplées

X et y sontdoncdes coordonnées normales pour le systéme
x(t) = C1 cos(colt + \yl)
y®=C, cos(w, +y,)

avec ol =ag ! 02 =bg
x(t) 1 '
5 = .
) (y(t)) =Xg (OJcosm‘t * Yo (Jcosco-zt
6 On doit avoi = :
) doit avoir Ty =n,T, avec n; et n, entiers.

Pour b> ir
a = .0, > n, etsil’on considére les plus petits .

entiers vérifiant la relation avec i
par exemple D, =n;+1 , il vient:

=, (meN) dob ty=nT -nT, - 102
. 2 . 0 171 22—T-—T
ity

b

n’est périodique que si les périodes T, et T,
', des deux
commensurables, i ; j T

’ “ ’ B ’
7 z=—2x2+—2y2—Cx’y'
A-—acoszy+bsinzy

B=asin2y +bcos2y
C=(a~b)cosysiny

avec les coefficients constants :

8)  Enrefaisant les mémes approximations :

U= ’ . _i CH .y
mgz T—zm(x2+y 2)
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9 { % + Agx'— Cgy' =0

.,, ; ; équations couplées
§' + Bgy'- Cgx'=0

10) Le terme de couplage apparait dans I’énergie potentielle du
systéme, le couplage est donc élastique.

C’est de plus un couplage qui apparait lorsqu’on prend des coordonnées
généralisées x' et y' quelconques.

Par contre, on I’a vu précédemment, si on choisit des
coordonnées généralisées x et y relatives & un systéme d’axes Oxyz
coincidant avec les axes principaux du paraboloide, le couplage
disparait :

x ety sontdites coordonnées normales du systéme .

11) On retrouve les mémes pulsations propres, elles sont indépendantes
du choix des axes et des coordonnées utilisées.

x' 1 tgy
12 =C t+y!) + C. t+y’
) (y'j 1 (—tgy} cos(ou1 vy 2 ( 1 ) cos(@, +y5)

13)  Oui, on retrouve le résultat de 4) enposant y=0 .

Remarque : Sans les approximations précédentes, le probléme est plus
difficile ( non linéaire ) et la solution s’exprimera par des intégrales
elliptiques.

ooQoo

EXERCICE 58

. 1 . .
D T= mfz\‘)l2 + Emﬁsg + mﬁslsz
1

U= mngl2 + Emgf\‘)%

e r=(2m52 mfz}

mf2 mf2

U= [ngf 0 }
0 mgf

3)

209

~N
I
Y
N
N
1]
S S[CIR NS
N
SN[ e\lqn

0?=2-2 B,
2) ll—m21’=0 —> : )E

o’ =(2+J’2’)%
Les pulsations propres d’un systéme sont indépendantes des

coordonnées généralisées et de la méthode mathématique adopté
I’étude de celui-ci ; d’od leur nom. q optees pour

oo(oo
EXERCICE 59
1) x___‘£2x1+£lx2 . S=X2—xl
4 /
M
7‘={ 0] u-| itk kol ~ki£,
0 J koly-kily kil +kpl2
k) +kj szz—klel
— L= M M
szz _klfl klff +k2€§
J J

2) U n’estpas diagonale ——p  couplage élastique.

Il disparaitrasi: kol, —ki£; =0 (1)

ofukLtklle 2 Ml Tl
M t J
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£, et £, représentent les distances du centre de gravité G

du camion aux points d’attache des ressorts sur celui-ci, =/, +7,
étant la distance séparant ces points.

x(t)=Cysin(opt+y;)

Donc en absence de couplage .
3(t)=C, sin(0t +y7)

ME2+] MEL, )

2 2 L (k 0
4y e G fz =( ! J
Ml =1 M2 +3 | N\ 0k
e i
Kk (MOF + 1) koMl -0)
= MJ MJ
kML, - ) ko(M{% +1)
M MJ
5) 7' n’estpas diagonale ——p couplage inertiel.
Ce couplage n’existerapas si: Ml £, - J = 0 (Ir)

( condition différente de la précédente )

On note que la nature du couplage peut dépendre non seulement de la
structure physique du systéme mais aussi des coordonnées généralisées
utilisées pour son étude :

Couplage élastique avec x et 3 ; couplage inertiel avec x; et x,

2 ki (M{3 +17)

ko (ME2 +]
6) o] m2=———2( il

MJ y 2 MJ
Les pulsations propres du systéme sont indépendantes du choix des
coordonnées généralisées.

Si, dans cet exercice, leurs valeurs sont différentes en 3) et en 6)
cela est dii aux conditions physiques différentes de leur obtention :

Les systémes vérifiant les conditions (1) ou (II) ne sont pas
identiques.

tifique.con
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7 On peut toujours trouver des coordonnées généralisées dites

« cf)ordonné.es normales » telles que le couplage n’apparaisse pas, sans
avoir a réaliser une condition physique. Il suffit de faire I’étude du

systéme a I’aide de celles-ci. Dans ce cas par exemple, on n’aura pas de
terme de couplage

en 4,4, si: Ma+Jb=0

nien q,q, si:

(k, + ky)a + (k€2 + k,£2)b + (ky£, - k£ X1+ ab)=0

oo(oo

EXERCICE 60

T 1
D T=gmi{+ompk; U=5k(x2—x1)2

2) 7‘=(ml 0 u-[* -k
0 mjp -k k
ko k
7't BN m
_k k
mj my
3 o=0  ;  ay= /E
[
avec l—l+1 étant 1 édui
= a
L om m, u « masse reduite »
m m
1 G 2
1 mode ;=0 0 > - o

translation uniforme
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m
1 G
28M€ mode ©, = ‘/E 0> .
n
oscillations en opposition de phase

1
1
4) (XIJ=C1t(1) +C + Cy _my cos(wpt+y7p)

X2 m2
1 1
X1 Xl sl
6) de = m; On en déduit :
X7 1 —;— Xy
2
myXy +myX m
X, =ELTT222 Xy =—2—(x) ~Xp)
mj +mj m; +my
7 X, =0 1°" mode ( translation uniforme )
Xy+ 03X, =0 2™ mode (oscillations)
m; +mj 0
’
7=l (my +mp) =k
mjp
0 0 5
(O] 0
ar - 2 LI —
0 (m) K 0 o2
mj

Les trois matrices 7' ; &' et {' sontdiagonales.

oo(oo

EXERCICE 61

Lied,.1 2
1) U=—-kx5+—k(xy—-Xx
) 5 K52 2(2 1)

1 2 1..9 1 .2
2 T==—mx{ +=J9° +—myXx
) s b e 5 M2X2

et 9=x2_x1
R
3m m
3) T 2 2 U = k -k
_m  5m -k 2k
2 2
«
AR Tm
2 (e
Tm Tm
Ak _ 2 _3k
"% wm [
_2k _5£_m2 X2 0
Tm 7m

2k ’ k
—> 0 =, — : = —
4 7m ’ @2 m

X1 1 1
6) [xz) =Cy| 2 |cos(ort+yy) + Cy (_1 ] cos(wat+yj)
3

oco(Qoo

EXERCICE 62
21 g2z0 bl 242 , 9242 A 4
)T = 2m1a€ 91 + Emz[[ 31 +£ 92 +2€2608(91—92)9192]
1 { : >
+ Em3[£2912 +4292 + 202 cos(9, —93)9193]

U =mgl (1-cos9;) + ngf[z—cossl —cosSZ]
+ m3gl [2-cos9; —cos 93]

213
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214 Mode II —_—
2)  Apres approximationetenposant m; =2m ; my=m3=m
il vient : : : | 9, 0
T= 2ml?§? +Em€29§ +—£mf29§ +ml28,9, +ml2$,9, 8| =Cy|1 cos(wat + ) v
by L o
U=z 2mgl9? +—;—mgf9% +%mg£9§ 2 H :
2 2 2
4ml* mf* ml 4mgl 0 0 Mode TH
3) 7T = mf? ml? o W={ o mg/ 0
mf? 0 m/? 0 0 mgl
9 1
L. GRS S £ & 82| =C3|-2 cos(ost+ys)
£, [atN " of 95 -z
L-]-22 32 & =
& mat - Nof
2 s 3k
£ 2 A 6)
4) m12=(2-«/§)% , m%=% ; m§=(2+ﬁ)%
5) 4waf z c H (mge)
Ume) & me2) 11
Mode 1 I
9 L
C/4 2 ITI
82| =Cp |42 cos(ort+yy) Mmgf)é (m? C || mge)
9
2k V2 _ll al

oo(Qoo
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EXERCICE 63 A 217
70 1 1445 1
1) 7= diagonale =
0 J g 1-45 P I_ 2.5 J5
2 1+45 1
2w -C . . 25 5
U= non diagonale —» couplage ¢lastique
-C (4
X _1+‘\/§ 1
| e ey 91 + —82
i — = ¥
L g diagonal L, g
= non diagonale E
o Z g 2J§ Jg 2
J J g
1_1 5+‘\/-5_ 1{5-4/5
2) (L- 0?2 I)X)=0 soit : 6) T _E( 2 JJX% + 5(—?[—JJX%
¢ e e L
L ek ] $1)_(0 U'=%(STS0JXI2 + 1(5+‘/§ Jx%
c c 2 1\8) (0 20 2
- — -0
J J
5++/5
3) m2=§-__5__0_ . m2=3+J§ L . ; ZJ_J 0
1 2 ] ’ e n T's diagonale
0 ﬂ—ij
4) 2
9 1
1
[92] =901 1+J§ COS((Dlt+\|Il) 5_—'_‘/_50 0
: ' 2
i 2 u'- diagonale
0 5+45
I 3 (4

1
3
[ 1} =8| 1-,5 cos(wat+W2)

Wy 2
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3\ 4
3-4J5 ¢ 0
T - 1" Mod
P id =7'!—.I uU' 2 J - PI'L‘P £ o ’,__SN
3445 ¢ 3. .
0 — .' s\ m
. % 1 !
diagonale x, | =) gy Q“ II
X4 1 \ I
Le couplage n’apparait plus explicitement, X; et X, sont des o, > %
« coordonnées normales » pour le systéme. m}‘ L’/‘
Si, pour un choix donné des coordonnées généralisées,
les calculs ne font pas apparaitre de couplage dans 1’étude d’un systéme,
il faut se garder de conclure qu’il n’existe pas. 2%me peode
/ oy e, o
co0Qo0o : ﬁ,'z \'\\ 4
EXERCICE 64 Xy 1 é ®
1) X, =C,|-5 cos(@,t+y,) m, | "
1 1 1 1 1 X 3 N !
L=—mx? +=myx3 + =m3x§ — = (kg +k3)x? —=(k; +k,)x3 4 2 il
2 TR +5maX3 + > HaRGRER kS X — 2 (kq +k2)x] b\\‘:-'mz
—%(kz +k3)X32- +k1XlX2 +k2X2X3 +k3X3Xl
3%me Mode
mliil +(k1 +k3)X1 —k1X2 —k3X3 =0
2) mziz +(k1+k2)X2—k1Xl—k2X3 =0 m3 ,f’-_\\\

m3ii3 +(k2 +k3)X3 —k2X2 —k3x1 =0 X .l Y 1
1 0 / ®

Xy =Cs| 1 [cos(ogt+y,) §

3 1 ) ¢

o \ /
- \
Te oA
—
My

5) .L’expression du mouvement général des masses étant la somme
des trois expressions précédentes.

oo(Qoo

6k 7k
3) o;=0 ; = o ;@3 = o
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EXERCICE 65

Premiére partie
1) A2n=fn—£no=f(x,y)§—(-;—n—x+ Z:oy]

no

ol X, et yp sontlescoordonnées de Iextrémité fixe du ressort k.

2) avec ;"

=cos8, %‘—=sin9n et ky =kip
no ’ no

3 1 .
U=2Un=%2(kn cos? 8,)x% + EZ(kncosSCsmsn)xy
n=l n n

I 1 ) 7
+ lZ(kncosSnsmSn)xy + =2 (kysin” 8y)y
.y 25
1 2 ¢ L 1 + —l—k P
= _2-kux + 2k12 Xy + 2k21 N g2y

3 { mX +kyx—kp2y=0 équations couplées

m'y+k22y—k12x=0
4)  avec I’hypothése de solutions sinusoidales :

x(t)=A eJ@t+v) y(t)=B ei@t+y)

ki +k 1 2 2
0, =—1"2 7 ;‘-‘-\ﬁkn-kzz) + 4kip

2m
) (k” "mmlz)Al —k12 B =0 (1
—k;pA; + (kyp -mof)B; =0 (2)
(k1 ~mo3) Ay ~kipB2=0 (3

—kjp Ay + (kyp-mo3)By =0 (4)

221
& de (1) —p poBLkuzmor
e 1=———=-——
Ay k2
B2 k”—mco%
de (3) > Bz:——:-—-—————k
2 12
et
o) (a) (62
=A cos(mit+y;) + A cos(w,t +
mode 1 mode 2

7)  Sila masse vibre selon le mode 1, par exemple :

—» B = Y= pente de la direction de vibration ou tangente de
X
I’angle formé par cette direction de vibration et I’axe des X .
8)  en multipliant I’équation :
(1) par A ; (2) par By ; (3) par —A; ; (4) par —B
et en additionnant, il vient :

[A1A2 +Ble] ((0% —(l)lz ) =0

si o; %0y —» AjAy+BBy=0 (ou 1+BB, =0)

soit un produit scalaire nul — les directions propres
(A1,By) et (Ay,Bjy) sontorthogonales .

Deuxi¢me partie
_ 2 2
9) Uy =Kx“+y°)
c’est & dire k11=k22=~3-2l—(-=K et k12=0

{ mX+Kx=0

équations découplées
m§+Ky=0 1 P
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et 0 =0 = —K—“(D
1 2 ‘Im 0

Les deux pulsations propres sont identiques ( dégénérescence ).
On pouvait s’attendre a ce résultat en raison de la symétrie du systéme.
10) x et y sont les « coordonnées normales » du systéme
x(t) = Acos(ogt + @) &)
y(t) =Bcos(ogt +Vy) (6)
On note aussi que le terme de couplage ( produit xy)a disparu de
I’expression de U et des équations du mouvement. (
11)

" )
go=-—0 ; tgy=- L
MoXo 0oYo

12) enposant y =y — @ = déphasage de y(t) par rapporta x(t)
et en éliminant le temps entre (5) et (6), on obtient :

2 2
X y Xy .2 5 . ' , .
4L _-—-2—cosy=sIn ui est I’équation d’une ellipse
A2 12 AB Sy Y q q p
13) pour avoir :

a) une droite, il fautque y=0 (oumw) —» y=i—§-x

avec, par exemple, les conditions initiales :

x(0)=xo=A ; x(0)=0 {x(t)=xocosmot
y(O=yo=B ; y(0)=0 y(t)=yo cosagt

223
b) uncercle, il faut que y= i% et A=B

2 2.8 40 D 2 .
X“+y“=A“=B“ =R équation d’un cercle de rayon R = A
avec, par exemple, les conditions initiales :

x(0)=A=R ; x(0)=0 X(t)= Rcoswgt
y(0)=0 3 y(0)=xwegR y(t)= £ Rsinogt
oo(Qoo
EXERCICE 66
m% +ax +kx - Bli=0
1) L4 R .
d—t+R1+BZx=E(t)
2) Z=—2=R+jlo + : — L
AN +(mm_£) : ( k)
o+ mo-—
. ® ®
Z '
Remarque : On pourrait éventuellement tenir compte, dans les

equations et dans Z, , de la présence d’une capacité C dans le circuit .

3) enposant: w%:i R RO—B2€2

m 2m -

L’impédance motionnelle peut s’écrire : Zn=Rp+ jX
m

avec
oLk
Ry| —
R, 260

; Xp=

2. N2
P B il
28
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et R,zn + X,z,[1 =RoRp =» cercle de KENNELY
ImZ
A
bl ] . o
e N\
o=0 : 0)—(00 -
oco(oo
EXERCICE 67
2
) C =@§ - : =1 Q0
"X ’ 0 2CoXp
3 =205 5 cyl14- F = F0[1+-21)
Yo Ceg ¥ e R Q
v=0 wipliiy -
¢ T YR Co
v,
m¥ + ox + kx — —>q = f(t)
Xo
3)
1 Vo
Lg+R§g+—q-—x=0
A% R4 *+ 4

On a un couplage de type élastique

225

1
R =My
i J( ComJ

2
e S R2+(M-L]
CoO)

- J

2,

(4

5) dans les équations de 3) po.er que k=k;+ ky, (deux

ressorts en paralléle ), gl = 5. + A ( deux condensateurs en série )
Co C2 G
puis, selon I’analogie Force / Tension , établir la correspondance :
X = q g X = i ; m o= I ; o = Ry
1 1V, 1
1 2 Xo Cs

pour en déduire les équations différentielles électriques équivalentes :

dip . 1 1. .
Ly —+ Ryij + — |ij dt+ — |(@i; —i)dt = e(t
t+ Raig Cljl c, [G1 -t = e()

d
di 1 1

L—+ Ri+ — |idt+ — |(i—-i))dt = 0
dt C3 Il C2 '[(l ll)

etdela, le schéma :

Ly (m) Ry (o) L
oD
e(®) |(fit)) c, [Xo
I e 1§
i (%) i@Qq) X
I l
¢ (k) €
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EXERCICE 68

1 D 1 e )
1) L=5m Zun ¥ 'Z_K Z(un+1_un)
n=-—o n=-—o

2) mii, +K[2un ~Up-] —un+1]=0

) ualxy.t)=A, /Ot K2

avec k—ﬂ et X,=na
x n (

4) S’il n’y a pas d’atténuation d’amplitude : Ag=A;= - =A,

et en injectant 1’expression de u, dans I’équation différentielle, il vient :

o®) =201
m

. ka
sin —
2

relation de dispersion de la chaine monoatomique

5)
D¢ = 2 E
V m
étant sa fréquence
de coupure
>
k
6) ve=d—m=a --cosE
dk 2

227

_+ V‘p=-—

T

ha
2
7)  pour w=mc=2‘/5 soit k=2
m a
K ;
—  mais v.=0
m

(pas de propagation de I’énergie ). On a ainsi un filtre Passe-Bas.

oo(oo
EXERCICE 69
1) 1 u v
n ] n
1. l_>
K ' K a4~ K K
------ CWWQHWWQW.
M m; M mE M m
] 1
" maillen '

Lo ol ide 1
D Ta=gMIZ+Imig 5 Up=2K@a —ve1)? + 2Kty -vp)?

3 L= i(Tn"Un)

n=-oo

d’ot pour les atomes de la maille n :

{Mii,—1 + KQuy vy —vy1)=0 7

mv, + K@2vy, —u, —un.)=0
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z La chaine constitue un filtre puisque les vibrations de pulsations :
(2K—M(02)An -K(1+e)?)B, =0

(1) [35<m</2_1< ou o> |X
4) M m p

i 2
_ -jo +(2K-mo*)B, =0
K(1+e™" )Ay ( n ne peuvent s’y propager.

4 _ 2 L 2K2(1-cosq)=0 R
— % Mmo® -2KM +m)o ( jo(t==)

7) a) up(x,t)=Agel@tmP - ¢

1 1 4 .29 # _ 2a
—> m2(¢)=K{; t :2——Mmsm 2 :\ avec Xx=2na —p 9=0T-
N ) b) @ représente donc un déphasage correspondant au temps que
relation de dispersion de la chaine diatomique ( ‘ met la vibration pour atteindre une maille voisine :
: e i nille: =L+ P df
avec p étant la masse réduite de la m 3 M m At = o = v
5) pourun ¢ donné,ona 2 v alears e © : ¢) la fonction exponentielle étant de période 27 , il en découle que :
avec le signe + , la branche supérieure ou « optique » ©po(P) u(X,t0+T ) = u(x,t5) et u(xg+A,t) = u(x,,t)

ec le signe -, la branche inférieure ou « acoustique » g (o)
av gne -, 8) 2 (k) =K 1 + 1 2 4 ., "
6) courbe de dispersion 02(k) = L p_z i

u(x,t)=Aq e @tk

Les limites du graphe devenant alors : k =+ —23
a

9)  branche acoustique et k =0 —p ©=0
Le systéme d’équations (11) donne: B=A
Les atomes M et m subissent une translation de méme amplitude.

branche optique et k=0 —p @= K
V n

[0}
(I') donne : B=—MA
m

Les atomes de masses différentes oscillent en opposition de phase et
avec un rapport d’amplitude — % .



http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

www.biblio-

tifigue.comr

231

230
Dans ce cas, la position du centre de gravit¢ G d’une maille
(M, m) estdonnée par:

Mu, + mv, _
M+m

MA + mB @t-9) _g
M+m

Xg =
G est donc immobile.
branche acoustique et k= —p 0=, —
? = M
(1) —» B=0
Les atomes m restent fixes tandis que les atomes M oscillet# a
la pulsation o= 1’% et avec une amplitude A déterminée par les

conditions initiales du mouvement.

T 2K

Branche acoustique et k=— —p 0=. ==
2a m

() —» A=0
C’est la configuration inverse de la précédente, les atomes m
oscillent avec la pulsation m="2—1§— et une amplitude B tandis que
m

les atomes M restent immobiles.
ooQoo

EXERCICE 70

1) exprimer la longueur du segment £, en fonction de sa

longueur a al’équilibre et des déplacements up_y et up .

En considérant ensuite que les u,  sont petits,

utiliser ’approximation (1+ e)% = 1+ % pour en déduire que :

ra (“n "‘un-l)2

My=20,-
2a

2)

3)

4

5)

uj
uy
u3

N+1 N+l

dod a0 =3al, =3 laung ) (1 ""““)
n=1 n=]

L=lm L To 2

ym Yl - g ~up)

avec  ug= upy; =0 et l = (N+1)a

On en déduit les équations citées avec: h = To

ma
=J@-v2)h ; w,=+2h

;  ©3=y(2++2)h

1

= C| V2| cos(opt+yy)
(Dl 1
1
=C, _(; cos((o2t+\y2)
()

1

1
=G [- ‘/E] cos(@,t+y,)
()

oo0(Qoo
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EXERCICE 71
8 g5 0 -2
T 2 L To /Y, ., (e ,.u,,.,))
1) Un = % —2 (un —Up_1 ) (UU\ =7 K UV\ VI( t
T —
2) miin+—aQ—[ 2u ~u e ]—0
ma o +A =0
3) T -2 An + An+l n-1
0
k)= 2 B)— sinl(3 c'est la relation de dispersion
g BHE dma 2 (
dela corde plombée
TO
o =2,— étantsa fréquence de coupure
¢ ma
)X 2 3o Nm
VRS T LN

233

e) poser N =3 —— trois valeurs de k qui, introduites dans
o(k) donnent les trois pulsations propres précédemment trouvées a

I’exercice 70.

f) pour ®>w. ,le mouvement d’oscillation des autres masses

n’est pas possible, elles ne suivent pas le mouvement ou se déplacent trés
peu, surtout celles qui sont éloignées de la masse qu’on excite, car le
mouvement s’atténue trés fortement suivant x .

Le systeme joue le role d’un filtre mécanique « passe-bas ».

7 Passage d’un systéme discret a grand nombre de degrés de
liberté a un systéme continu :

La corde homogéne, de masse M , peut étre approximée par le
modele de la corde plombée en la supposant formée d’un trés grand
nombre de segments massifs, trés petits et trés rapprochés 1’'un de
Pautre: a << A
ka ma . . ka ka aTy
- = téspetit —p sin—=— _p o= ,/0
2 A TRk 22 ¥


http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

WWWw.biblio-SCi

234

Si ’on fait ’hypothése supplémentaire que les segments sont tous
identiques ( de longueur a et de masse m ), on peut définir la masse
linéique de cette corde homogéne par :

|~‘=M'=E —p o= I0—k=vq,k
{ a B

qui est la relation de dispersion de la corde continue :
Relation linéaire — non dispersive

oo(Qoo

EXERCICE 72

1) Si u(x,t) exprime le déplacement transversal d’un trés (
petit segment de la corde, I’application de la relation fondamentale
de la dynamique a ce dernier conduit & I’équation différentielle du
mouvement :

o%u 1 8%u
e =) connue sous le nom

ox2 v2 at?

" d'équation d'ondes "

T )
o v=|-2 est la vitesse de ’onde

p

2) Par définition, lors des vibrations stationnaires d’une corde, un point
de celle-ci effectuera des oscillations transversales dont 1’amplitude
maximale est indépendante de celle des autres points voisins et du temps.

Elle ne dépend que de sa position x le long de la corde et
des conditions initiales du mouvement : soit f(x) cette amplitude.

Si ’on suppose ces oscillations parfaitement harmoniques dans le
temps, on peut écrire pour ce point et, pour un mode ou une pulsation ©
donnée :

u(x,t)=f(x) cos(wt+¢) ( ondes stationnaires )
En injectant cette expression de u(x , t) dans I’équation précédente
0%t (x) 0?

" S T
dx2 v2

f(x)=0

Ifique.comr

- 2835
dont la solution sera de la forme : £ (x) = Asinkx + Bcosk x
en posant 2=k—ﬂ i signi

" =5 ce qui signifie que pour une corde homogéne

la relation de dispersion est linéaire : @ = k v

3) pour u(0,t) =u(l,t)=0 etun o (mode ) donné :

X nnv
—» B=0 et op =k, v= 7 ou n estun entier

_ Seules des oscillations de pulsations déterminées peuvent prendre
naissance dans une corde fixée a ses deux extrémités.

et un(x,t)=Ansin(knx)cos(m,,t+(pn)

4)  pour une corde homogeéne, un mouvement plus général s’écrira :

u(x,t) =3 Apsin(kyx) cos(op t + @)
n

5) sia t=0  u(x,0)=0 Vvx

—p u(x,t)=ZAnsin(knx)cosmnt
o
6) sideplus,a t =0 f(x)=asin(3Tnx)
—> Ap =0 Vn=z3 et Aj; =a
o a3 3nv
—p u(x,t)—asm(—?—x)cos( 7 t)
oco(Qoo
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Pour la plupart des exercices qui suivent, seules les expressions
relatives au systéme mécanique seront fournies de fagon explicite dans la

partie réponse.
Celles relatives aux circuits électriques analogues pourront étre
déduites en ayant recours au tableau de correspondance ( page 43).

Ainsi, pour ’analogie M /L , I'impédance électrique Z correspondante
sera obtenue en effectuant les remplacements :

mi--)Li; ki-)-(-:l—;lnzg-—)-(% 5 a — R
i

tandis que pour 1’analogie M / C , on aura I’admittance Y par les
permutations :

1
m; - Ci s ki—)? X [ L
i

EXERCICE 73

1)  systéme mécanique :
L=T—U=%m§<2 - —;—lo(z - mi+kx=0

2) circuit électrique :

di 1 1
L—+— |idt=0 avec i=q —» Lig+—=q=0
dt Cj‘l N 4 Cq

1
3 d’ou =x ; L=m ; —=k
) q C
| 11 >
t L= = Lats ==
€ 7t
4 (enm) x(t)=102cosv10 t (> T~198s)

(en C) q(t)=210"%¢c0s510°t (> T~125ms)

5)  ®oméca << Doélect En général, les circuits électriques
sont le siége d’oscillations beaucoup plus rapides que celles des systémes

mécaniques.

oco(Qoo

EXERCICE 74
SYSTEME 74 .1

1) systtme mécanique: mx + ax + kx = F(t)
2) circuits électriques :

a) analogie M/L L£+Ri 2 =
TR [idt=Ec)

enposant i=q —p Léi+Rc’1+%q=E(t)

d
c¥a Yol fvdt=10)

b) analogie M/C
d¢ R L

en posant u=.[vdt —> Cﬁ+I—l{—ﬁ+%u=I(t)

3) impédance d’entrée vitesse du systéme mécanique :

F(t) ' k
Ze=—== 0 +j(mo - —
e (0 J(mo e )
impédance d’entrée du circuit M/L :
E(t) 1
Ze = —= =R+ j(Lo - —
i) (Lo - =2

237
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SYSTEME 74.2

1) systéme mécanique :

{ml 1 + (o + ag)y + (kj+ ka)yy —a2¥) - kaoyz = F(1)
my §, + a3yy + kpys — a2y —kay; =0

2) circuits électriques analogues ( M/L et M/C ):

vi v2
L, ,
: R,
I(t) ] v
Cl C2
R,
777797777
3) impédance d’entrée vitesse du systtme mécanique :

Ze——=a +0y+ j|m

y1(®) ( sz
Qay + Jmym — —=
()

oo(Qoo

E 2
o)
F() o k1+k2 \ Jo
o

SYSTEME 74.3

1)

2)

<

.

systéme mécanique :

my; + (kg + ko + k3)y; - kpys - k3ys = F(t)
myy; + ays+ Koy - kay; - ays =0
ay3+kyyz - k3yy - ay; =0

circuits électriques :
a) analogieM /L

dll

L — p + —Ill dt + —-—-I(l] —ip)dt + ——-'[(11—13)dt =E(t)

di, ; : g e
Lz—d_t— & R(12"13) st aj‘(lz—ll)dt =0

o Iope. .
R(iz-ip) + aj‘(n;;—ll)dt =0

b) analogie M/C

I(t) L R
o !

239
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3) impédance d’entrée vitesse du systéme mécanique :
K 2
a2
2 jo_ ky
k Tk o
0} jo
Z=jm1(0+k1+lf2+k3 + = )
Jo 1(_3_ ’ k, a
a+ o+ jmow+—=—
o j k3
(< o+—
jo

SYSTEME 74 .4

) mi¥; + oy + (ky + kp)yy - kayz = F(@®
my¥§y + asyy + kays — kay; =0

2)
a)  analogie M/L:

di 1 1
1 " & o . N
LI'I'FRIII + C_l-[ll dt +E‘2‘I(11_12)dt b E(t)
di 1
2 . " § _
L, 3 + Ryi, + ———CZ I(lz— ij)dt =0

b)

241

[ (k1+
jjmo -

(0]

SYSTEME 74.5
1) { o Ittt kg)y - ay, - kyy, =0
m2y2 + ay2+ kzyz—- ayl—kzyl =5 F(t)

2
k
®

2)

2 _FO
AT

=a+

k

: 2
m,m- —=
J( 2 co]

oco(Qoo

k, )]+

k1+k

2

)
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k
4) pour co2 =02 = g SH
i
5
—» Z.=Zy =jmyQ =myQe 2 purement inductive

d’ou  yi(t) = Fo cos(Qt—n-—) enretard de = sur la
m,Q 2 2

force F(t) = FycosQt

%‘ B! 3&“’

BTC,

ki < > 0l =o? o N
m LG

I’'impédance vue a gauche des points A et B tend vers zéro,

1]

Pour 2 =Q% =

R et C, sont alors court-circuités et on aura :

la résistance R n’est traversée par aucun courant :
VA—VB=0 - iR=i2—i]=0 = i2=i1 A d )"2=$’1
k, ainsi que I’amortisseur ne jouent plus aucun role —» D=0

donc, en théorie, une dissipation d’énergie nulle (*) et les deux masses
vibrent en phase avec les mémes amplitudes.

(*) on a supposé, dés le début, tous les frottements représentés par le
seul amortisseur de coefficient o .

ocoQoo

5) ‘ UV

24
SYSTEME 74. 6 .

1) et 2 miy1 + oy + (ki + k3)y; - ksy, = F(p)
m2¥2 + 2¥3 + (ky +k3)yy - kay; = 0

2
b [k:;]
F(t '
Ze= () = a’l +J[mlw — k]+k3 e o

y1(® o 3
(03] +j[m2a) . 1(2;1(3)

F(t)
3 = YL
i y200

. k) +k
oy + j[mlm e G2 3} a2+j(m2m L kz;hJ
® o
k

=3
o

= j-

=~

4) pour la pulsation particuliére : o2 = Q2 = kg

Q k) +k Q
Zy = ql_&mg_ 1 3 .| 0o _k]

—

v 7 \

soit Zp =X+ jy= ,Z-rlej“’ avec ’ZT’ =4 X% + 2

et tg(p=§ d’ou  y,(t) = EO Fo

cos (Qt - @)
2N o)

L
m, L,C, impédance a
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droite des points A et B est nulle ( court-circuit ): Zypg = Z(Lz’Cz) =0

Le schéma devient :
R,

et les équations mécaniques :

yo + 92)’2 =0 —> ys(t)=Acos(Qt+vy)

asyy2 =k3(yr —y2) ce qui signifie que la force exercée par
k; sur my est exactement compensée par la force de frottement de
’amortisseur a, de sorte que pour m, on peut ignorer ( a cette
pulsation particuli¢re ) k3 et o pour ne considérer que ky d’ou un
mouvement harmonique non amorti de m, tandis que pour m; ona :

m;§; + oy + kiyp = FO - azy, = F()

c’est a dire un mouvement sinusoidal amorti forcé par :

F'(t) = F(t) — a,y, = FycosQt + ayQ Asin(Qt + y)
oo(Qoo

SYSTEME 74.7

miy; +ay; +ky - ayy; =0
1) 3 ] .
my¥y + ayy + kayy — ayy = F()

2
2) Ze=F(t)=a+J(m2°"—)— -
2(t) a+j(mo - —)
[a + j(mo - E'—)}[Gﬁj(mzm - k_z)w
g o B | ) sl P
T o o

245
4) pour 0 =0%-= k—]
1
k ky, i%

> Zr=j(ma s = (im0 - ~2) e 2
impédance purement inductive — pas de dissipation d’énergie

o L F(t F,

d’ou yi(t) = Z() = g cos(Qt-—E)

T moQ2 — 2 2
Q
5)
L
LA g
E(t)
i I i Il
1 R E @
B
C, L
Pour la pulsation particuliére v = Q2 = Ky o’ =02-_1_
m; LiC

Ce schéma devient :

L,

— O,

i@

'_'lc

les deux points A et B sont court-circuités par I'impédance nulle
de Ll et Cl :
Vo= VB =R(ij-i3) =0 — jj=iy —p y =7y,
les deux masses m; et m, vibrent avec la méme vitesse et

l’?,mortisseur ne joue plus son réle (D =0 ), les deux masses sont comme
découplées a cette pulsation particuliére.

2

L
[
I

oco(Qoo
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m,§, +a,3, +(k; +k,)y; —k,y, =0
292+ 0¥, koY, —kyy, = F(Y)
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0.2+ J(mzm— P

. 2 i
4)  pour la pulsation particuliére : ol=0%2=-1

2y
+ m29+T—

d’ou la vitesse a la sortie :

avec lZT|=" X2 +Y2 et

circuit analogue M/L :

247
1

Pour o?= (o L. Ce circuit se raméne 3 :
Llcl

Et I’on peut tirer

des conclusions similaires !
a celles faites pour le X I )=
i
1

systéme 6 .

L

oco(oo
EXERCICE 75
1)  Systtme mécanique (figl) Circuit électrique ( fig 2 )

+ ) 1
{ m%; +ax; +k(x, -x,)=F(@t) | L1d +Rg @ -a2)=E(@)
m,X, +k(x,-x,)=0 5 1
2%+ K(¥=%y) L24, *c@2-q)=0

2) La comparaison des équations montre que les deux systémes sont
€quivalents avec les correspondances :
1
* 4> R ; Ft)ep» E®)

‘ k ’ 1
3) Si 0= m—2=gméca _—> = rzc =Qélect
L, et C forment alors un circuit «bouchon » d’impédance
infinie —p i, =0— pas de courant dans L,—» pas de dissipation

d’énergie par R tandis que la portion de circuit Ly et C sera le

siége d’oscillations électriques sinusoidales de pulsation Q bt

Par analogie —p X, =0—p m, immobile et pas de dissipation
d’énergie par ’amortisseur o, tandis que m, effectue des oscillations
« libres » non amorties de pulsation Qm —
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4) Le systéme mécanique de la figure 3
différe de celui de la figure 1 par la force
F(t) dont le point d’application est sur

m, aulieude m, . Ly

Il n’est donc pas équivalent au R

circuit de la figure 2 mais au circuit

ci-contre .

5) L’équivalent mécanique au circuit de la figure 4 est:

F(t) o
m, IR m;

PP 77777777777 7777777777777

oco(Qoo
EXERCICE 76

Premiére partie

1) ZAB ol Z122 + Z (Zl + Zz) ; il(t) 1 E(t)
Z+ ZZ ZAB
Z
i(t) = 2 E(t)
ZZ,+ Z(Z,+Z,)
2) Si Z,+7Z,=0 c’est a dire Z, et Z, purement inductives et

leurs expressions complexes conjuguées.

o oty L EAD
Zl
On a donc affaire & une source de courant délivrant un courant i
d’intensité invariable par rapport a la charge extérieure Z qu’on pourrait
y brancher a ses bornes C et D.

On peut toutefois moduler i en agissant sur la valeur
de Z,Z, ou E(t).

(indépendant de Z )

impédance
extérieure

(charge)

Deuxiéme partie
3) circuit analogue Force-Tension :

1 k
4 3 Zj+72,=0 —» Qzlecf— —> Q?néca=_1
LG 1
E(t
b) 1(t)=—-() — 5  x(t)=—2—sinQt

249
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EXERCICE 77 4)  circuit analogue M/ C :
m;¥1 +ay; +(ky +kp)y; —kayp =F(t)
1) myys +(ky +k3 +kg)ys —kay; —kzy; =0
m3y3 +k3y3 -k3y, =0
2)  circuit analogue M /L :
L, R L
. 1
E(t) C, Si 0?2=02= o 3 Ly et C, constitueront un court-circuit
iy 9 o @ T
e i) (impédance nulle ) et le nceud 2 sera au potentiel zéro ( v, =0 )soit:
1
I y2=0 Vt —3% m, immobile, etc ..
k : v -
i Sin?agla il Modad “iydoaet ’ | g
Py LgCy |
I(t) 1
La maille (III) constituée de L3 en paralléle avec C3 formera un H L3
]
circuit « bouchon » de sorte que i2 =0 ; soit y, =0: | ==
R G L v [Cs
v m, seraimmobile : Pour cette masse m, I’ensemble (mj,k3) 2 !
constitue un « atténuateur de vibrations ». 777757777 E
v m, effectuera des vibrations « libres » non amorties a sa pulsation
propre Q . ©0Qoo
v m, effectuera des oscillations amorties forcées a la méme . EXERCICE 78
pulsation Q .
mX +ax, + K, me X, =0
L3 ]) %1 axl T'l'T xl—axz—
C; " . g
= /111 m2x2+ax2+k2x2—axl=F(t)
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k 2 k)
F(t) . : o (_) ),
2) I =——=0a+ jim,0 - —=|- F(t [\ s
] v *2(t) J( 2 (’)J kl mg 4) Ze= () = 2 - jm __0_(0
—4— + 7— xl (t) I 0)3 = (02 ®
o+ jimo - a-jm
N ® ®
. . . . 2
3) circuit analogue Force-Tension : 5)  pour =0, > 7 - k  (purement dissipative )
(070
kq 0
Ly (m) 401 GO Lp (my) (2 (k2)
" o2F,
La vitesse a ’entrée sera : x,(t) = g 0 cos o)t
i (%)) T o
6) circuit analogue Force-Tension
me L (m) L (m)
| C ()
EXERCICE 79 e 11 R ()
| (F(t)) (x’) ol
(P mre ‘ o f—
% s ; 5k mg s 4C L3 C' __J c (Lng) 4C (E)
mX, +a X, + —4_+T X, —kx; =0 ‘ 4 / 7 4
2
F(t) mo . 2 _ 2 k m 2 2)2 .
) z -JFO _ma gk W e 00000
) Ip L K (0g - ©%) ’{ ® ko (“’0 )
partie réelle partie imaginaire ‘
( dissipative ) ( inductive )

2

3) Pour o =mg —> Z.= j-f— ( purement inductive )

0

o,k
La vitesse de sortie sera : 2(t) = ——sm ot


http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

254
EXERCICE 80
m; ¥ +ay; +(k; +ko)y; —kay2 =F(t) (1)
« (Mﬂnz)?z +koys ~kayy =0 (2
" L
2) circuit analogue M /L :
Li(m) R(a) Lj (my)

= (=)
- 2 1
k,
. kl+k2 [0
3) _Ze=a + ) ml(n— - (M ) k2
—+m, jo——=
®
i i
2 .2 ky 2 1
pour o = @) =z < > Q=71
PRk cfta+3)

Le 2°™€ terme tend vers I'co , le 1 terme devient négligeable
devant celui-ciet Z, —

y
pod $10=T2 50 — y9=LL 50
7. jo

—> m, immobile.

et (1) —» ( résultante des forces sur m, )=F{t)+ k2y2 =0

255
Quant a la masse m, , il faut se reporter 4 I’équation (2) précédente :

avec y, =0 —» 'yz+(o(2)y2=0

. M o
—> Y,(H=A sin(w,t + @) Q
Mouvement harmonique k,
«libre » pour M et m, a la
m, F(t)
. K 1 iliggd

pulsation propre ©( = a Sk ¥

?"sz ] ¥2

Remarque : ne pas utiliser la relation entre ¥y et ¥, qui méne a une
indétermination du type o x 0 .

On peut aussi noter sur le circuit que la maille II constituera
cette fréquence @, un «circuit bouchon » d’impédance Z Ap infinie

il=0 —» §=0 —> m, immobile .

4) circuit analogue M/C :

I(t)
(F)))
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A la pulsation o, ,le nceud (1) est court-circuité par la branche de

L'2 ‘_C_J_ et C' d’on v1—>0
2

—» yl=o —> yl=0
Lamasse m, sera 1
Lz C2

immobile. C’
Quant au schéma électrique, il se [ (kp) (mj) 2 (7)
réduit a celui ci-contre : , /

777707777

Siége d’oscillations électriques

libres non amorties  la pulsation ®, .

5) Si leur comportement est similaire 4 la pulsation @, les deux circuits
analogues M /L et M / C sont structurellement différents :
pour la réalisation du 1% il faut disposer de 3 bobines et de 2

condensateurs alors que pour le 2™ c’est I'inverse ; de plus la valeur
numérique de ®, n’est pas forcément la méme pour les deux circuits.

oco(Qoo
EXERCICE 81
! m, g, +a 9, +(k +k,)y; ~k,y, =F(t) 1)
m,§, +K,¥, —kyy, =0 )

2) avec F(t)=F, el®t yi(t)=A; el et A: A, el?

k, +k k
[a+ j(mlm--l——lﬂ Al + ji=2 A =F, ()
W (0]
k k
2 At r
kAT (mzm—-ﬁ-} A, =0 (4)
—» A= Ky A ®)
2 2

Fo

ou AI =
ki +k
1 2 '

a+j(m1m—

k3
o (m20)2 -kjy)o

257

3) de (5) —» les deux masses oscilleront en phase pour des

pulsations ® > J k,/m, .

(le rapport d’amplitude étant dans ce cas réel et positif ).

4) impédance d’entrée vitesse :

k +k k2
Ze=—_F—(t)—=a + j|mo-— Ly 5
¥,V ©  (m0°-k)o
impédance de transfert vitesse :  Zt = 198
EEAON

5) circuit analogue M /L :
R(a) L)

......

_ kl +k2)(m20)—-l§—2—
@ ()

Il Ly
(m3)

A
—C2
k
E(t) . ( 22
(F®)
Cy (kp)
k
6) pour 0’=0?=-2
my
k, k, i~
Z —>o et ZT=j?§'='(—§'°2

purement inductive

)
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dot: 7,0 =102cos(Qt - T
k, =

donc en retard de —125 sur la force F(t)= FO cos Qt

’ - 2 ) k2 . 2 1
Pour la pulsation particuliere ©“ =Q° =—= | soit Q°=——,
oy LCs
I'impédance du circuit & droite des points A et B tend vers I’ oo ; on dit

que (L,,C,) constitue un circuit « bouchon ». Cela revient a un circuit
ouvert entre A et B : Ze ~oo et il =0 ; C2 n’est traversé que

par le courant i, d’ou le nouveau schéma du circuit :

R(a) Lj(my)

:J:C2 II Ly
(ka) (m3)

Donc pour cette pulsation particuliére, la masse m, sera
pratiquement immobile (¥, =0 ) tandis que la masse m, vibre d’ un

mouvement libre non amorti et constitue ainsi un « atténuateur de
vibrations » pour m; .

Que m, reste immobile malgré Iexistence d’une force F(t)
appliquée sur elle n’est pas surprenant car, dans ce cas particulier ou
o= k, /m2 , la résultante des forces s’exer¢ant sur m, n’estpas F(t)
mais F(t) + la force du ressort k, , et cette somme est nulle puisque les
deux forces varient alors avec la méme fréquence et en opposition de

phase (selon I’équation (1) ou le résultat 6) ).

( 1 exercice 2°™° &preuve MARS 95 )

oco(Qoo

EXERCICE 82
Premiére partie
1)
\
k1 +k2 5 ' k_2
my ny
L = 0 & _ﬁ
ns s
. ﬁ v 2k3 2(k2 + k3)
. M M M

2) (ol2=[l—£)£ ks
m

2

Deuxiéme partie

(
mlyl + (k1 +k2)yl —k?_y3 =0

3) §{ myy,+ a,y,+ ksy, -k,y, =F(t)

4

| 7 V3t 0sY3 (g +Ky)ys —kyy, ~kyy, =0

[(k;)

259
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5) R <+—> 0, =

m, L.C

a cette fréquence, la branche (L,,C, ) parcourue par i, constituera
un court-circuit (Z=0) entre les points B et C.

Les trois points B, C et D se confondent ( méme potentiel ) et le
schéma électrique se simplifie :

C2 ne sera traversée e
par aucun courant : RV

13—1l=0 > Q=]
L, et L3 seront traversées
par des courants identiques.

; k
Conclusion, les masses 3
m, et M auront méme vitesse
s % . . m m F(t
(linéaire) y, =, ; e 1 12| FO
g i v |
Le ressort k2 n’emmagasine ¥ k, Y, a,

pas d’énergie, il se translate
simplement au cours du

mouvement et se comporte comme un fil inextensible .

oo(Qoo
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EXERCICE 83
1) pulsations propres du systéme : a)lz = L : m% = =
m m
Pour la recherche des modes propres, posons :
X, =X +X, et X, =X, =X,

(X, et X, étant les coordonnées normales du systéme )

— X, ()= ¢ cos(ot+y,) et X, = C, cos(w,t + v,)

X +X C C
x, ()= 1 3 2 —Zl-cos(mlt +y) o+ ——22— cos(@,t +V5)
Xi =X C C
x2(t) ] = 2= .El.cos(mlt + \y‘) - —52—cos(m2t + \uz)
L 1 mode 28" mode
2)
mX, +0xX, + 2kx, —kx, = F(t) (1))
a)
m, + 2kx, —kx; =0 @)

(5)2
B Zemai|(mo-2K]- 20l |o X4 Y = 7|
o k
(mco—2—)

(O]

[ "
avec lZe| = X2 + Y2 et tg ¢ = —)E
¢) Sionpose F(t)=F, /@t et on ne retient que la partie réelle :

. FO) _ B jot-e oy By b
de x,(t)=—7-= e —> x(t)= cos(ot —¢)
Tz A

(4
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¢ étant le déphasage de la vitesse par rapport a la force .

. k ; 2k
de (2) —» xz(t)=m () (pour o # 0)0=\/; )

Leur rapport étant réel , selon le signe de celui-ci , les vitesses

< . : 2k : ole
X, et X, seront soit en phase ( pour o < Tn—) soit en opposition de

phase ( pour co>],—2n—l:-).

d) circuit analogue M /L :

(k2)
=

e) des expressions de X, (t) etde Z, ,onnote quesi ® prend la
valeur (oo=‘/§ , ,Z '—-)oo » x>0 » (m1 immobile )
m [

Pour )'{2 , ’expression précédente donne une indétermination .

11 faut noter que :
v si m, et la poulie sont immobiles alors m, constitue un
systéme a un degré de liberté .
v X=0 -» X, = cons tan te qu’on peut prendre égale a zéro et
en revenant a I’équation (2) :

mii2+2kx2=0 —p x2(t)=Bcos(coot+<p)

263
Pour ’amplitude B de X,(t) ,on

peut remarquer que si m, et la poulie sont

. k
immobiles, il y aura une extrémité du ressort k0

qui sera fixe, sa déformation sera représentée par le
déplacement X, uniquement . La force transmise

a m, par le ressort k0 seradonc F'(t) = koxz(t)
Or, m; immobile —p résultante des forces appliquées nulle,

soit : F(t)+k0x2(t)=0 V t  ( résultat conformea (1) )
—» x(t)= - l:(—Ocoscoot = Eko—cos(motﬂt)

Foog .
0 0smcoot=

dol  Xy(t)= :

Foog n
1 cos( gt — —2-)

E
) pour 0z, , de Xl(t)=ﬁcos(mt—¢) , X, serait en phase
€

avec F(t)=Focosc)t si ¢=0 —p tg¢=%=

d’ou : col2 = L] et o)=—
m m
g)  cesont les pulsations propres du systéme libre non amorti .
Or, a chacune de ces pulsations correspond un mode propre de vibration :
v pour o, , (le ressort k, ne jouant pas le role d’ élément de

couplage ) X, esten phase avec X, donc avec la force F(t).

Y pour o, , X, est en opposition de phase avec X, donc avec la
force également .
On peut vérifier que ces deux pulsations correspondent & un

Z|=a=|Z (réel) —p amplitudes d’oscillation
ARLEIA

maximales ( résonance ) ; alors que ©, correspond a une antirésonance .
co(Qoo
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IV . COMPLEMENT D’EXERCICES DIVERS

EXERCICE 84
F0 0. = £
1) a) x(t)= T( 1- cosm,t) avec 0"\

b) x(t)= E:-)—(mot —sin (oot)
0

K -at a .
c) x(t)=———0——[e — cos@,t +%;smmot}

m(m(2)+a2)
d)
R o 2 g o
x(t)=———0——2 sinflot+p ) - (——2—cos B + sin” B)? sm(m0t+\y)
m(o)(z)—m ) o

O
avec tgy = ;O—th

2) Lecasde F(t)=F,cosot peut étre déduit du résultat d) en posant

F
B=E: x(t)=———°——2—(cosmt—cosc00t ) pour @ #
2 m((o(z) -®
F
3) m=——-29%— ~ 20 kg
g _ 2
A(c A ] Ax( i
4) Pour o=0, et les mémes bty .
conditions initiales la solution —{?\/ —>
de I’équation différentielle du b \/ \
mouvement sera : e b
FO . Eh
x(t) = t sinogt
® e 0

oo(Qoo
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EXERCICE 85
1 " 2. —0 _ g _ |k
) X +ojx; =0 —p xl(t)——k—cosmot avec o) = Vi

ou x,(t) estcomptée a partir du niveau N, correspondant 4 la
position d’équilibre qu’occuperait la masse M suspendue seule au
ressort.

2) On suppose cette fois les deux masses suspendues ensemble au
ressort. On écarte alors ce systéme de X, par rapport a sa position
d’équilibre N, et on le lache sans vitesse initiale. Il se met a osciller
librement et au bout d’un temps t, on coupe la tige reliant les deux

masses. La masse M poursuit, seule, des oscillations régies par
I’équation :

X +co(2)x2 =0 —» x(t) =Cy sin[mo(t—to)ﬂuz]

2 2
Q
2 _*0~2.:.2 mg
avec C2 = —2X0 sin Qoto +(X0 cosQot0 +TJ
®
0
mg
cosQ t,. + —
=Y —OsinQ t ’ ° BA
0°0
O

X,(t) et t ayant mémes origines qu’a la premiére question.

oo(oo
EXERCICE 86

1)  qt)=CE(1— ¢ fo/(R+DC

oscillations sinusoidales non amorties

)cosmpt
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2) les conditions initiales étant les mémes dans les deux cas :
(0} -t /rC

qt)= -2 CE(1-¢ ©

O

) e sin(w, t+y)

oscillations sinusoidales amorties

1 R } 2 2 a
avec QO-J_ —2 4= 0 5

oo0(oo

EXERCICE 87
1) D~06 ; T ~3l5ms_

2) x(t) ~ 2e 595t co5( 19,903t + 98,3.1073 )

(en cm)
oo0(oo
EXERCICE 88
p< TleEH \/Z ~ 87.1073
t g
oo0(Qoo

EXERCICE 89

(0] (0] 47[2—D2 avec o =J—£
£ = T0Y 4x? 4 D2 © Vm

(4n? + D?)
= 2 JF
1 4nkD

N

A(o, )=A,,

oo(Qoo
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EXERCICE 90

2
A ® 2
n=—MAX ___0 z£[1+P——Jz Q(I+—1—Jz Q =157

A(0) 26 o, D 42 4Q2
oc0(o0o
EXERCICE 91
C~50 pF R ~158 Q
oo(Qoo

EXERCIE 92

i} @9 8Q2

oo(Qoo
EXERCICE 93

1)  S’ily arésonance de tension 2 la capacité, elle se produit pour

2

o = 0)3 ~28* , on peut donc écrire :

[0}
mg—282>0 —> o) >28% et avec Q=2—§
il vient: Q> 1/ V2 ane pas confondre avec la condition pour que

des oscillations libres puissent exister ( Q > 1/2 ).

2) La résonance de courant se produisant pour o =0, ,

ondoitavoir: Q > 5.

oo(oo
EXERCICE 94

| (o)
1)  Pour RLC série: Q =—2 avec § =—
1 2 1
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L(Do
—> Ql =V et (00 ~ 15700 rd/s

2) La valeur de cette fréquence ne dépend pas du branchement des
éléments R, L et C et dans les deux cas : o, =41/LC

Par contre, lorsque R, L et C sonten paralléle, on aura :

_% 3. = 1

QZ_E e %7 %re
R 1

- Q2=RC‘”0=_1%=Q_1

3)  conclusion : La valeur du facteur de qualité Q s’inverse quand
on change la fagon de brancher les éléments R, L et C .

Le facteur de qualité Q, d’uncircuit RL C série croit lorsque R
décroit, pour améliorer sa sélectivité il faut donc réduire sa résistance R .

oo(oo

EXERCICE 95
X(t)=-ao(sinot + 2sin2ot)

—p X ~ 273 a0 ~ 136,5 m/s

MAX
oo(Qoo
EXERCICE 96 "
'2 II2
bege 10 510 rd/s
3 2
oo(oo
EXERCICE 97
a) résonance pour X(t) lorsque : 0=0,=v 00"
" r ., _ o' - o’ — 2_ 2
b) ensupposant o > ' : S—W et (oa—"u)o )

oo(Qoo
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EXERCICE 98
o ~479 rd/s : 0, ® 52,1 rd/s
T - 158
B 0y-0
oo(oo
EXERCICE 99
Deux valeurs possibles: f =18 Hz et f = 26 Hz
oo(oo
EXERCICE 100
) Q =YaMax . 5
Eg
2)  C ~3555pF et fo ~ 2985 kHz
3) Af ~15kHz ; fy ~291kHz ; f, = 306 kHz
4) si f=fyxA'f ~ 298514 kHz
Iy(@)
—» o=2nf= o, Ao —» I =20 log -—Q—(.;—— ~-25dB
00

( ne pas confondre ce A’f avec labande passante Af a - 3dB )

5) <p>=%RIg = 33,7 mW

o0(Qoo
EXERCICE 101

2
- 1,45
1) D > o4

; 20 0 J 1
Ry -
(0g-0") tgo



http://www.biblio-scientifique.blogspot.com

wg entifique.co

270
2) Wp= maoA? ~ 611070 ) = - W,

ou Wf est le travail résistant, sur une période, de la force de
frottement f= - a x

3) <P>=%am2A2 ~ 243 mW

X

conforme au résultat précédent: <P > = TF
k

4) Ily arésonance de puissance pour ©g = 1’ —
m

F2
et <P> = <Po,)> = ﬁ ~ 47,5 mW

o0(Qo0o
EXERCICE 102
a)  ressorts en paralléle : }

-> -5 - ‘

F=F+F, —» -kx=-kx-k,x —» k=k +k;

b)  ressorts en série :

indication : écrire, pour les points d’attache entre les deux ressorts

ainsi qu’entre le deuxiéme ressort et la masse, le principe de 1’action et
- -

de la réaction F, =-F, et utiliser pour le ressort k, la formule

donnée par I’exercice (103 ) qui suit .

g1 1
k k k,
c) en dehors du point d’attache qui différe, ce cas est identique au
premier: k = k +k, .
oo(oo
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EXERCICE 103

Ecrire pour chaque cas que : F=-k A/ =—k(€—f0)
1
et U= Ek(AZ)z - %k(f -£,)®  ( loi de HOOKE )

Puis exprimer £ en fonction de / 0> Xa € Xp en comptant
algébriquement x A €t Xg - On doit trouver pour les 4 cas de figures
possibles : Al = xp - x,

o0(o0o
EXERCICE 104

_1 04, Y 202
1) U(S)_Z':k2+(l+£1£3J kl R“8

03 = 22+ 98K

2) o

o0(o0o

EXERCICE 105
Le mouvement de translation du piston est donné par:

x(t)=-Reosot + ¥ £2 -R2sin2 0t

oco(Qoo
‘EXERCICE 106
J
) T,=2n /L0
Mga
2) Calculer, pour chaque cas, la distance OG = a en considérant

cette distance comme I’abscisse du centre de gravité¢ G du corps sur un
axe porté par la direction OG . Appliquer ensuite la formule ci-dessus en
faisant éventuellement appel au théoréme de HUYGENS sur les moments
d’inertie .

oco0(Qoo
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EXERCICE 107

1) L) = Ze + X cos®t avec o = \/-r—l;_-

ol < £0+2'l‘:3 2ty

biblio-scié

oo(Qoo
EXERCICE 108
X X
_—
T —T2
oo(oo
EXERCICE 109
To =2 3nR
8g
o0(o0o
EXERCICE 110
R e = 35
2) 0, =
2R(R a) (n- 2)R
oo(oo
EXERCICE 111
T (On-16)R
8g
oo0(Qoo
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EXERCICE 112

1) Dans une situation d’équilibre stable, le centre de gravité G du corps
occupera une position en dessous de 0 et sur la verticale passant par 00°.

Le corps étant immobile dans yne telle position, associons a celui-ci
unrepére oxy telquel’axe oy soit vertical et orienté vers le haut :

xg =0  (pour raison de symétrie)
—» G
Yo = 0G ==b
Le corps étant homogeéne et ¢’épaisseur constante, on peut définir
une masse surfacique A ( en kg/m2 ) de sorte que :

S S’ S
avec S = S'—s—1tR2x1n'2—1t(R2 2)
2
M'=}\~S’=;\~RR2=—-—L——2—M
(R?-1?)
2
m=?»s=7»n:r2,= ——r——z—M
(R?-r1?)

M’ et S’ sontlamasse etla ‘suface du disque plein initial
m et s lamasse et surface dy petit disque correspondant  la cavité

Pour le calcul de yg ,on écrira ( voir 1.RAPPEL ):
HS ydm HS ykdxdy

ﬂs M

= — HS’—s yAdxdy = 2y [HS' yAdxdy — Hs ykdxdy]

_%( [l v dxdy)———-( Hyldxdy)

La premiére quantité entre parenthéses étant nulle car elle
correspond 2 la position du centry de gravité 0 du disque plein initial
alors que la deuxiéme est égale & a car elle exprime la position du
centre de gravité 0’ de la masse nanquante ( trou ), d’ou :
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b m r oa

yG = - = - — = - —2—5—

36 (R -1")
2) Pour le calcul du moment d’inertie nous considérerons
successivement plusieurs axes passant par 0, 0°, G ou .P , tous
perpendiculaires au plan de la figure. Si d =d( x,y) est la distance de

I'élément dm = A dxdy a1’axe considéré, il vient :
#

g %M’RZ = [fg 4% dm = [[, d% ndxdy

2 2 = i
=”Sd Adxdy + Hsd A dxdy Jio + o
Or, d’apres le théoréme d’HUYGENS :
1

Jlo = Jjo + ma? = —;—mr2 + ma’= Em(r2 + 2a2)
dou J J j : A
O = —_ J = —_—
/o /o /o 2 (R2 _ r2 )
et, encore une fois, selon le théoréme d’HUYGENS, on écrit :

2
Jjo =Jjg +Mb2  — ], =1, - Mb

[R4 - r2(r? +2a2 )]

3) Pour le moment d’inertie du corps par rapport a 1’axe instantané
de rotation ( passant par le point de contact P avec le sol ):

Jjp =J/g + M(R-b)?  soit:

2
2MaRr
e M [p¢_ 22 +22%) |+ MR? - 2R
(R -r*) (R?-r?)
Dans le cas particulieroi r = a = %— ona:
29 2
J/p = —MR
P T

Le concept d’axe instantané de rotation consiste, dans lt_: cas ou le
déplacement du corps est de trés faible amplitude, a4 assimiler son
mouvement combiné ( roulement sans glissement = rotation de 9
autour de G et translation de G ) & une simple rotation $ autour d’un
ixe passant par le point P de contact avec le sol .

275
T ='%~J/p §% dabisi =-Mgbcos9 » %MgRS2

—pp §+a)(2)9=0 avec TO=H=n’—29R
- g

oc0(o0o
EXERCICE 113
T0=27|: 3_@__1.)
2g
oo(oo
EXERCICE 114
9+%¥3 =(
0% +4nh

Si R > h,onpeutécrire: § + m%S:O avec mg =m
0?2 4412
C’est I’équation différentielle des petites oscillations autour de la
position d’équilibre ( stable ) .

Si R < h, Iéquilibre est instable, pas d’oscillations .

o0(Q0o

EXERCICE 115

1) fe;t fo et —E—<<l

—% mouvement oscillatoire de période : To =2n m\fe
kd.-2o)

2) Si / L =/ o0 ——» mouvement non linéaire, car dans l¢

développement de U(x), le terme en x* doit étre retenu .

oo(oo
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EXERCICE 116

277

Cette derniére étant définie a une constante prés, dépendant de la

référence choisie, il n’y a pas d’anomalie a ce que sa valeur soit

différente de celle donnée précédemment si cette référence est mal
choisie.

of o A,
0=V md(f-d)

Le principe de conservation de I’énergie totale du systéme n’est en

00000 tout cas pas en défaut.
Ainsi, pour que I’énergie totale du systéme ait méme valeur, avant
EXERCICE 117 et pendant les oscillations, il suffit de prendre la référence pour 1’énergie
X
_ |8 potentielle de pesanteur & un niveau situé a 0. 78 au dessous du
Omax = C 2
niveau initial du plateau.
ooQoo

oo(oo

EXERCICE 118 EXERCICE 120

Fyax = M+m)g + ke = 60 N 1)  Le module de la force de pression du corps sur la planche est :

1))
Fyy = M+m)g — ke ~ 40 N F(t)=m(g+ co?cosot)
%) ey M:kmi ~ 8 om AF(Q)
m(g+cm2) et el Sl o el T
00000 mg E-_--_-----_-_-
EXERCICE 119 m(g_cmZ).- __; ................
1) %+oox=0 —P>  x(t)=Csin(@ot+y) t,
o T
_ mg 2k sy 208l
C——‘k— 1+ mg s smy 2hk 2) °M]N=%“‘ 8’1 cm
1+ — ®
mg
2 2 2
K 1 3.3 mg 3) c¢=-L 2h {1~ 3035 em
= f— . = — = + 'y
g \/; . E 2m(o0C mgh 2k 02 2
2) Avant les oscillations, 1’énergie totale du systtme consistait

uniquement en une énergie potentielle de pesanteur.
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EXERCICE 121

v=_£_ € ~ 963 km/h
2n \ d

oo(oo

-

EXERCICE 122

1 m).2 1. - k
L=—[M+—|x“ - —kx —> O, =
3
T,  6M 300

o0(o0o

EXERCICE 123

) T =2n ,1“_,, 0,14 s
ki

Fiuax = m(g+o;V) ~ 8435.10° N > F

klk2 k k1
£ e 1 = [— < O = |—
2) avec k i %, <k —» o 1 1/

oo0(o0o

279
EXERCICE 124
1)  alatempérature ordinaire (25°C) I’eau est liquide.

Le mouvement est une translation de la masse totale du liquide ( figh).

L = %Mﬁsz - Mgf (1-cos9) = -;-M£292 - %Mgfsz

— T(25°C)=2RE

2)  aune température inférieure & 0 °C, I’eau gele et devient de la
glace solidaire du récipient. Le mouvement est une translation + une
rotation de la masse totale de ’eau ( figc).

En appliquant le théoréme d’HUYGENS , on peut écrire :

i~ -;-[ -52-MR2 + Méz)sz - %Mgfsz

2 2
—» T(0°C)=2n Z_R_'i
sgf

d’oi une augmentation de période lorsque 1’eau géle :

5 1) N 2R? > 1
T(25°C) 5 42
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EXERCICE 125
-’
2
=4ga ~ 0,40
g Ty
oo(oo

EXERCICE 126

Pour I’équation du mouvement de la planche, on trouve :

X zu—hdg. x =0
-1/
—_— ; 3 (n-1)¢
— oscillations harmoniques de période : T = 2= e
' neg

oo(oo

EXERCICE 127

1)  Appelons A I’axe de la poulie supérieure et B celui de la poulie
inférieure et soient x, X, et x, les déplacements respectifs de m,

de A etde B:
v onsuppose A ﬁxe,> B mobile —» x=2x,

v onsuppose B fixe; A mobile —» x=2x,
Un mouvement général sera la somme de ces mouvements
particuliers ( principe de superposition ) : x = 2 (X, +X,)
Et, du principe de I’action et de la réaction appliqué entre A et B:

k k
—»> klxl=k2x2 —» xl=——2—x et x2=—1—x
2 (kl +k2) 2(k1 + k2)

X, et x, étant dépendants de x , le systéme est & un degré de

liberté : on peut prendre x pour coordonnée généralisée qui suffit alors
a déterminer la position du systéme de fagon univoque.
1 .o

k. k
2) L=—mx SR i SURR
2 8(k, +k,)

iIfique.co
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3) 0)0 = —le
4m(k1 + k2)

B keboile
40k, +ky)

oco(oo
v

EXERCICE 128

2 s )
1) ka“n — mgR=0 ou 7 estl’angle représentant I’allongement
du ressort a I’équilibre statique.

2) L= l(M+m)R292 _La2g2
2( 2 2

3) pour t<5 T0 et avec I’origine 2 la position d’équilibre du systéme,
verticale passant par 0 :

3(t) = C cosoyt avec o2 =

4)  bilan des forces et moments agissant

-> - -

surm: P+T=my % mg-T=mR§ —» ng—TR=mR2§

sur M : —ka2(9+r|)+TR= 18 = 1—\24—R2§

—> ng—mR2§=%R2§+ ka2(9+n)

M 2§ 2
ou (?+mJR 9 + ka“9 + (kazn—ng) =0
0

condition d'éqilibre
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soit (_1;1 " m)R2§ +ka28=0

5) '
a) pour t25T, —» 3(t)=(C + n)coswy(t—5Ty) - n

2
' 2n MR
avec Tp = — =21 < T
07 wp 2ka?

b)  les nouvelles oscillations du systéme ( cylindre sans la masse m )
se font autour de la position de neutralité du ressort correspondant a :
8=-1.

c)
AS AY
+C t ,
-n ‘\/’/\‘ \1'/\\/']\\//\‘\/3"\1'/\'11 H/\ A >
VLV \/ \/
-(C+27) |-
oo(oo

EXERCICE 129
1) L= maz(l —cos 9)92 + mga(l-cos9)

s« sinY .o g .
b —39° - =sin8 =0
—»  (1-cos9)9 + 5 a
2) i +ofu=0 > u(t)=Csin(oyt+y)
2 4a
avec T0=——n-= Tl
@
3) C=1 ; W-_-g —» u(t)=cosmot

ifique.corr

283

Selon cette coordonnée généralisée u , le mouvement de m est
harmonique.

Pour 0<9<2n: u(t)=coso)0t=cos§ —» J(t)= ‘/gt
a

4) s(t)=4a(1—u)=4a(1-—cosmot)
s étant la coordonnée généralisée exprimant la longueur de I’arc
de cycloide comptée a partir de Porigine (x=0 ).

Si origine des s(t) est prise au point le plus bas de la trajectoire,
position d’équilibre statique :

L’équation du mouvement devient s(t) = 4acos (mot +m)

Le mouvement de m est ¢galement harmonique pour la coordonnée
généralisée s .

oo(Qoo

EXERCICE 130

s(0)

La coordonnée généralisée u(t) a la dimension d’un volume ;
ce qui implique que la force généralisée Q(t) qui s’appliquerait au
systeme en régime forcé aurait la dimension d’une pression.

v
_1 o pidX Rikk 1 1 2
e Ofs(X) ng( +s(€)]“

‘
X |.. 1 1 d
1 ("Tm] i CoRr o

1 1
" g(__+_]
0 14
m(z)~= sg) s (£)
f
s(X)

0

3) oui, en posant s (X) = constante .

oo0(oo
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EXERCICE 131

1)

Soient (x,y) et (X,Y) les déplacements horizontaux et

verticaux, respectivement de 0, etde M, dans un plan perpendiculaire
a celui de la figure.

On peut montrer que :

2

X
= —— Yﬁ——X 5 N —
a Y= h

Donc qu’une seule coordonnée généralisée suffit pour étudier ce

systéme : par exemple X.

2)

4. i hf
Apres approximations : T, = 27 _a_g

oo(oo

EXERCICE 132

1)

v kxjo- (my+my+m3)g = 0 (équilibre stable)

avec Xjo un allongement préalable du ressort k; .

v m3gR —mygr =20

( équilibre indifférent )

cette deuxiéme relation entraine, dans notre cas m, = 2mj .

2)

3)

4)

X, — X X,— X
gkl | 2 Rty 1 L -
9 = " = R —> x4—3xl 2x2

3 e 1 .2 1 .2 ..
Li= Emlxl + E(2ml+m2)x2 + Em3x3 - 2m1x1x2

1 2 R S
- 5(}\] +9k,)x{ — 2k, x5 — Ek2x3

+ 6k2xlx2 + 3k2x1x3 - 2k2x2x3

3mX, -2mX, + (k, +9k,)x, = 6k, x, — 3k,x; =0
(2m1 + mz)ii2 - 2mliil + 4k2x2 - 6k2x1 + 2k2x3 =0
m3ii3 + 1<2x3 - 3k2xl + 2k2x2 =0

oo(Qoo

EXERCICE 133

1)  L’accélération du wagon étant X = — 0% X
sa valeur maximale est > X,=a (w(z) - @? ) = 0,28 m/ s2

et 'amplitude maximale de ses vibrations :

2 2
=a(a)o—(o) . 3
0 9 ~
®
_ 1 : -2 1. 2
2) avec x =x-X —» L=—-m(x - X)"-—-kx
2 L 2 T
dou: % + 02x = 02X cos ot
g r 0%r 0
etenposant x (t)= a'el®t = ei(0t+e)
= m2X0
onretrouve lerésultat ¢=0 e a =a = ———
2 2
0;— o

285

oo(Qoo
EXERCICE 134

1)  coordonnées généralisées = coordonnées polaires
q, =r (distance) g q, = 9 (angle)
de dw =Fydx + Fydy = Q,dr + Qgd$

On en déduit les composantes de la force généralisée Q :

{Q1 =Qr = Fxcoss + FysinS

( dimension d'une force )

Q,=Qq = F rcos$ —F rsin$ (dimension d'un moment )

On notera que si Q; n’apas la dimension d’une force ;

le produit Q, q; atoujours la dimension d’une énergie (V i).

.—-)

_)
2)  de larelation donnant la force généralisée Q : Qi =F %—
i
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9
—F il =F_cos8 + F sin9
Qr- i ' €O .
— i
—? a—r—F rcos$ — F rsind
Q\‘)- "898 Y X
1 i : 2
= 3
il i (rsmS i ) forme quadratique des
3) 1 ¢ o vitesses généralisées g,
&= = Z o.. (q.)qiq.
D= Y 71 ]
1)

g | Y : . R
@, = osin 3 @, =0, = arsin2§ ; 05, = ar‘cos”9

4) D=loz(i2 + r292) qui a la dimension d’une puissance
2
4 oD 2
d’ou : fr=—g——ar
1 oD oD ;
= -(-—)=-—+%= -ard
B O =0
oo(Qoo

EXERCICE 135

. 1
1) L=lm22+ljsz—lkzz——osz—clzzs
2 2 2

mZ+kz+c¢p9=0

<P %
J8+08 +c¢pz=0

2) w4—( ]2+m%)a)2 +m12m%(1—1“2)=0
N & r2
) flmat=0® — =

_J_r
" m 2

4)  Dans le cas on a)12=co%=02

Les pulsations propres du systéme seront : le, 2=(1FT )92

B, K .
etona —=-./—  pourle premier mode propre :
Ay (o4

z(t) = A sin(Q;t + Vi)

8®)=- % Aysin@t + yy)
B,

et —== ‘/ k pour le deuxiéme mode propre :
A2 C

z(t)= A, sin(Q,t + vr)

S(t) = JEAz sin(ta + \Vz)

L’énergie totale E = T+U dy systéme s’écrit :

E = lm22 + lkz2 + lJ\"}z + —1-092 + ¢,9z
2 2 2 2 i
—_— —_——

E E,
translation rotation d'échange

et <E> = <Et> + <Er> + <Eé>

287

€n supposant que le systéme oscille selon un mode propre donné,

d’amplitudes maximales de vibration AetB:

~ Ty a2 clan? | 1
<Et>—2kA ,<Er>—2oB ,<Eé>—2cl
d’o le rapport :
2 2
o2 . <E. > T
<Et ><Er> kc

relation de définition du coefficient de couplage .

, AB

oco(oo
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EXERCICE 136
1) kx= k1 cos? 91 + k2 cos? 92 + k3 cos? 93
2) kg = kysin®8 + kysin®9) + kysin’9,
3) il suffit de remarquer que chaque situation est un cas particulier du
précédent avec :
soit x#0 , y=0 Vit soit x=0, y#0 Vt
—» ky ou k =k, —» kyy ou ky= ky,
kyy = kyx = kyy = 0 kyy = kyx = kyx = 0
oo(oo

EXERCICE 137

Puisque le but est de rechercher deux équations électriques
régissant un certain circuit, comme premiére coordonnée généralisée,
nous porterons notre choix sur le courant i et-garderons I’équation (2)
qui, de toute évidence, exprime la loi de KIRCHOFF pour une maille
comportant les quatre éléments E, R, L et C en série ( nous penserons

pour elle & une analogie Force / Tension ) .Reste le terme B/ x qui,
comme les autres, doit é&tre homogene & une tension.

Convenons de lenoter v=Bf% (comme ddp 2 un certain nceud )
et choisissons le comme deuxiéme coordonnée généralisée pour le
systém( :
L-d—1 + Ri + ) (3)
dt C

Comme c’est I’équation ( 1 ) qui doit régir les variations de ce
paramétre, arrangeons nous pour 1’y faire apparaitre tout en remédiant au
manque de symétrie entre les deux équations .

ﬁa+v=Em

=1 pour diviser ensuite le tout par B/ :

. B/
Multiplions ( 1 ar
plions (1) p: 57

m |dv a k )
[5232)5 : [BWJV * [Bzez) Jrae=i @

En identifiant avec une équation qui exprime la loi des
neeuds de KIRCHOFF et en pensant au cas d’une analogie Force / Courant,
on peut écrire :

289
’9y—+—l—v+—'Ivdt=
dt R’
avec les correspondances :
202 2p2
v=Bflx ; C= < ; 'EB( : L’EB[
B2/? a k

différant de celles du tableau par le facteur B2/ .

En faisant la synthése des équations (3 ) et (4 ) on déduit le
schéma électrique équivalent au systéme :

Et)

oo(Qoo

EXERCICE 138

1)

ay B=0 ; F=0 pas de flux variable —p pas de courant
b) B=0 ; F=0 idem

c) B=z0 ; F=0 pas de courant i

( a2 moins que la bobine soit en mouvement de vibration libre )

d) B0 ; F=#0 il y a un courant i car il y a variation du
ﬂuxdeg.

mX + ax + kx — iBf = F(t)
§ L%+Ri+%ﬁm+B€i=0
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" 2 92
Zaf0)_ .,  RB/
x(1) ’ 2
R2+(Lm——]
Co
- )
B2/2|Lp-_L
( k] [“’ Co
+ j[[mo-—| -
o 2
R2+@m—JJ
Co
L ]
3)

puissance moyenne électrique utilisée ( effet Joule dansR ):
RB2¢2 F}
LY, SR et |z
Co

<P > =<P >=1
u R 2

puissance moyenne dissipée par frottement visqueux ( air ) :

puiss?nce moyenne mécanique fournie par la force excitatrice F ® :
<Pp> = <Pg> + <P >

<P >
u

d’ol pour le rendement du systéme  r =
< PF >

4) si la pulsation de la force F(t) prend la valevr o, =‘f é .

On aura un rendement théorique maximal égala:
1

wax = g <1
1+ )
B/

oo(Qoo
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EXERCICE 139

1 | .
L= 5(M+m+u)Y2+ mRoYsinot - -;—kY2+
1)
+ mRg cosot + %(m+p)R2m2

L dépend explicitement du temps t .

2
2) ) Y+ 2Bty o bt o
M+m+p
avec 8=; et (1)2=——k_
2(M+m+p) O M+m+p

On peut considérer le systéme comme un oscillateur 3 un degré de
liberté amorti forcé mais avec la différence ici que I’intensité de la force
est fonction de o :

) =mRo’ = F (o)

)

———— cos(ot+T
M+m+p ( )

3) Ainsiide Y+ 25Y+ ng =

—>  Y(t) = A(o)cos(at+m+¢@)

2
avec  A(o) = i :
(M+m+p)[(m§-m2)2 + 482(02]}5
2
-280 mo
tgo= ;O = (o > a,)
0
- i Py mRm(z)
[ = o )=
MAX r 2(M+m+p)do,
oco(oo
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EXERCICE 140

Premiére partie ($=Q=0)
1) U@)= Ug+ Upy =%k(s'—s)2 ~ mg(s'—s)cosp
condition d’équilibre statique :
g =0 — ks'—mgcosp=0 d’ou U(s)=lks2
35 ls=0 2

s’ étant la déformation du ressort & ’équilibre statique, sous I’effet
du seul poids de la masse m .

Deuxiéme partie (3=Q=#0)

2)  Coordonnées sphériques de m dans le repére Galiléen 0XYZ:

= rsinBcos 9 r=r,+s
r,9 et P i als ‘ i
= rsinBsind avec { B = constante
' oinict = rcosf 9= Q = constante

, L S b a2 ]
son énergie cinétique est : T=Em[ §% + (ry+ $)“Q*sin“ B
1 [.2 22 .. 2 ]__1_ 2
—*L=-2—m $ +(r0+s)QsmB 2ks
iy 20: 2 _ 3. .9
et m§ + (k- mQsin“f)s =m Q rosmB

avee K=k-mQ%sin?p ; K'=mQ?sin’p

et F.= K'ry = constante (composante force centrifuge )
cette équation s’écrit: ~ mS + Ks = F¢

si K> 0 ou Q < AL [k ( condition d’oscillations )

sinf V m

293
le mouvement de m sera
celui d’un oscillateur de pulsation
propre :
o .= |E
0 m
3) telle qu’obtenue, I’expression
du Lagrangien permet de penser
qu’on peut faire I’hypothése qu’en
plus des deux potentiels Ut

( pesanteur ) et U, (élasticité ) ,

le systtme est placé dans un

potentiel supplémentaire dit « centrifuge » ( df a la rotation ) :
U,(s)= - %K’rz =- %K'(r0+ s)?

de sorte que son énergie potentielle totale dans le référentiel non
inertiel 0A s’écrive :

U'(s) = Up+ Uy + Uy

%k(s'— 5)? - %K'(ro*' s)>~ mg(s'~ s)cosp

=~;—(k—K' )s2 - K'ros + cons tan te

4) En absence d’oscillations de m le long de la tige 0A
( mais avec une rotation uniforme de cette derniére ), il s’établit un

« équilibre dynamique » c’est a dire que la masse occupe une nouvelle
position s’ telle que :

'

=0 condition d’équilibre dynamique
08 | g=g"

—» (k-K')s" - K'r0 =0
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%, T 0% ,
5)  cet équilibre est stable si : EST >0 —» k-K'>0

8=8
qui est la condition d’oscillations précédemment établie.

6) Avec, dans le repére non Galiléen 0A: T’ = —21-m §2

17 cf sy o 2
t L'=T-U= —ms$“- —(k-K')s* + K'r. s
e > 2( ) 0

on retrouve la méme équation différentielle et , de 14 :
\ s(t)= s"(l - cosmot)

7) les oscillations se font autour de cette position d’équilibre
dynamique s = s” avec une amplitude maximale égale 3 s” .

8)  siun frottement de type visqueux existe tel que supposé :
2 F, C 8 _ &

| - s .
D==as® et S+ 208 +ojs =— avec =—
2 m 2m

" Do =81
—> s(t)=s"]1-—e¢ sm(coat+\|/)
®

a

o

M s S iy 0p - 8

" FC

9) Pour t >>T: s(t) —p s =

En absence d’une perturbation d’une autre nature, la masse m finit
par s’immobiliser a la position d’équilibre dynamique s .

N.B : dans un repére non Galiléen quelconque ( autre que rotation
uniforme ) le probléme serait moins simple [1].

oo0(oo
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EXERCICE 141
1) si iy est le courant total % l/
traversant le cadre en présence ? fi
- -
de B, laloide LAPLACE (oule [dF:l. -
théoréme de MAXWELL ) donne : AN
\_—: -
M. = nBabi; = ¢i, b B AB
avec @ = nBab = constante . JZ \A_)
i
(ayant la dimension d’un flux ) ' dF
lorsque le cadre est en mouvement, ¢
en plus du courant imposé i, il se '/I
créé une fe.m :
d¢ : ; .
e=—I=—nBab9=—(p9 (loide LENZ)
2) De ce fait, le cadre sera également traversé par un courant induit

€ Q. R . ahos .
E = - E 8 tendant 2 freiner le mouvement qui lui a donné naissance

S e . :
et : lt=l°+i=l°_§8

— couple électromagnétique M, = ¢iy = ¢(ip- gé)

M, = @i, (couple élect moteur )
ou (pz .
M= - B (couple élect de freinage)

3)  aces couples il faudra ajouter, pour obtenir le moment résultant, le
couple de rappel du fil de torsion M;=-c 9 ainsiquele couple de
frottement visqueux de Pair M¢ = -B8 d’ou, par application de la
relation fondamentale de la dynamique :
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2
-(ﬁ+%)9 - o8 + giy= I8

soit §+289+m%9=—}£i0

de solution générale :  9(t) = Sh(t) + Sp(t)

p

avec 0= R et m(2)=
2]

i
J
4) péquilibre statique corresponda: $=0 et 9= 9 = constan te
(pi0—090=0 ou 90=$i0
(o4
5)  Lasolution particuliére s’identifie & la position d’équilibre :

SP(t) = SO = cons tan te

apreés d’éventuelles oscillations, le cadre s’immobilisera & cette position
9 d’ou la valeur i, .

6) Le type de mouvement du cadre dépendra de I’importance relative du
facteur d’amortissement & ( voir rappel de cours ) donc
essentiellement de la valeur de R que ’on ajustera pour obtenir le
mouvement désiré ( on choisit, en pratique, un mouvement pseudo-
périodique a la limite du régime critique 8 ~ ¢ ), les autres paramétres

étant difficilement modifiables une fois I’appareil construit.

oo(Qoo
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EXERCICE 142

of = 35K b oagy K
2 ml ml
1)
0f = 3445 k 261 X
2 m m,

2)  Larésonance se produit pour les pulsations propres o, et o, du
systéme ; I’anti-résonance se produira pour la pulsation :

- g B RE
e [E-]5.

3)
3m2
L(Tr)r
C %) L|(m,)
. ] . |
T i @sy 2 (RQ E(t)
|| ” | (2k,acosot)

j
Cy (k) 942— (4k,)

;W_J
C (k)

On peut retrouver les pulsations propres du systéme a partir du
schéma du circuit électrique équivalent en considérant qu’elles
correspondent 4 la résonance ( i, trés élevé ) donc a des impédances
a gauche du générateur tendant vers zéro ( court-circuit ) .

De méme, la pulsation d’anti-résonance correspond a la situation ou
la maille I constitue un  « circuit bouchon» ( i, >0 ) pour le
générateur .
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4)  Si le bati subit des vibrations parasites de pulsation @ do.nnee‘,
on pourrait en atténuer les conséquences sur le cylindre en associant a

299
EXERCICE 144

mliil + klxl = k1X2 =0

g s
celui-ci un pendule simple de pulsation propre 0, = o = 7 1) maXs + (kyj + k) x5 - kyx; - kox3 =0
m35i3 + k2X3 = k2X2 =0
oo(oo
2) 0? = ﬁ ;  ol= k—z
EXERCICE 143 1 wo 2 H,
" X1+ (k; +kp)x; —koxy =F(t) m, m m,m
1) mX; +ax; + (k] +ky)xg aveo 1L o —u d My
my¥y +a Xy +koxy —kix; =0 i S o sy
4 2 2 2):2 2
{ x,(t) ~ 0,133cos(10t-2,018) ) Q- (‘”1 + o, )Q + (1‘ r )“’1 0y =0
2)
~ 0,47 cos(10t+0,335)
xp(®) = 047 cos( , o2+ o 40202 )
_ s 49 Q2 = I+ )1- —12 (.12
3 de Ze=—2oXujy=]z |el® » 7491610 (0] + ©3)
3T 5)

1T e
—> X,(t) et xi(t)= _]_(D X(t) puis X,(t) et x5(t) a) Pourlecasdela mole’pule Co, :

0 m =m;=m et k., =k, =k
o0(oo

M, 2 3 2

1
m+ m2

d’o les pulsations propres lez =(1¥T0) 0?  avec r=-4

2
2.9 2.2
I'o o
b) Q?xoe|1-_ 91 Q2~ 2|1+ -
1 2 D 2 2 1 2 2

M.
6)  sachant que m, = 7‘

ou M. est la masse atomique de 1’élément considéré et

N =6,02.10%  Ie nombre d’AvoGADRO : T'~ 0,203
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7
k, = 580 N/m
pour la molécule HCN
k, ~ 1800 N/m

et k ~36N/m ou 46 N/m pour la molécule CO,

selon la valeur Q; !
8) Les valeurs numériques de Q, et Q, ne fournissent pas un

résultat unique pour les valeurs de ® et de k.
i Pexpérience des mesures de Q, et Q, ne peut étre mise en

doute [6 ] 3 [8 ] , il reste que le modele choisi pour CO, , par exemple,

doit comporter des hypothéses erronées.

Nous avons supposé au début que les atomes d’oxygene
n’interagissent pas entre eux et que la liaison ( raideur k) était de
méme intensité dans CO que dans la molécule CO, , ce qui est

incorrect .

D’une fagon générale, lorsqu’il s’agit de molécules ou d’atomes,
une analyse plus fine ne peut se faire par une modélisation classique du
systéme, D’intervention de la mécanique quantique est nécessaire , le
probléme dépasse alors le cadre de cet ouvrage.

oo0(o0o

EXERCICE 145

ml2§, + (K€% + mgl )9, - K£?9, =0

1) N
mf28, + (KL% + mgl )9, - K{¢%29,=0
2) onpose: Bl=91+92 et [32:82—91
2K
—>  ef=f i ed=ge

301
3)

Les deux pendules oscilleront en phase avec la méme amplitude C1

et la méme pulsation o, : le ressort ne joue aucun rdle dans ce
mouvement.

9 1
s, =G| y cos(@,t+ y,)
(0)

.Les deux pendules oscilleront en opposition de phase a la méme
amplitude maximale C, et pulsation o, .

d ,- ; A )
Y m—-(£8;)+ -“-25- [€8, dt+ K [(£8; - £8,)dt = F(t)

d \:s . ! 3
m—(£93)+ i“;j’fsz dt+ K [(£8, - £8,)dt=0

dip 1 1. .
pEL 4 E;jxl dt + Ef(“ - ip)dt = E(t)

dip 1 . 1. .
LT‘""E"J‘lzdt +-(-:—I(12—11)dt=0
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7) et 8)

91 1 i

3, =¢|1 cos(; t+ y, ) !

]

o : i

! !

Pour m=ml=‘/% “—> m=ml=1’LLC,

L’impédance de I’ensemble
( L ensérie avec C’ ) s’annule.
le générateur est ainsi @

les pendules P, et P, oscillent en opposition de phase, le pendule
central P2 ne bougeant pas .

=I5
-
o

court-circuité ; ce qui peut détruire ip )
le systéme. ‘1'
]
]
( K g K \ X : E
;4_? e 0 S, = C,;|-2 cos(wy t+ y,) -:
S 1 1
5) AR B S . Y — 4 3o, |
m m / m
0 _K 5+ g . P, et P, oscillent en phase pendant que P, oscille en
L m m /{ ) opposition de phase par rapport 4 eux avec une amplitude double .
9) pour n=0
2 .. 2 2 L
» LB iy 5b e, 0?8, K m£? 8o+ (K2 + mgl)8, - KL 8, = LF(t)
£ { m { m

et pour n#0

m €28, + (2K0% + mgl) 9, - K029, - K29 ;=0
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lation de di : On peut dire qu’un ensemble fini fermé sur cette impédance

i e caractéristique Z_  se comportera comme s’il était infini, puisqu’on sera
2 g K .2 en présence d’une onde progressive seule. Et, sachant qu’une partie réelle

ol 7 * 4r_n- s ¢ est équivalente A une résistance pour une impédance électrique et a un

amortisseur pour une impédance mécanique, le syst¢tme de N pendules

Le systéme constitue un filtre identiques devra se terminer sur un amortisseur de coefficient de valeur

passe-bande pour des oscillations

sinusoidales. ® o=z = ,/ Z:+227,
=
( pour g = 0, on retrouve la 0 g K 8
relation de dispersion de la chaine 7 m  /

avec Zl=j(—n—l—(2—lg—) et Zz=£

monoatomique de ’exercice 68 ) 2 20 o

12) )

peemmmmmmmmmemmmme——---- oco0(Qo0o

by 1/ L 2C"

: 2 2 ! .

o rgd SE— EXERCICE 146
v : —' T’ : v (
n| | In T n+l1 1| Vn+l
C ' Y ..
1 J: """""""""""""""" Tiite 91+{£+§]31_£92=0
my Z my
1
wee == 2 ZC'Em—tg i1 GBs ) il & g K
2 2 2 92+ T 32——91=0
L my Z my
13) zc=l&=Y_n+_l=,/ Zi+2 22y
In  ln4l
impédance caractéristique (ou itérative )
T 1 1 2) a) Bl et B2 sont les coordonnées normales du systéme car
on  Z;= ( 5 T 2Ce ) et Z,= ]’&0' on obtient , avec elles, des équations différentielles découplées :
Z1 et Z2 &tant imaginaires, une étude du signe de Zz permet de ( ‘31 " % B =0
constater que, dans I’intervalle de la bande passante, Z. est réelle donc ‘ B,()=B, cos(o,t+ 9,)
purement dissipative de 1’énergie qui la traverse. By + [ % + E} By =0 B, (t) =B, cos(w,t+ ®,)
n
L
g g K
) ' 2= 0y
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9 (1) m 1 m
: = ——'——90 cosat + “280 m, |cosa,t
Sz(l) m, + m, 1 m; + m, o
g
¢) Les e)éressions de 8:(t) et 9,(t) peuvent se réécrire :
Ty

W, +0
1 2t

t cos

-+

»

m, —m 0, —O O, +0®
1 2sin 2 ltsin 1 2t
m, + m, 2

9, = 90[ cos

+

2ml .
—— —39, sin
m, + m,

0)2 W, +

()
8, = Bl 1

-0, .
t sin
2

C’est un phénomeéne de battements de période :

2n_4n |/

Tg =————
. 0y — O r g

E0 2 2
3) <E > = —— > | my+mj+ 2mlm2 cos(a)2 o)t
(m, + m,)

2m1m2

zE T
(m, + m,)

E0 [l—cos(a)z—ml)t ]

1 2
avec Etotale = E) ~ 3 m, g KSO = constan te

Ces expressions traduisent les variations de I’énergie sur une période
de battements . La moyenne est calculée sur une période d’oscillations
4n

(Dl+0)

. e 0, -0
b en faisant 1’approximation que le terme cos—2— L ¢

2

varie peu et en négligeant I’énergie stockée par le ressort car le couplage
est faible .

307
On note que G —  <E, >+ 0 "W ¢

( Minima non nuls )

4)  Le diagramme de FRESNEL permet de visualiser la superposition
des deux modes, de pulsation ©, et o, respectivement .
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EXERCICE 147
3k _k o _k )
m m m
1) L [ R . symeétrique non diagonale
m m m
Jk kX
\( 'y 'm m m )
2) L’équation caractéristique l L -o*T I =0 estdedegré3

en o2 , elle admet donc 3 racines , pulsations propres du systéme :

Bl k
Une racine simple 0312 =—
m

4k
Une racine double (dégénérée) (o% oft

k
3)  pour 0)12=; — o =B=1, (1)

4k ‘
pour 0)§3=—— —» 0o;+B;+7i=0 (2) i=2o0u3
» m
Les deux relations ayant une infinité de solutions possibles .

Les modes vérifiant la 2°™° relation correspondent a des

vibrations a la pulsation propre "ili avec des amplitudes telles que le
m

centre de gravité G du systéme reste immobile.

4) On peut prendre comme vecteur propre associé a la pulsation
propre o, :
1
-5
Vi=|1

309
Tout autre choix vérifiant aussi la relation (1) donnerait un vecteur

_)
propre également associé a ®, etcolinéairea V; .

Quant a la relation (2 ) , on peut, par exemple, choisir comme

2% vecteur propre associé 4 la pulsation propre o, = 1/& .
m
1
—’
Vo=| 0
-1

Il est utile de remarquer au passage que, vu la symétrie du systéme,
au moins deux autres choix indiscernables de celui considéré ici , sont
possibles ; il s’agitde (0,1, -1) et (1,-1,0).

Comme 3% yecteur propre associé a la pulsation propre

_ |4k R
0y = = (la méme ), on pourra prendre :

Ce demi§r mode représente des oscillations qui se font en phase et &
la méme amplitude pour 2 masses mais avec une amplitude double et en

opposition de phase pour la 3%M€ masse .

-> -
en écrivant leurs produits scalaires V; .V; onnote que :

- - -
v V) estorthogonala V, eta Vj

- -
v V2 et V3

(L symétrique )

sont linéairement indépendants

mais non orthogonaux
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- -
5)  On peut refaire le choix de sorte que: Uz =V, + aVj

- -
avec Uj; orthogonal a U2 ; ontrouve alors a = —% et :

W W=

-
Uz =| -

W [

e e S -

6) On peut vérifier que U=V, , U=V, et Uy sont
mutuellement orthogonaux et vecteurs propres de £  mais qu’ils ne

-—’
sont pas unitaires, pour qu’ils le soient ( | U, | =1 ) il suffit de

- 5 5
prendre pour vecteur respectif u= U,/ I U, | pour obtenir :

1 1 ol i
> ¥ < e L9
u =|—-= u, = 0 U, =| ——=
15|75 2 : 35776

iy s A0

N W 3

> > -

Ces trois nouveaux vecteurs U, u, et u, constituent alors

une base orthonormée ( de vecteurs propres de £ ) qui peut servir pour

_)
exprimer tout autre vecteur ( mode propre ) ou solution générale S :

5> o o5 o - - -
S= X+ X+ X3 = Ci(H)u; + Cy(uy + C3(t)u3

_)
avec Ci (t) composantede S dans la base des vecteurs propres

ou « coordonnée normale » du systéme .

311

(L 1 1)
V32 e
1 2
P=|l—= 0 -=
NE) N3
A N
5B OE)
oo0(oo
EXERCICE 148
Premiére partie
k k; +k
1) m(%l:__l 7)) ma, =15 %2
Ml ) b2 M2

_ 1 9 1 Joi 201
3) L= FMIX{ + S Maxs - Eklxl -5k +k2)x3 + kyx;x,

{ Mlil +k1X] —k1X2 =0

My%j + (kg +kp)x,y —kix; =0

2 of+ob, 0d +0d, )’
= 02
D e S 2 - 03103 —p20d;)

deuxiéme partie
5 { M;%, +kixg -k1x,5 =F(t)
Max; + (kg +kp)x5 —kyx; =0

ou F(t) estla composante, suivant x , de la force centrifuge.
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6)

7)  Si m est une partie de M; , excentrée 4 une distance R de I’axe

de rotation,ona F(t) = - mR o?cosot =- Focoswt et:

x,(t)=A,(w)cosot =

mRmz((o(z)2 —mz)
cos ot

PR R T S L . SR B
Ml[“’ = (0 + 0gy)0” + oy (0 = p “’01)]

x2(t) = Az(m) cosot =

mRmzmz‘;1 _
= cosot
4 2 2, 2 2 g2 2.2
M, [“’ ~ (0g; +0g)0” + 0g; (0 — P "301)]
8) Les amplitudes de vibration A; et A, augmentent
dangereusement pour le systéme non amorti a ses pulsations propres ©;
et o).
. ki +k
9) Ilya antirésonance pour A; lorsque: o= @ = lM 2
2

danscecas Aj(wgy)= Apn =0

313

. De cette expression de A, on peut conclure que, pour R donné,
on doit minimiser m ( bon usinage du volant et centrage de son axe )
et doter le systtme de k; >k, ( suspension adéquate ) avec M 2 >M;
( chassis massif’) .

10) L’antirésonancede A, se produita la vitesse o, telle que :

2. ol T8 iepe 0 6 / kik,
Opr = \/0301(002—9 0y1) =, |0
MM,

mRm(zn

M3 203, - @3 + o) |

danscecas AN = Ajr(og) =

11)  On aura antirésonance simultanée pour A, et Ay si 0y =0

kk
—» p2=_Kik2 - > i< 1
(ky +k3) 4
12)  la réalisation de la condition précédente implique deux valeurs
possibles pour k; :

K = (1-2p2) £ y/1-4p2 L
= 2

2p2

2 125 1 i
avec p” =_—=— et pour avoir la plus petite valeur de A,y qy , il

750 6
faudra choisir k; ~ 3,732 k, ~ 298,5 kN/m .

13)
o) ~ 48,86 rd/s (467 tr/mn)

Ogr = Og2 ~ 22,46 rd/s (215 tr/mn )
01~ 953 rd/s oy~ 5293 rd/s

AomiN ® 12,610 m (négligeable )
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EXERCICE 149
2) 0<IC=<1

ay I'=0 couplage trés faible (Cy>> C)

—® équivalent 4 un court-circuit entre A et B (v A~ Vg=0)
— 2 mailles RLC indépendantes .

b) I'»1 couplage trés fort (C0 = 0)

— équivalent a un circuit « ouvert » entre A et B
— une seule maille ( 2R , 2L , % ) ; il faut ramener 1’étude
du probléme a son début .
Vi+28V; +0f V=0
3)
V2+ 28V2 + &)%V2= 0
On note que ces deux nouvelles équations différentielles
sont découplées.

©, et o, étant les pulsations propres du circuit.

1
of =wd= L
0
En supposant I’amortissement faible :

Vi(t) = Aj e cos(agt + yy)
V2(t) = Az e™®! cos(wgat + y5)

' A, Ay, ypety,

[

_ 2 2

o \/ 0 - 3

et
_ 2 2
®,,= ,, o5 - )

Sile point D est 4 la masse ( potentiel zéro )

les pseudo — pulsations

1 1
V1=V1+V2=ECI1+E‘-12

représentera le potentiel au point E : V, = v

1 E

Sic’est le point B qui est a la masse, on aura :

Vo= ve oo L L. 1
2=V2 Vl—EQ2“EQ1—‘C— ‘*Ocu‘——‘h

_Eoal b gl T Co Co C
—F(E;J.(IZ"II)‘“J=_C"VO=_(VA‘VB)=F0VA

V2 est donc égal, au facteur %

4)  Avec les conditions initiales citées et dans la mesure ou :

d<<o; et §<<a,

Vi(t) » U, e_mcosa)lt (mode 1)

Va()= - U e"atcosmzt (mode 2)

,asal c |.2 _(1+T
Lc ° wz—(l+2C—Jm0—(l_r

étant des constantes d’intégration

prés, au potentiel du point A
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ﬁvl(t)

S
.
~ .,
Sao
a,

Si <<l — o1=0) et 0~ (1+T) o
vi(t) = (Uo e“Stcos%mot)cos(l + %)a)ot
d’ou
-8t . .
LR vy (t) = (UO e tsm%mot)sm(l + %)(Dot
6)  Leur période d’oscillation est :
Vi- Vo  Up _st
5) vl(t)=_l_i_£=—2—e [cosm1t+cosm2t] _— 4n A 1 ﬂ_ 1 1
€ o +w, 1+4L o, 14+L 0
Vi + V. U 5t : ¥ 2 0 5
vy (t) o YAYD e _‘le_ [coscolt - COS(th]
2 2 et la période de battements :
i ,— O, 0+ 0,
soit  vq(t) = [er 8t cos 3 t]cos 2 t Ty = _27t_z l2£= 1 To - ou ._l_= £ 1
0y — O r (OT)) r TB T2 Tl
-8t .. ®,— O . 0+ 0, t 2 2
v2(t) = [er B t]sm - —» I'= s = 4TB Tosc ~ 2T05c
; 0)12 + m% 4T1§ P 2TB = Tosc
ce qui exprime un phénoméne de battements amortis.
o0(Q0o
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EXERCICE 150 | a(m2m1 _ 1] a(mzml _ 1)
(v} o
m X, + X + k;x; - ax, = F(t) avec Z =X+jY= - = + | — 5
1) b : E i =0 1+ 271 _ 1 1+ 271 _ 1
m,X, + ax, + 2%y~ aX, = 5 i
F(t . k a2
2) Ze='()=a+_]mlm——l— lel
x](t) ; @ g k2 m,o i
a+Jm2m—; a[ZI—l] o "
a
et 'Z ,= : - o —
(7 2 -\/-2- :
X o™ !
3) avec © == m—' 1+ —=2 -1 5
@ 2a m,
. k, o o
o+ jimy0 - —=
etenposant W = i — Z —a(l 1) 2)
P @ e w s
st ky . |
4) en particularisant le probléme au cas —2_ =] (unités SI) i
ao ]
1 i
et aprés avoir tracé les graphes demandés, il vient : ::
? V2 F, '
Y
m2=2—a r \
af _____ % m, Ey e <.
2 : \ " f
] ]
= : %,2C=;;L 2a m,
. 1 ! my =oo0 1 1
mz‘a n) T o o *’x
12 6) et 7)
i k1 k2
Y : o+ jmo - L o+ jlmyo - -2
* m3 =o o ®
Zp= -a
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Y 4 A
my =
Hed
et pour 0 =0, : <+ Zr
Z.=j(m,0, —a
purement inductive :/ —»
X
- e
8)

m3

9) Lamassecritiqueest m,. =

10)  pour cette valeur de m, , on aurait une vitesse infinie, ce qui est
impossible.
Le modele théorique choisi suppose notamment que la force de

frottement de type visqueux est proportionnelle a la vitesse, ce qui n’est
en réalité valable que pour les faibles vitesses.

321

La force de frottement visqueux peut étre considérée comme une
certaine fonction de la vitesse, de développement au voisinage de zéro :

f(v)y = —av + sz + yv3 + ...

Pour les petites vitesses, les termes d’ordre > 2 sont négligés,
c’est ce qui a été fait implicitement dans le calcul qui a précédé .

Aux vitesses plus élevées, on pourrait tenter un calcul tenant

compte des termes suivants tels que Bv2 ce qui menerait a des
équations non linéaires plus difficiles a résoudre sans oublier que le
procédé est incorrect puisque le développement , comme cela est précisé,
n’est valable qu’au voisinage de v=0.

De plus, les forces de frottement et leur travail résistant peuvent
devenir si importants que 1’énergie dissipée sous forme de chaleur
nécessitera l’intervention de la mécanique des fluides et de la
thermodynamique, le probléme cessant alors d’étre purement mécanique.

En conclusion, lorsqu’on utilise un modéle de calcul, il faut garder
en vue que celui-ci est limité a son champ d’applicabilité.

oo(oo
EXERCICE 151
1) ’
a) pour chaque intervalle de rang n correspondant a :

n% <t< (n+l)% <t avec n= 1,2,3... et t, le temps d’arrét

I’équation différentielle du mouvement est :
mi + kx = f(t) = (-1)" f
dont la solution respective s’écrit :

x(t) = (<D™ y + [Xy - 2n+1)y |coswgt

f u mg ’
avec ‘Y=?0= gk >0 et 0)0 = 5
m
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b)  sil’on considére

+1o 0<t<% ﬁf(t)

f(t) = ot —t fo—y

-fo %<t<T

]
]

|
B |
5
sl
v

comme une force périodique
appliquée a la masse m , son =1

développement en série de
FOURIER donne :

® 4
ft = _Q_ 1 2 +1 t :
o p§o p+D)n Sn@P+Dogt - (voir rappel Maths )

d’ou la solution de I’équation différentielle du mouvement qui
s’exprimepour 0 <t < t, comme:

2
x(t) =" X(z) + (i—yj sin(ogt + ) - 200y t cosogt +
T

< sin(2p+1
—_— .y_ Z M avec tgw= nxo
m 2 PP+D2p+]) 3

2)  Lieux des amplitudes maximales d’oscillation (2 droites ) :
T 4y :
pour t= 2n3 : Xi(t)=- ?t + Xo enveloppe supérieure
4
pour t=(2n+l)%: Xs(t) = TYt - Xp

enveloppe inf érieure

—» Ax = xl(n+l)%J - x(n%) = — 2y =constante

323

3)  sil’on considére les positions d’amplitude maximale correspondant
a des instants multiples entiers de la demie période (t= n%) :

X@T)= Xy = Xpux et x(n1)=0

—> E@})=E,=U,=_kxi= %k(Xo— 2ny)?2

2
2
= 2k’y2 N 2kyXon + %kx%, (pparabole)

et AE,=En, - E,=4ky’n + 2ky? -2kyX, (droite)

C’est ’énergie que va perdre 1’oscillateur dans la demie période qui

suit ’instant t = n% considéré .

Ces AE  sont négatifs ( perte ) et de valeur absolue décroissante
puisqu’ils représentent le travail d’une force f, constante sur des

déplacements décroissant linéairement : AE = Wi

4)  pour tz%—b x({-)zy;to
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5)  l’arrét se produit
lorsque, la vitesse
du mobile s’annulant
( donc a un maximum
d’amplitude ), la force
de rappel du ressort
( la seule active )/s?a
en module plus faible
que la force de
frottement f, .

|x = ‘ sera donc
le 1  maximum
d’amplitude inférieure
ou égale a vy

fo

IX o | < Y = ?
sachant

qu’a chaque demie
période  I’amplitude
maximale diminue de
2y et soit N le

nombre de demies
périodes  complétes
du début du
mouvement jusqu’a
son arrét :

x(}q%): (Xo- 2Ny) < |xa | <y avec N =<

> taZ(

Www .biblio-scientifique.com

1,2 A
FK% g B
E, [--¥
Ey
E; .
»
R
o1 2 3 n<N
o 1 2 4
/"
AE, e
AE; |-
AEO -
vA%
t
_a
T
2

Po Y

Y

J3

oo(oo
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EXERCICE 152

1) T~028s

X %-2102 m

2) N=7 mouvements et %

3) distance parcourue = d =~ 223,8.10'3 m

—» W, = fo.d ~ - 0,109 J

4 AU=U;-U =W,=~-0]109]

oo(oo
EXERCICE 153

1) intervalle d’équilibre statique possible :
- 47mm < x < + 4,7mm

2) S w028%
9
3) t0z67ms ; X0=x(t0)z52mm

4) taz0,9s s xa=+4mm

N = 6 mouvements de % aprés le 1%° élan jusqu’a Xo:

52 mm ; 44 mm ;36 mm ; 28 mm ; 20 mm ; 12 mm ; 4 mm
Remargue : On ne peut décomposer le probléme en étapes de durée %

apartirde t=0 carentre 0 et % la force f(t) change de sens.

La situation peut étre considérée comme identique a celle des
précédents exercices uniquement a partirde t >t .

oo(oo
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FORMULAIRE
cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb cos?a + sinZa =1
cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb cosa = B
i‘ll + tgza
; : : : tga
sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb sina = ———
iJl + tg2a
. . ; 2tga
sin(a — b) = sina cosb — cosa sinb tg2a=——2
1-tg“a

cos2a = cosZa — sinza = 20052a -1=1- 2sin2a

sin2a = 2sinacosa ;  e)? =cosa + jsina
ja -ja
. . . p+ - e +e
sinp + sinq = 2 sin 223 cos P24 cosa = —————
2 2 2
ja -ja
. . +q . p- . - €
sinp — sinq = 2 vos B2 il sina = ————
2 2 2j
+ -
cosp + cosq = 2 cospz—q cosgz—q cosnm = (-1)°
cosp — cosq = — 2 sin% sin% sinnw = 0

2
Pour 9 petit cos9 =1 — 87 et tg9 ~sin9 ~ 8 (en radians)

Pour ¢ petitdevant 1: (1+¢€)" ~1+ne

et et<<ed el ( lestermes en & de degré supérieur a 2
seront considérés comme négligeables et ignorés pour simplification ).

Pour le calcul des valeurs moyennes, il est utile de se rappeler que :

<cos>=<sin>=0 et <cosz>=<sin2>=%
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