Chapitre IV

Mécaniques des Milieux Continus Spécification des déformations autour d’un point

G hapitre W Odpécification des déformations autour d un point

V1.1- Déformation en fonction du déplacement :

Soit un corps solide déformable élastique contenant deux points p et g, si on désigne les

coordonnées de p et q dans un systéme d’axe oxyz avant deformation par : p(x,, vy, 2, ), (x4, ¥4 24)-

Aprés la déformation p subit des déplacements paralleles a (ox), (oy) et (oz) désignées

respectivement par wup, vp et wp .

Idem le point g aura les composantes du déplacement u,, v, et w, .
Up

Up} = (x, + up , ¥, +Vp,2, + wp) Aprés déformation
Wp
Uq
Uq} = (x, +uq , Vg + Vg 24 +w, ) Aprés déformation

Wq

Déformation : variation de la longueur sur la longueur initiale.
Déplacement : variation de la position.

Extension # raccourcissement.

Autrement dit : p et q aura une extension ou un raccourcissement.
Atelque L+ A=L" apresdéformation.

A>0 extention

. . . A
. } = A est une variation de longueur = déformation € = —
A < 0 reccourcisement L

L2 = (xg — xP)Z + (g — yP)2 + (24 - ZP)Z

Apreés déformation :

L =(xq+uq_xP_uP)Z‘l'(yq"'vq_J’P_VP)2+(Zq+Wq_ZP_WP)2

On a: L+A=L =124+2LA+A%>=1"2

(1):(2)(:)L’2=(xq+uq—xp—up)2+(yq+vq—yp—vp)2+(Zq+wq—zp—wp)2

= L[>+ 2LA + A

1)
)
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L* = (xq - xP)Z + (Yq - YP)Z + (Zq — ZP)Z + 2[("6{ - xP)(uq —up) + (yq - yP)(vq —vp) +

L2

(zq — zp)(wy — wp)]| + (uq — up)2 + (v, — vp)z + (w, — Wp)2 = L[>+ 2LA + A?
négligeable

D’ou : LA = (xq - xp)(uq — up) + (yq - yp)(vq — vp) + (zq - ZP)(Wq — WP) =

(xq ~ xP)(uq —up) + (Yq ~ YP)(vq —vp) + (Zq — ZP)(Wq — wp)

A=
L
En fin
é — (xq _ x,,)(uq _ up) " (yq _yP)(vq B UP) + (Zq - ZP)(Wq - WP)
== >
Sionprend: =) o 0eve) o, (Zeze)

L L
Alors € = é(uq —up) +%(vq - vp) +%(Wq - WP)

Si on fait appel aux séries de TAYLOR :

u du du
Uq = %q (a) Y (@) T %q (a—z)

ou ou ou
Up = Xp (a) e (@) T xp (5)

ou

& (ug—up) = (x4 — xp) <6_) + (vg = ¥e) (Z_;) + (xq — %) ((63_1;)

X

e ( )—lL(a—u>+ L(a—u)+ L(a—u)
Ya = Up) = \5x) T \Gy) T M a2

Avec le méme raisonnement on aura :

e =) ()2
Va = Vp) = R \Gx) T 5y) T M G2
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(=) = 11 (5) . (55) 0. (55)

= =) ) s ()] 2 () me ()£ ()] )+
) 2]

== ) ) () () () () e (2) o (3)
e (2)

= = e @) e @) @) o)+ B [+ B m[2) )

Si p et g sont orientés suivant | ’axe OX :

du ov , (OW du ow ov du ow
o=t (5) o (5) + 0t (3) + ums [ (55) + (G| + moms [G) + ]+t [(B) + (B
Si p et g sont orientés suivant | 'axe OY :

du ov ow ou ov ow ov ou ow
o = 18 )+ (55) 22 (55) + tama | (55) + G+ e [ (35) + (50)] et (32) + (55

Si p et g sont orientés suivant | 'axe OZ :

er = 8 (5) 8 () 03 () s [ G5) + o))+ mams [ G5) # )]+t [5) + (5]

Remarque :

. L=1 ou

e OX coincide avec ox { 1 =&, =—
ml = Tll = 0 ox

o lLL=n,=0 ov

e OX coincide avec oy { 22 =g, = —
mz = 1 ay

. l.o=m,=0 ow
e OX coincide avec oz { 3 3 = &y = —
m3 = 0z

1V.2- Loi de transformation du tenseur de déformation :

u ov ow
Sachant que : &, = YT T,
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1=+ =)+ Q) =)+ )
& = l%{:‘x + m% €y + n% &z + 2limy (%yxy) +2miny (% yyz) +2n4 4 (%yxZ)

1 1 1
& = l%é‘x + m%é'y + n%é‘z + lemz (nyy) + Zmznz (Eyyz) + anlz (E yXZ)

1 1 1
EZ = l%é‘x + m%é'y + n%é‘z + 2[3m3 (nyy) + 2m3n3 (Eyyz) + 2n3l3 (EVXZ)
On peut aussi démontrer que :
1 1 1 1
(EVXY) = Ll ex + mymye, + nynye, + (Iym, + Ipmy) (Eny) + (myny + myny) (Eyyz) + (ling + I3ny) (nyz)
1 1 1 1
(gyxz) = lilzey + mymzey, + nynze, + (Lmsz + lzmy) (5 ny) + (mynz; + mzny) (Esz) + (lnz + I3ny) (nyz)

1 1 1 1
(El’yz) = Llsex + moymzey + npnze, + (Ims + lamy) (Eny) + (mznz + mzn,) (Eyyz) + (Izns + I3n3) (nyz)

Les six (06) matrices peuvent étre mises sous la forme matricielle suivante :

_ 1 1 _
Ex Y Y
1 1 1 2 : o )
I:SX nyy EYXZ:I = [ll mq nl] Eyyx Ey E]/yz iZ m; n;
m n
1 1 3 3 3
_E Y Eyzy &z ]
_ 1 1 _
€ — —
x Zyxy ZVXZ L omy m .

1 1 _ 1 1 ;
[EVYX &y Eyyz]_[z my M) SVye & TV 2 M2 Ty

2 2%

1 1 lz mg ng

5 Y ox 5 Yoy o &z ]

— 1 1 -

gV le :

1 1 1 1 bhom m
[ EVZX E yZY &z ] = [l3 ms n3] Eyyx Ey E yyz l2 m; n,
1 1 lz mg ns

_5 yzx Eyzy &, ]

Les trois (03) équations matricielles peuvent étre a leur tour se regroupées en une seule équation
matricielle.
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- 1 1 7 - 1 1
€x 5 yX Y o yX Z x 5 yxy 5 yxz
t

1 2 % L m mn 1 2 i L m

“Yyx & SV T ™ m||zv,, & Sy, e ™

2 2 I, m; n 2 2 l m: n

1 1 3 3 3 1 1 3 3 3
_E Yzx E Yzy &z i _E Yax E yzy & i

D’ou [’écriture :

— t
€oxyz — T . goxyz . T

Remargue 1 : La matrice € est transformée conformément a la loi de transformation de tenseur
donc elle représente un tenseur de déformation.

Remarque 2 : Il est a noter que les éléments non diagonaux de la matrice £gyyz sont affectes

s . 1 . N , )
d’un coefficient (E) dans le cas contraire € ne peut étre un tenseur de déformation.

Remarque 3: En n’importe quel point O d’'un élément élastiqgue déformable, les tenseurs de
déformation par rapport aux systemes d’axe orthogonaux oxyz et OXYZ sont reliées par I’équation

ci-dessus.

V1.3- déformation et direction principale :
Comme pour les contraintes principales, les déformations principales sont déterminées a

partir de [’équation

Eoxyz — Ep-1| =0

1 1
Ex EYXy nyz
1 l — 3-|— +€2+_0
Zyyx &y Zyyz =0= gpl - pl -
1 1
Eyzx Eyzy &z

Si on développe ce déterminant, on obtient une équation polynomiale de 3™ degré, on aura donc 3

solutions €p, v €py v Epy qui représentent les trois déformations principales, de chacune de

l;
ces déformations, on résout l’équation : (onyz — &p,- I) [mi] =0 avec (i =1,2,3)
n;
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V1.4- Condition de compatibilité :

On a vu que les six (06) composantes de déformation e, ,¢), &, Vg » Yaz + Vg SONL

complétement défini par les trois (03) composantes de déplacement u,v,w. Donc les composantes
de déformation ne sont pas des fonctions indépendantes. Pour chercher les relations de
compatibilité de déformation, il faut noter que dans un élément élastique et déformable, les

déformations et les déplacements, ainsi que leurs dérivées doivent étre des fonctions continues.

1- Déformation de cisaillement ox oy :

ov du
ro =)+ (5)

0 ov ou a (dv d (ou

= 0) =G+ Gl =56 +5.G

9% [ov 9% [(ou 9% (v 9% (ou

~ @) ) - ) )

dxdy \0x dxdy \dy x4 \0y ay y
92 2 2

9 5] N ] e
9xdy (ray) = a2 & T 3,28 17 equation de compatibilite

2- Déformation de cisaillement oy oz :
aw ov
re=(5)* @)
50 =5G)+ @) =5G) +5G)

ay
= = 25 ) - £ )+ £
d0yodz Vyz © 8zdy \ay 0z0y 0z2 \dy

2

3yoz (vyz) = :782 + aa ~e, 2°°™ équation de compatibilité

3- Déformation de cisaillement ox oz :
ow Jdu
re=(5)+(5)
%%[@%%ﬁ%%ﬁﬂ%
6xaz (sz) - 8x22 (Z‘:c/) + 6?6(232 (Z_Z) aa_xzz ((;_vz‘/) + % (3_1;)
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2
a_zaz (Vxz) = aa 7 €x + ez 3ime équation de compatibilité

92 d [0 d d i , . e eres s
255 &) = — [5 (Vay) — — (vyz) + ™ (yxz)] 4¥me gquation de compatibilité
92 a0 d 0 ia , . Cl e
2-— (e,) = p™ [g (Vay) + — (vyz) — ™ (yxz)] 5ieme gquation de compatibilité
d d 0 idme « . el e

—( &) = E - (Vay) + — (vy2) + % (sz)] 6°me équation de compatibilité

Remarque :
v' Les déformations dans n’importe quel probleme d’élasticité doivent
obligatoirement satisfaire ces six (06) équations de compatibilité.
v’ Les équations de compatibilité sont satisfaisantes pour garantir [’existence des
composantes de déplacement u, v et w.
APPLICATION :

Démonter les trois (03) équations de compatibilité suivantes :

9,
(Sx) = [aZ (ny) Ox (Vyz) + @ (yxz)]

I

Alors :

_8[6( ) 8( )+a( )] [ (av E)u) 6(6w+6v)+6(6w+6u)]
= ox Loz V) T gy Nz dy Yoz ox Loz dy/ o9x\dy 09z) ody\ox 0z

0 0%v N 0’u  0*w 9% N 0%w N 0%u 0 0%u N 0%u 0 ) 0%u
"~ Ox|0z0x 0zdy 0xdy 0xdz 0dydx 0ydz| 0x|dzdy 0dydz| ox| 0zdy
1 2 1 2
_, GE [c')u _, 02 o]
~ Tozoylox] " azay Cx

De la méme maniere on peut montrer les deux autres équations.
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