CHAPITRE Il : ELEMENTS DES CALCULS TENSORIELS

2.1. Généralités :

Les lois de la mécanique des milieux continus s’écrivent avec beaucoup
d’aisance lorsqu’on utilise la notation tensorielle. Ces lois se résument
essentiellement en la loi de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement, du moment et de 1’énergie. Elles sont invariantes vis a vis du
systéeme de référence choisi pour les exprimer. En effet le tenseur est décrit par
un groupe de fonctions numériques ordonnées par rapport a un systéeme de
coordonnées de telle sorte qu’il est possible de définir des relations
mathématiques entre ces fonctions et le systéme. Il est donc utile de donner une
introduction sur les notations des espaces vectoriels et de base utilisant la
notation indicielle qui garantit 1’invariance de leur loi lors d’un changement de
repére. Pour cela on définira un scalaire, un vecteur et un tenseur d’ordre n ainsi

que les symboles de substitution et de permutation.

2.2. La Notation Indicielle
2.2.1. Convention de la Sommation :

Considérons un groupe d’éléments constitué de n composants sous la
forme : X, X2, X3,..., Xn.
Ce groupe d’¢lément ou set peut €tre écrit utilisant la notation indicielle
comme .

Xi,avec i =1-n; ou i est appelé comme indice libre.

Si maintenant on consideére un autre groupe d’¢élément sous la forme d’une

sommation définit par une suite (S) comme suit :

SzaiXg+aXy+azXz+ ... +anXn



Cette suite peut étre écrite sous une forme plus compacte utilisant aussi la

notation indicielle et la convention de la sommation comme :

S= Zn: Ak Xk

k=1
Comme elle peut étre aussi écrite d’une fagon plus courte en utilisant la
convention de la sommation appelée la « convention d’Einstein » et qui est
défini comme suit :
S=axXk; k=1n (2.1)

Ou k est appele indice répéetitif.

Remargues :

- Il est a noter que les indices répétitifs sont formulés par binbme et que les
expressions ayant trois indices répetitifs telle que aiXiy; ne sont pas

permises que lorsque le signe de la sommation est utilisé, ¢’est a dire :

n

Z aiXiYi

i=1

- Aussi il est a noter que 1’égalité n’influx pas sur la notation indicielle c’est
adire :

aiXji=ajXj=dkXk

- Laconvention de la sommation peut étre clairement utiliser pour exprimer

la double et la triple sommation et autres.



Exemples :
Exemple 1 :

Si on une double sommation de la forme :
A XY,

3 3
i=1 j=1

Elle peut étre écrite d’une facon simplifier utilisant la convention de la

sommation comme suit :

A XY,  1=13etj=13

Explicitement I’équation 1.5 peut €tre €crite sous la forme :
Alllel + AlZXlYZ + A13X1Y3 + A21X2Yl + AZZXZYZ + A23X2Y3 + A31X3Y1 + A32X3Y2 + A33X3Y3

Exemple 2 :

Si on une triple sommation de la forme :

3 3
ZZZAiijinZk

1=1 j=1 k=1
elle peut étre écrite utilisant la notation indicielle comme :
AXYZo , ijk=13

qui représente explicitement la sommation de 27 termes.

2.2.2. Definition du Kronecker Delta :

Le Kronecker Delta, noté par &ij, est défini par :



5 _ b si i=]j
10, sii#j

(2.2)

Cestadire:011=02 =033=1 etd127=013 =021=031=023 =03, =0.

En forme matricielle le Kronecker Delta est la matrice identité définit en

fonction des indices libres i et j.

Par exemple si (i et j) varient de 1 & 3, 5 est donné par la matrice de la forme :

0, 0, O 1 00
0 1 = 521 522 523 =10 10
o, O, O 0 01

31 32 33

Notes :
a) Oii =011+t022+033=3
b) Simam:ai ,|:1'3

C) Simej =Tij

2.2.3. Définition du Symbole de Permutation :

Le symbole de permutation noté par ¢ est défini comme suit :

1; quand ijk est de permutation paire (123,231,312)
ey =1~ 1, quand ijk est de permutation paire (123,231,312)
0; autrement

Voir le sens de permutation ci-dessous :

(2.3)

(2.4)



(-1) (+1)
3 2
Cestadire: €13 =€ =€z =1,8132 = €321 =€213 =-16t
€111 “€112 =€u3 =....=0

En utilisant le symbole de rotation on aura :

—

W=w, i+ W, j+ wsk

En utilisant la notation indicielle 1’élément w; du produit vectoriel est donné
par :

Wi = Eijk UjVk

ou i est un indice libre ; j,k sont des indices répétitif.

Explicitement :
pouri=1:
W1 = €1k Uj Vk = €11k U1 Vk + €12k U2 Vi + €13k U3 Vi
=emaiVa + €112U1 Vo + €113U1 V3 + €121 Up Vi + €122U2 V2 + €123 U2 V3 + €131 U3 Vg
+ €132 U3 V2 + €133 U3 V3
= €123U2Va + E132U3V2 = U2Vs- UsV2
pour i=2:
W2 = €2k Uj Vk = €21k U1 Vk + €20k U2 Vi + €23k U3 Vi

= €xn3U1V3+ €31U3V1 = U3Vi-U1V3



pouri=3:
W3 = &3jk Uj Vk = €31k U1 Vk + €32k U2 Vi + €33k U3 Vi

= &32U Vo + E321 U2V = U Vo — U2 Vg

2.3. Rotation des Systemes de Coordonnées :
2.3.1 Rotations du systeme de coordonnées bidimensionnel

On considére un point P (X1,X2) dans un systétme de coordonnées
bidimensionnel (X1,Xz) ; aprés une rotation d’un angle 6 des ce systeme (Fig.1),

les coordonnées de ce point dans le nouveau systéme (X’1,X’2) deviennent :
X1 = X1€080 + X58in0 et X7, =-X;35In0 + X, c0s6O (2.5)

En forme matricielle I’équation ci dessus devient :

X, cosd sind |[x,
X, —siné@ cosé || X,
ou la matrice de transformation des coordonnées S, est définis par :

B {cos@ sin 9}

(2.6)

iji

—sin@ cosé

En utilisant la notation indicielle la formule (2.5) s’écris sous la forme suivante :

X’ = ,Bij Xj : I,j =1,2 (2.7)
Ou i est un indice libre et j est indice répétitif.
Propriétés de la Matrice de Transformation [] :

La matrice de transformation est orthogonale c’est a dire que :



[8]" =[] ounbien 5] .[5]" = 1]

En notation indicielle :  gwgi = &
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Figure 1: Rotation des coordonnées en deux dimensions

2.5.2) Rotation du systeme de coordonnées tri dimensionnelle (3-D) :

Maintenant dans le systeme tri dimensionnelle (X1,X5,X3), on considére un

point P ayant les coordonnées (x1,X2,,X3) ; aprés une rotation d’un angle 0 des ce

systéme (Fig.2), le vecteur de position de ce point par rapport au premier et au

deuxiéme systéme est décris par les relations :

X= X, 8 +X,8,+X,8,= X, 8 +X,6, + X, &, (2.8)
En notation indicielle les coordonnées du vecteur de position dans les deux

systéemes devient :



X
I
x
!
I
X
ol

(2.9)

Figure 2: Rotation des coordonnees en trois dimensions

Multiplions les deux membres de 1’équation (2.9) par le tenseur é} :

X € .8 =X8.E (2.10)

et en tenant compte de I’orthogonalité des systemes de coordonnées, c’est a dire:



L’équation (2.10) devient :
X € .8 =X, (2.12)

En utilisant la commutativité du produit scalaire et la définition du Kronecker
delta, 1’équation ci-dessus devient :

8.8 X = X,
ou bien :
X =8.8 X. (2.13)

| 1 ] ]

Le produit scalaire des vecteurs unitaires des deux systéemes nous donne en effet
un tenseur du deuxiéme ordre nomme par la matrice de transformation de

coordonnées f3; ot I’équation (6) devient :
X; = [ X (2.14)

ou la matrice de transformation dans les systemes tri dimensionnelle est défini
par :

B, =8¢ (2.15)

2.4. Définition du champ de tenseur :

Dans un systéme de n’importe quel ordre (x1, X2, X3,..., Xn), Un champ de
vecteur donné sous la forme :
T ijk

de transformation des coordonnées suivante :

(X1, X2, X3,..., Xn) est dit tenseur si et seulement si il vérifie (suit) la régle

T’ijk”_,(X’l R X’ , X’3 , Xn) =R im R in R Kl veees T 1ol (X1, X2, X3, ..., Xn) (2.16)

L’ordre de ce champ de tenseur est défini en fonction du nombre de ses indices

libres.



2.5. Cas particuliers des tenseurs :

a)

b)

d)

Si dans un systeme cartésien (x ) , i =1-3, le champ de tenseur a un seul
indice libre ¢’est a dire (T; ), le tenseur est dit tenseur du premier ordre ou
bien vecteur ayant trois composantes (T1, T, , T3 ), et I’équation (2.16)
devient :

Ti(X1)=Bim T m(X)

En notation matricielle : [T ]= [B] [T]

Si le champ de tenseur a deux indices libres c’est a dire (Tj; ), le tenseur

est dit du deuxieme ordre et la relation (2.16) s’€crit sous la forme :

T’ ij (X’i) = im 3 in T mn (Xi) (2.18)
En notation matricielle : [T 1= [R][T][R] T

Si le tenseur n’a aucun indice libre, 1l est dit tenseur d’ordre zéro ou

fonction scalaire @ (X;) et I’équation (2.16) s’écrit simplement :

CD7 (X7 i) = o (X i)

Dans le cas inverse ou les champs de tenseur dans le systeme prime sont
connus, les tenseurs dans le systéme original peuvent étre déterminer

comme suit :

Ti(xi) =B Tj(x)

En notation matricielle : [T]= [R] T[T]

Tii(Xi )=Bmi Brj Tmn(Xi)

En notation matricielle : [T]= [R] T[T][R]



2.6. Contraction et Opération des tenseurs :

La contraction sur les tenseurs réduit I’ordre de ce dernier par deux. C’est
a dire, si on a tenseur de deuxiéme ordre T jj ou i,j = 1-3 qui a neuf
composantes, sa contraction nous donne un autre tenseur T j ou i est un indice

répetitif variant de 1 a 3 et ayant seulement une seule composante de la forme :

Ti=Tu+ T+ Ts

Qui est un tenseur d’ordre zéro (ou fonction scalaire) qui peut étre démontrer

utilisant la définition du tenseur (2.8) comme suit :

T,ij :BimBjnTmn

La contraction nous donne : T i =B imBin T mn

Ti= 0m Teon=Tom=Tm=Ti=T1+ T+ Tas
Qui est une quantité invariante par rapport a la transformation des coordonnées.
En général la contraction est opération sur les tenseurs qui égalise deux de ses
indices libres en indices répétitifs, puis on appligue la sommation sur ses
indices. En conséquence, si on a un tenseur d’ordre n, aprés contraction on
obtiendra un autre tenseur d’ordre (n-2).

Application :

Utilisant cette théorie, démontrer que le champ de tenseur A jjx est un

tenseur et justifier de quel ordre est il ?



Solution :
Considérons un tenseur non nul d’ordre un (V; ) et étudions le champ de
tenseur obtenu par le produit de : A jjx Vi = Bjk

Dans le systeme de transformation on a :

AikVi=Bjk=BiBBrs

Bjers(/A\mrs\/m) = Bjers AnsBimV i

ou bhien:

AikVi-BiBiks AmsBimVi=0

C’est a dire : (A’ijk - Bjers AmrsBim)V’i =0

Comme V; # 0 ; par conséquent :

A,ijk = BjersBimAmrs

Qui veérifie absolument la regle de la transformation pour un champ de

tenseur d’ordre trois.

2.7. Deérivées Partielles en notation indicielle :

Soit un vecteur (tenseur d’ordre un), V; ou i = 1-3, dans un systeme Xx;,
notre but est déterminé une relation entre les dérivées partielles apres
transformation du systeme a un autre repere prime :

Comme V;jest un tenseur ¢’est a dire :

Vi=Bik Vi



5V’ i 5V k 8V k 8X|
OX OX | OX | OX

avec : X1 =B m X'm

et :

aX| 8X’m

—— =B — = Bm Omj = By
aX’j aX’j

autrement dit :

oV’ oV k
e =B By — (2.18)
5X’j 8X|

qui vérifie la relation des transformation des coordonnées et qui un
tenseur du deuxiéme ordre. Par conséquent, la dérivée partielle de n’importe
quel tenseur se conduit comme les composants d’un champ de tenseur cartésien

et qui peut étre écrite sous la forme :

OVi
_— = Vi,j = 8,- Vi (219)
8Xj

2.8. Théoréeme de I’Intégrale (Théoréme de Gauss) :
Considerons un champ de tenseur Tijj (x) dans un volume ou région v limitée par

une surface s ; le théoreme de Gauss stipule que :

fo 6i Tim.odv = s i T jm........ ds (2.20)



ou n; sont les composants de vecteur unitaire tout le long de la normale

extérieure a la surface s contournant le volume v.

Dans notre cours on s’intéressera beaucoup plus a I’application de ce
théoréme dans le domaine des milieux continus qu’a sa démonstration qui n’est
aussi importante pour nous.

Cas spéciaux :
a) Gradiant d’un tenseur d’ordre zéro (fonction scalaire) :

[y as®dv = Js nydds

En notation vectorielle : [, v ®dv = J; n @ ds

b) Divergence d’un vecteur :

I\, aideV = ,[s niV,-ds

=1
<
o
wn

En notation vectorielle: [, v.V dv = J
¢) Rotationelle d’un vecteur :
lvewaiVidv =5 ey Vjds

En notation vectorielle: [, VAV dv = 1 AV ds

2.9. Applications aux calculs tensoriels :

1) gradient d’un vecteur V :
oV, oV, oV,
0%, 0X, OX3
oV, oV, oV, oV,
OX; 0%, 0X, OXq
oV, 0V, 0V,
0%, 0X, OX3




~|
I
I

R

w

ol: v=gradient = 2 i + 0 j + O
J x o

Xy
2) divergence d’un vecteur V.

oV, oV, oV. oV. +
Y=V, = 28+ 22+ 258 =divy = V.V
OX; 0%, 0X, OX3

3) Laplacient d’un vecteur V :

02 0? 0?

8x§)vj=v2\7:A\7

0 0
OXi 8xv VJ"‘(8x2+8x

4) Produit vectoriel d’un vecteur V.
7 oV
VxV = &0 Vi = Euka, = Sijk axk- (avec i,j,k = 1-3)
J
I est un indice libre ; j et k sont des indices répetitifs.

5) Notation matricielle :

En générale une matrice[A], (Aj en notation indicielle) est un tenseur du

deuxiéme ordre avec : i =1,n;j=1,m; représenté comme suit :
A A A ... Aim |
A21 Azz A23 ...... Azm
Asz; Az Asz ... Asm
[A] = Ay =
An]_ An2 An3 ...... Anm_

- Dansle cas oun=m, la matrice est dite matrice carrée



- Sin = m, la matrice est dite matrice rectangulaire
- Sin=1etmest quelconque, la matrice est dite vecteur ligne (tenseur

d’ordre un) noté comme :

[A] =A1j = [ A]_]_ A12 A13 ...... A]_m ]

- Sim =1 etn est quelconque, la matrice est dite vecteur colonne (tenseur

d’ordre un) noté comme :

_All
AZl
Az

[A] = Ai =

An1

- Matrice symétrique :
La matrice [A]( ou le tenseur Ajj ) est dite symétrique si Ajj = Aji ;
quandi = j.

- Matrice inverse :

La matrice inverse de [A] notée par [A]* est définie par :

. _Adjointde[A]
[AI" = Determinant [A]

~ Tr
ol : Adjoint de [A] = [Aij] , qui est la matrice transposée des

cofacteurs. Cette matrice des cofacteurs est donnés par :

[Kij] = (-1) ™ déterminant de [A]



All A12 A13
Si [A] = A Ax Ax
A31 A32 A33

Déterminant de [A] = A1 (cofacteur de Az ) - Ag, (cofacteur de Ay, )

+ Ay3 (cofacteur de As3)

En général le cofacteur de n’importe quel élément Aj; est defini par :
Cofacteur Ajj = (-1) [ déterminant obtenu en éliminant la ligne et la colonne a

lesquels appartiennent 1’élément Aj; de la matrice]

- Matrice orthogonale :

La matrice [A] dite orthogonale si [A] [A]" = [I] ; ou [I] est la matrice
identité. Autrement dit : [A]T = [A]*

ou [A]* est la matrice inverse de [A].

6) Produit de deux matrices :

Le produit de deux matrices [A] et [B] d’ordre (mxn) et (nxp) respectivement est

une autre matrice W] d’ordre (mxp) donnée en notation indicielle par :

Wij= AiByj,avec:i=1-m,j=1-petk=1-n

Note :
- Pour pouvoir effectuer ce produit il faut que le nombre de colonne de la

1% matrice soit identique au nombre de ligne de la 2*™ matrice.



7) Inverse du produit de deux matrices :

([Al[B]) * = [B]* [A]*

qui peut étre clairement démonter comme suit:

([A] [BDX[BT* [AT* = [AI([BIx [B]* ) [Al* = [A] [I] [AT* = [A] [A]* = [I]

donc : [B]* [A]* = ([A] [B]) *

8) Transposé d’un produit de deux matyrices :

([AI[B]) " = [B]"[AI"



