Chapitre II :

Transfert De Chaleur Par Conduction en Régime
Permanent

I1.1. Equation de la chaleur

Dans sa forme monodimensionnelle, elle décrit le transfert de chaleur unidirectionnel
au travers d’un mur plan :

r 3

L»e

1 1 1 1
1 i I X [
T »

0 X X + dx e

Figure 11.1 : Bilan thermique sur un systeme élémentaire[2]

Considérons un systeme d’épaisseur dx dans la direction x et de section d’aire S
normalement a la direction ox.

Le bilan thermique dans I’intervalle du temps dt :

[La chaleur qui entre + la chaleur engendrée par les sources internes-la chaleur qui
sort= la variation d’enthalpie]
Le bilan d’énergie sur ce systeme s’écrit :

Px + ©g = Qxidx T Pst (1.1)
Avec
T
ox =~ (1 S-&)x (11.2)
aT
et Qriax=—(A S.E)de (11.3)
@g = 4. S dx (11.4)
aT
@st = P Cp. S.dx.a (11.5)

En reportant dans le bilan d’énergie et en divisant par dx, nous obtenons :

(A.s.g—z)xmx—(x.s.g—z)

dx

+ {5.S = p.c,.S. T ax()"s'ax) + q5.S = p.c,.S. ™ (11.6)
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenons 1’équation de la chaleur dans le cas le plus
général :

6(}\ 6T>+a<}\ 6T>+6<A6T)+_ _ aT L7
ax\"*ax) Tay\ay) Taz\"2az) T s TPy (L7
aT _ —_ )
p-Cp 5 = div[A. gradT] + g5 (L. 8)

Cette équation peut se simplifier dans un certain nombre de cas :

a) Si le milieu est isotrope : Ax=Ly =21, =2

b) S’il n’y a pas de génération d’énergie a I’intérieur du systéme : §s
c) Si le milieu est homogene, A n’est fonction que de T.

L (2T, 07T 0°T  dA (6T)2+(6T)2+(6T)2 L) Lo
\oxz T ay2 T 922) T at|\ox ay 0z) | = P ot (1.9

d) Si de plus A est constant (écart modéré de température), nous obtenons 1’équation de
Poisson :

oT
a. V2T = — (1. 10)
ot
Le rapport a = A/(p.c) est appelé la diffusivité thermique (m?.s™) qui caractérise la
vitesse de propagation d’un flux de chaleur a travers un matériau.
e) En régime permanent, nous obtenons 1’équation de Laplace :

V2T =0 (1.11)
«¢ Par ailleurs, les hypothéses a), c) et d) permettent d’écrire :

-Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques :

92T 19T 19°T &*T ¢, 10T

et et T Tan (11-12)

Dans le cas d’un probléme a symétrie cylindrique ou la température ne dépend que de r et
de t, I’équation (I11.12) peut s’écrire sous forme simplifiée :
16( aT) s 10T

r or FE A aaodt (I1.13)

-Equation de la chaleur en coordonnées sphériques :

o2 e " 90 sinf. — = (1. 14)

10%GT) 1 a< aT)+ 1 9°T 4y _10T
90/ ' r2.sin20 dg? A a0t
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

I1.2. Conditions aux limites spatio-temporelles pour la résolution de
Péquation de la chaleur

L’équation générale de la chaleur exprime une relation entre la fonction température
T et les variables X, y, z et t. La solution mathématique de cette équation aux dérivées
partielles, linéaires, du deuxieme ordre admet en principe une infinité de solutions. Aussi,
sa résolution nécessite la connaissance, d’une part de la condition initiale c’est-a-dire la
répartition initiale des températures en tout point du milieu T(x, y, z, 0), d’autre part la loi
de variation en fonction du temps de la température ou de sa dérivée sur la surface S. Ce
sont les conditions aux limites spatio-temporelles.

» Condition initiale
C’est la répartition de température a I’instant t=0 soit To=f(X, y, z, 0). Généralement
cette condition est connue.

» Conditions aux limites
Sur les frontiéres d’un matériau différent types de conditions aux limites peuvent
apparaitre dans les problémes couramment rencontrés en transfert de chaleur.

a) Conditions de Dirichlet (1 type) Tp

La distribution de température Tp a la surface frontiere
considérée est donnée en fonction du temps et pour tous les
points de la surface. T=f(X,y,z). Le cas le plus courant est celui
ou Tp ne dépend ni de t, ni de ’espace (uniforme sur I’espace).
T, = constante Ttet)

=)

b) Conditions de Neumann (2°™ type)
On impose la densité de flux a la surface, pour tous
les points de la surface en fonction du temps:
es(xy,z 1) n
—>
_ 2 (9T _
¢s=-A(5), = fMs,D)  (1115)

N dT , - N
Ou (—) est la dérivée normale a la surface.
dn/g T(x,1)

On impose un gradient de température = on impose la pente du profil de température a la
frontiere.

—>
Cas particulier de la frontiére adiabatique : dans ce cas, le flux 7
de chaleur traversant la frontiere est nul. )

JT T(x.t)

b = —}\(a)s =0 (11.16)

= On impose une pente nulle au profil de température a la
frontiére.
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

c) Conditions de Fourier ou de Robin (3*™ type)
-Echanges convectifs sur une paroi

Lorsqu’une paroi échange de la chaleur par convection avec I’extérieur, la densité du
flux qu’elle échange est proportionnelle a la différence de température entre la paroi et le
milieu fluide extérieur, multipliée par un coefficient d’échange h en W/m%K qui tient
compte des différentes propriétés physiques et cinématiques du fluide en contact avec la
paroi. On impose au fluide ambiant une température que 1’on notera T., qui Sera connue.

s =-A(5), =h(Tp-To)  (117)

-Echanges radiatifs sur une paroi

Le rayonnement d’une paroi peut étre un mode d’échange a prendre en compte,
surtout si la température est élevée (supérieure a 100 degrés environ). La densité du flux
d’une paroi a la température Tp échange par rayonnement avec le milieu externe a la
température Tex Vaut :

¢ =o.e(Ty — Te) (11.18)

o: est la constante de stefan — Boltzmann

€ : émissivité (0< e <1)

Dans tel cas, la condition aux limites a la frontiére deviendra donc :

oT
A (—) =o.e(Tg—Tdy) (1.19)
dn paroi

d) Le solide étudié est en contact avec un autre matériau
-Contact parfait
A Pinterface S des deux milieux possédant des conductivités différentes A, et A, la

conservation du flux s’écrit :
A,.gradT; = A,.gradT, (11.20)
Une deuxiéme condition est obtenue, dans le cas d’un contact parfait. Il s’agit des
températures sur S :

T:1=T;
-Contact imparfait
Dans la réalité cette condition n’est pas réalisée : les deux surfaces ne sont pas
strictement en contact due a I’air présent entre les milieux. Les températures ne sont plus
égales. On considére une résistance thermique de contact Rc [m?.K.W™] . La condition
obtenue sur I’interface s’écrit alors :

A;.gradT; = A,.gradT, (1.21)
d=—(T,—T,) (11.22)
Rc
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

milieu 1 milieu 2 milieu 1

T2(x)

Contact parfait Contact imparfait

milieu 2

Figure 11.2 : la conduction entre deux milieux en contact

I1.3. Conduction en régime permanent sans dissipation interne de chaleur
I1.3.1. Un mur simple sans source

On considére un solide (ou un fluide au repos) homogéne et indéformable
d’épaisseur e et de grandes dimensions transversales dont les faces extrémes sont a des
températures Ty et T,. on suppose que la conductivité thermique du matériau est constante.
Reprenons I’équation de la chaleur établie précédemment :

T 5 .
p.cp.azkv T+qs (11.23)
En régime stationnaire (permanent) et sans dissipation interne de chaleur
. oT
s = 0 et Pl
D’ou: AT=0

Conditions aux limites du probleme : Les deux faces du mur sont maintenues a des
températures fixes dans le temps (conditions de Dirichlet)

Nous prendrons x=0 pour I’une des faces et x=e pour I’autre.
T=T1si x=0et T=T, si x=e

Le probleme traité est un probléme a une dimension. La température est uniquement
fonction de la variable x.

2
AT=0=2T—p E

0x2
dT
dx
= T(x) =A.x+B

¢ T2
En x=0, T=T; = T(0)= A.(0)+B=T;

— B=T, [ ——

En x=e, T=T, =>T(e)=Ae+T1=T, e

I X
. T,—T
dou A=-2- >

e
Figure 11.3 : la conduction unidimensionnelle
dans un mur simple
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

L-T

T(x) = X+ Ty (1. 24)
¢=-LST doi =-S5
T, - T,
©=AS. (IL. 25)
. . . _ (T1-T2)
La relation (11.25) peut également se mettre sous la forme : @ = —= , Cette

As
relation est analogue a la d’Ohm en électricité qui définit 1’intensité du courant comme le

rapport de la différence de potentiel électrique sur la résistance électrique ( Vi-Vo=R.I
=1 = W%RVZ). La température apparait ainsi comme un potentiel thermique et le terme %

apparait comme la résistance thermique d’un mur plan d’épaisseur e, de conductivité
thermique A et de surface latérale S. On se raméne donc au schéma équivalent représenté
sur la figure 11.4

_°
T e NAAAANANAANA e T';

R =—0
AS

Figure 11.4 : Schéma électrique équivalent d’un mur simple

I1.3.2. Mur simple avec une conductivité qui varie avec la température

Si la gamme des températures rencontrées dans un probleme de conduction est telle
que les valeurs de A sont différentes d’une extrémité a I’autre de cette gamme on ne peut
plus faire ’hypothése de A constant.

Dans ce cas, on peut faire I’approximation que la conductivit¢ thermique varie
linéairement avec la température, soit A=Ao(1+bT) avec Ao la conductivité a T=0, et b
dépend du matériau.

Pour un mur, probléme unidimensionnel, il faut alors revenir a 1’équation générale de
la conduction dans le cas d’une conductivité thermique non uniforme :

d [, dT o
&(7\&) = 0 (sans source de chaleur g = 0, en régime permanent i_: -0)

%(xou +bT) Z—D =0

dT

AgbT?
AT +

=EX+D (11.26)
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

La distribution des températures est donc paraboligue au sein du mur.

On peut résoudre le probléme en considérant deux conditions de Dirichlet :

0 T=T, T1>T,
€

X
X T:Tz

Qui conduisent a

bT2
D:)\O T1 +T

Et
Ao [b
E="212017 - 19) + (1, - 1)

En reportant dans (11.26) et en exprimant T(x) on tire : mur

2 < = >
T(x) = “ 4 (1+T) LA I1.27 ) ]

ETTIW T Y Toag (IL.27)
T b>0
Trois cas sont a envisager : b>0, b=0 et b<0 - T2 i
0

b=0 :A=Xo : cas linéaire entre T, et T, (cas déja traité) —(I)»

b>0 : concavité vers le haut (voir Figure 11.5)
b<0 : concavité vers le bas.

Figure 11.5 : mur simple avec une conductivité

varie avec la température

I1.3.3. Mur multicouches

C’est le cas des murs réels (schématisé sur la figure 11.6) constitués de plusieurs
couches de matériaux différents et ou on ne connait que les températures T et Tr des
fluides en contact avec les deux faces du mur de surface latérale S.

Tn

Fluide 1 ™
uiae T,

convection
coefficient Iy

Figure 11.6 : Schématisation des flux et des températures dans un mur multicouches[2]

convection
| coefficient h;

T,

Tn

€A e €c -
Fluide 2
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Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

En régime permanent, le flux de chaleur se conserve lors de la traversée du mur et s’écrit :

AaS(T; — T AgS(T, — T
© =hy.S. (T —T)) = aS(Ty 2)= 8S(T; 3)

€A €B

AcS(Ts — T

C

D’ou
Ty — T

@ = 1 f (1. 29)

LS S

NS T AAS T AgS T AcS T hyS

On a considéré que les contacts entre les couches de différentes natures étaient
parfaits et qu’il n’existait pas de discontinuité de température aux interfaces. En réalité,
compte-tenu de la rugosité des surfaces, une microcouche d’air existe entre les creux des
surfaces en regard qui contribue a la création d’une résistance thermique (I’air est un
isolant) appelée résistance thermique de contact. La formule précédente s’écrit alors :

T — T,

¢ = - (11.30)

ST\
st At Ras + AS+RBC As S

Le schéma électrique équivalent est représenté sur la figure 11.7

P
Tn AN AAMAWAAA AMAAR
— AWMV ——WA AW ———WWWWA—
L € A RI\H N B RH( ef L
h, S A,S Ag S AcS h, S

Figure 11.7 : Schéma électrique équivalent d’un mur multicouche

I1.3.4. Mur composite

C’est le cas le plus couramment rencontré dans la réalité¢ ou les parois ne sont pas
homogenes. Considérons a titre d’exemple un mur de largeur L constitué d’agglomérés
creux (figure 11.8).

En supposant le transfert unidirectionnel et en tenant compte des axes de symeétrie,
on peut se ramener au calcul du flux a travers 1’élément isolé sur la droite de la figure et
calculer la résistance thermique R équivalente d’une portion de mur de largeur L et de
hauteur I= I, + |, + I3 en utilisant les lois d’association des résistances en série et en
paralléle par la relation :
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1
R=R1+R2+ﬁ+R6+R7 (I.31)
R "R TRs
Avec :
1 e e, e, e,

Ri=—Ry,=—;Ryj=—; R, =——; Ry =—; R
Y7 h Ll 2T ALLL P AL YT ALLLL T AL C

&3 . R. = 1

T ALLL 7 T h,llL

Mur en

aggloméré creux
I_I / b
—_— —_— Milieu 1 0,

Convection
h]

Convection
hz

SN

}

Milieu 2

Figure 11.8 : Schématisation d’un mur composite [2]

Ce qui peut étre schématisé par le schéma électrique équivalent représenté sur la figure
11.9.

R R R, Rs R~
AW AMWW—=

|
b

Figure 11.9 : Schéma électrique équivalent du mur composite

I1.3.5. Cylindre creux long (tube): Application au calorifugeage

On considere un cylindre creux de conductivité thermique A, de rayon intérieur ry , de
rayon extérieur rp, de longueur L, les températures des faces internes et externes étant
respectivement T, et T, (cf. figure 11.9). On suppose que le gradient longitudinal de
température est négligeable devant le gradient radial.
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Flux radial _J{

Figure 11.9 : Schéma des transferts dans un cylindre creux[2]

L’équation de la conduction est :

. oT
ALAT + g5 = p. Cp.a

(11.32)

, . . ) .- aT
Dans le cas d’une conduction sans source interne(q, = 0 en régime permanent (E = 0):

Dans le cas du cylindre, le probleme est radial et ne dépend que de r. On rappelle que |
Laplacien en coordonnées cylindriques (indépendant de o et z) s’écrit :
d*T 1dT

AT =0

AT = — +

d2T

dr2 ' rdr

) d d/ d
Soit : r—+—T =0ou encore—(r—T) =0
dr dr

dr2 dr
Apres une premiere intégration :

—=A
rdr

D’ou:

T(r) = A.lnr + B (11.33)

Considérons des conditions aux limites de type Dirichlet :

T=T1 Si I=r,
T=T, si r=r,

T]_ =A.1n1"1+B

On obtient le systeme :{Tz =Alnr, +B

Soit

_ (Tzln 1‘1 - Tl ln 1‘2)

D
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D’ou:

T(r) = _IT(‘_T) Iny 4 (2R (I.34)
rp rz

Et par I’application de la loi de Fourier :¢p = —A.S. %
Soit :
@ =—A (2.1 L. r).j—z si_on considéere une longueur L de cylindre.

dT |T,-T,| 1

dr |1 ()| ¢
(&)
D’ou
A2.mL (T, - T,)
Q= T T V1T 2
In (E)
A2.mL
o =22 (M - Ty) (11.35)
In (—2)
ry
La résistance thermique est définie comme :R,, = TI;TZ
_ In(:2)
Soit Ry = 2L (I1.36)

On a ainsi défini une nouvelle résistance thermique pour une conduite cylindrique.

Cette relation étre représentée par le schéma électrique équivalent :

0]
Tt e— A MNAANAN—— T2
r,
In| =
N
R =
2 2n AL

Figure 11.10 : Schéma électrique équivalent d’un cylindre creux

I1.3.6. Cylindre creux multicouches

C’est le cas pratique d’un tube recouvert d’une ou plusieurs couches de matériaux
différents et ou 1’on ne connait que les températures Tr; et Ty, des fluides en contact avec
les faces interne et externe du cylindre ; h; et h, sont les coefficients de transfert de chaleur
par convection entre les fluides et les faces internes et externes (voir figure 11.11)
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Fluide 2 Tr

3

7N © J " ,

Figure 11.11: Schéma des transferts dans un cylindre creux multicouches[2]

En régime permanent, le flux de chaleur ¢ se conserve lors de la traversée des différentes
couches et s’écrit :

In (%) - In (11:—2)

(p = hl' ZT[. I‘l. L(Tfl - Tl) == - hz. 21‘[I‘3L(T3 - sz)

D’ou:
Ty — T,

(P:
In (r_z) In (r_3)
1 n ry/ | ry/ | 1
hi2nr;L ° 2mA,L ° 2mAgLl * h,27r;L

(11.37)

Ce qui peut étre représenté par le schéma électrique équivalent de la figure 11.12.

2rni, L 2nigL

Figure 11.12 : Schéma électrique équivalent d’un cylindre creux multicouches

Dans le cas d’un tube circulaire composite, compos¢ par exemple de n matériaux
superposés limité par des cylindres ro, r1... ry de conductivité respectives Ay Ao, ...... An.

in(1)
Ti—1

2TA;L

La résistance thermique de chaque cylindre est :R; =

n
La résistance thermique totale du tube est : Ry = ZRi (résistances en série)
i=1
Si les températures extrémes T; et T, sont imposées, on peut calculer le flux par la

. T,-T
relation ;¢ = 1R—2
T

ou Rt est la résistance thermique totale.
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I1.3.7. Les sphéres concentriques

Dans le cas d’une conduction sans source interne g, = 0 en régime permanent (% = 0).
AT =0

Considérons une sphere creuse de rayon exterieur re et de rayon intérieur ri. Le probleme
est radial (r) . En coordonnées sphériques on a :

d’T 2dT _ _td(sz>_
arz Trar - % ar\U @) T

Qui conduit a
T(r) =2 +B (11.38)

r

En considérant des conditions aux limites de type Dirichlet :

T=Te Si r=re
T=Ti si r=r
On tire
T; = — +B
T
—A
Te - - + B
re
( (Te - Ti)
AT
Ti Te
=><B_T' 1 (T, —T)
o 1 1
\ Ti Te
1_1
r I
T =T+ (G- T (11.39)
i Te
Et par I’application de la la loi de Fourier :
4TA
=77 -Te) (11 40)
N Te
Cette relation peut aussi etre mise sous la forme : ¢ = <
Avec :
1_1
I r
Rip = === I1.41
12 4TA ( )

Page 22




Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

I1.4. Surfaces auxiliaires ou ailettes en régime permanent

Les ailettes sont de bons conducteurs de la chaleur dont une dimension est grande par
rapport aux autres. Elles sont utilisées pour améliorer 1’évacuation de la chaleur d’un
systeme solide confiné dans lequel les densités de flux de chaleur sont élevées.

Les applications des ailettes sont maintenant tres nombreuses et tres développees :

- ailettes placées sur des conduites de vapeur d’eau chaude pour assurer le chauffage
(radiateur)

- refroidissements de moteur

- échangeurs thermiques (centrales thermiques)

- électricité : «radiateurs » de refroidissement d’éléments électriques, comme dans
les transformateurs

- microélectronique et microinformatique

A titre d’exemple sont présentées ci-dessous quelques photos d’ailettes vendues dans
le commerce pour la microélectronique ou I’électricité qui constituent parmi les plus
importants champs d’application.

Dissipateurs thermiques.
Résistances chauffantes a ailettes. Tube a ailettes (radiateur). Ampl ificateur de

puissance

Figure 11.113 : Exemples de systemes a ailettes utilisés dans différents secteurs
d’applications. [3]

Dans les paragraphes précédents, le transfert de chaleur par conduction dans le solide
et le transfert de chaleur par convection a partir de ses frontieres se produisait dans la
méme direction.

Dans les systéemes avec ailettes, la direction du flux de chaleur convectif est
perpendiculaire a la direction principale du flux de chaleur dans le solide.

Considérons le mur plan de la Figure 11.14 (a). Le flux de chaleur évacué du mur par
convection s’exprime par la loi de Newton :

¢ = h.S¢cn. (Tp — Too) (I1.42)

Si Tp est fixée, il y a deux possibilités pour augmenter le flux de chaleur évacué :
» Augmenter le coefficient d’échange convectif, h, en augmentant la vitesse de
I’écoulement et/ou diminuer la température du fluide T, . Dans la plupart des
applications, augmenter h au maximum ne suffit pas pour évacuer le flux de chaleur
souhaité et bien souvent le codt est trop élevé (installation de pompes ou ventilateurs
puissants et encombrants). Réduire T, est bien souvent infaisable dans 1’installation.
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» La deuxiéme solution est beaucoup plus simple a mettre en ceuvre : il s’agit
d’augmenter la surface d’échange Sgcn, en utilisant des ailettes s’étendant a partir du solide
dans le milieu environnant (voir Figure 11.14 (b)). La conductivité thermique du matériau
constituant 1’ailette doit étre élevée afin de minimiser les gradients de température entre la
base et I’extrémité de ’ailette.

L’augmentation du flux de chaleur sera maximale si 1’ailette est a température
uniforme a Tp(conductivité infinie).

(a) (b)

Figure 11.14 : Utilisation d’ailettes pour augmenter le flux de chaleur évacué du
mur : (a) mur plan, (b) mur muni d’ailettes. [3]

Il existe plusieurs configurations d’ailettes (voir figure ci-dessous), dont le choix,
dans la pratique, est conditionné par de nombreux critéres : 1’espace disponible dans le
systeme, le poids, la facilité de fabrication, les codts...Il faut également prendre en compte
la perturbation de 1’écoulement engendrée par la présence des ailettes (pertes de charge).

Figure 11.15 : différents types d’ailettes : (a) ailette droite a section constante, (b) ailette
droite a section variable, (c) ailette annulaire, (d) ailette en forme d’aiguille a section
variable. [3]

I1.4.1. L’équation de la chaleur pour des ailettes a section constante

On cherche a déterminer dans quelle mesure la présence d’ailettes peut améliorer le
transfert de chaleur d’une surface d’un solide vers le fluide environnant. Considérons
’ailette de section constante schématisée sur la figure 11.16 baignant dans un fluide en
mouvement a la température T,, . Pour quantifier le transfert de chaleur associé a cette
ailette nous devons tout d’abord determiner la distribution de température le long de
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’ailette a partir d’un bilan d’énergie que nous allons établir en posant les hypotheses
suivantes :

- Le régime est permanent et il n’y a pas de dissipation interne de chaleur.

- La conductivité thermique de 1’ailette A est constante.

- Le coefficient d’échange convectif h est uniforme sur toute la surface de 1’ailette.

- On néglige le transfert de chaleur par rayonnement.

- Le probléme est monodimensionnel, c’est-a-dire que le flux de chaleur ne se
propage que dans une seule direction (la direction x). On considére ainsi que la
température est uniforme dans une section de I’ailette en x donné, ce qui est généralement
assuré par I’utilisation d’ailettes fines.

¢mm: X h I
i QU=
u
¢0 ¢\ ¢\ +dx X
[
v <
dx h

Figure 11.16 : Bilan d’énergie sur une tranche d’ailette d’épaisseur dx.

Effectuons un bilan d’énergie sur le systéme constitu¢ d’une tranche de 1’ailette comprise
entre X
etx+dx:

©Ox = Px+dx T Pconv

e ¢y fluxde chaleur transmis par conductionen x : @y = —A.S. (%)X

. . dT
e  (x+dx flux de chaleur transmis par conduction en X + dX : @x44x = —A.S. (&)
x+dx

o  Dnyx flux évacue par convection a la frontiére entre x et X + dX : @convx =
h. p. dx(T(x) — Te)
ou:
S est I’aire de la section de passage du flux de conduction.
p est le périmétre de 1’ailette (périmétre d’échange du flux convectif).

xs(dT) xs(dT) — h.p.dx(T(x) — T,.)
S\ o ..dXX—.p.x X o

@(dT) (dT) _h.pd (TGO = T,.)
A%/ oy \dx/, ~ s VW T e

(dT) (dT) _{(dT) +d<dT) ] (dT) _dZTd
dx/yiax \dx/y  [\dx/, dx dx/,  dx? X
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= 9T = P10 - 1)

dxz T s VW T e
:dZT—h'p(T() Teo) 11. 43
Xz As - T e (I1.43)

Le champ de température dans 1’ailette T(X), est ainsi déterminé par la résolution de
cette équation (parfois appelée équation de la barre) associée a deux conditions aux limites,
écrites a la base et a I’extrémité de 1’ailette.

Posons 8(x) = (T(x) — T,,) et m? = ;i;
L’équation (I11.40) devient:

d?e 5

E—m 06=0 (11.44)

h coefficient d’échange convectif (W.m™2.K™).
A conductivité thermique du matériau constituant I’ailette (W.m™.K™).

S section de ’ailette (m?).
p périmeétre de 1’ailette (m).

Pour une ailette rectangulaire d’épaisseur e et de largeur1: S=1l.e etp = 2.(l+e)
Pour une ailette cylindrique de rayon R : S = m.R? et p = 2. R

L’équation différentielle (11.41), d’ordre 2 linéaire et homogene a coefficients constants,
admet une
solution générale de la forme :

0 = Ae™ + Be™™ (I1.45)
Ou 0 = A;ch(mx) + B;sh(mx) (11.46)

Les constantes A , B, A; et B; sont déterminées a partir des conditions aux limites a la base
et extrémité de 1’ailette.

I1.4.2. Ailette rectangulaire infiniment longue de section constante

Pour une ailette de longueur « infinie », la température a 1’extrémité sera égale a la
température du milieu environnant T, . Ainsi 6,— 0 si L—oo . La condition aux limites
en x = L s’écrit alors :
en x=0:00)=To-T, (a)
en x=L:06(L)=0 (b)

(b)=A=0
@=B=To-T.
D’ou:
T(X)_Too _

~mx .47

Le flux dissipé sur toute la surface de I’ailette peut étre calculé par intégration du flux de
convection local :
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L
¢Qp = J;) h.p [T(x) — T ]dx

Ou plus facilement en remarquant que dans le cas du régime permanent, ¢’est le méme que
celui transmis
par conduction a la base de I"ailette soit : @p = Q¢x=0)

=—-A.S (d—T> = —A.S.(Tp — T, ) (—m)e™)  avec m = hp
Pe= Ao \ax) L, ~ V0T e xS
D’ou:
¢@p = Vh.p.A.S(Ty — To,) (11.48)
Remarque :

Dans la pratique, I’hypothése L—o0 sera considéré valide si

ok < 0.01(= 19%)(ou T, = 0.99T,,), soit mL = In(10) ouL = 22 avecm = |32

I1.4.3. Ailette rectangulaire de section constante isolée a Pextrémité

La solution de I’équation différentielle du second ordre est du type :
0(x) = A;ch(mx) + B;sh(mx)  (11.49)

On détermine A; et B a partir des conditions aux limites :

T(x=0) =T, = 0(0) =T, — T, =0,

dT de
—A.S. (—) = 0 (conservation du flux de chaleurenx = L) = (—) =0
dx x=L dx x=L

0o = A;ch(m. (0)) + Bysh(m. (0)) = A, = 6,

—04.sh(mL)

de
( )sz = A;.sh(mL) + B;ch(mL) = 0= B, = p—

dx

La distribution de température s’écrit alors :

009 = Ooch(m) — e shm
5 0(x) =0, ch(mx). cthC;nsli(mL).sh(mx)
= 6(x) = 6, w
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La solution peut s’écrire :
(T() — To,) _ ch(m(L — x))

I1.50
Ty — T chmL ( )
Et le flux total dissipé par I’ailette a pour expression :
¢@p = m. A S.tanh(m. L)(Ty — Teo) (I.51)

I1.4.4. Efficacité d’une ailette

On définit I’efficacité d’une ailette comme étant le rapport entre le flux de chaleur
evacué par Iailette @y, et le flux de chaleur qui serait évacué sans ailette @,y

Le flux échangé par cette ailette idéale serait :

Omax = h.S. (T — To) (I1.52)

» Dans le cas de ’ailette « de longueur infinie », I’efficacité s’écrit :

@p = /h.p.A.S(Tp — To) (I1.53)

€= (Pp
Pmax
h.S. (Ty — Too)
Ap

» Dans le cas de I’ailette « de longueur finie L »,
Pmax = h. p. L. (TO - oo) (H' 55)

L’efficacité s’écrit :

h.p
¢p  mAS.tanh(m.L)(Tp — T,) 7S - A-S-tanh(mL)

€=
Pmax h.p. L. (Tp — Te) h.p.L
_w/h.p.)\.St h(mL
~ h.pL ° anh(mL)
_ tanh(m.L) 56
£ m.L (I1.56)

Page 28



Chapitre 11 : Transfert de Chaleur par Conduction en Régime Permanent

L’efficacité d’une ailette est avérée si € >1 . Ainsi I’efficacité de 1’ailette est
améliorée par :

v" le choix d’un matériau de conductivité élevée.

. . , . P e . ,
v" le choix de la géométrie de Iailette, telle que S élevé (utilisation d’ailettes fines).
v" le choix d’un coefficient d’échange convectif « relativement » peu élevé (tout en

assurant
un flux évacué g, élevé). Ainsi I’utilisation d’ailettes sera plus justifiée dans le cas ou
le fluide en écoulement est un gaz plut6t que dans le cas d’un liquide, et lorsque le
transfert de chaleur se produit par convection naturelle.
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