Chapitrel Rappels des principaux résultats du la théorie du signal

1.1 Définitions
1.1.1 Définition d’un signal

On appelle un signal toute grandeur physique variable en fonction du temps et véhiculant une information.

- Dans la pratique un signal est généralement délivré par un capteur mesurant une grandeur physique (son,
parole, température, pression...) sous forme d’un courant ou d’une tension électrique.

- Mathématiquement un signal est défini par une fonction du temps : s(t)

Ou t : est une variable réelle représentant le temps et s(z) : est un nombre réel et parfois complexe.

Exemples de signaux :
- Ondes électromagnétiques captées par les récepteurs radio et télévisions

- onde lumineuse dans une fibre optique

- La tension électrique dans un fil téléphonique
- Onde acoustique

- Signaux physiologiques : ECG, EEG, EMG ...
- Variation de la température d’une picce

- Signaux géophysiques : vibrations sismiques

- Intensité d’un courant électrique

1.1.2 Théorie du signal
La théorie des signaux est I'ensemble des outils mathématiques qui permet de décrire les signaux émis par

une source ou modifiés par un systeéme de traitement.

1.1.3 Le traitement du signal

Est I’ensemble des opérations qui visent a modéliser, analyser, extraire, exploiter, transformer, restaurer,
compresser, transmettre 1’information contenue dans des signaux (amplification, modulation, démodulation,
échantillonnage, conversion analogique-numérique (CAN) et Numérique-analogique (CNA)...). Toutes ces
opérations doivent étre effectuées sans que I'information soit dégradée ou a défaut que la dégradation soit la

plus faible possible.

1.2 Classification des signaux

11 existe différents modes de classification :
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a) Classification morphologique :

On distingue ici les signaux qui prennent des valeurs a chaque instant t (signaux continus ou

analogiques) et les signaux qui n’ont de valeurs qu’a certains instants ¢; (signaux discrets).

5 A st

i W TTﬂI}
~_/ el "I“lr

sigaal analogiue signal discrat

b) Classification spectrale :

On classe les signaux suivant la bande de fréquence qu’ils occupent.
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Un signal peut étre classé selon la distribution de son énergie ou de sa puissance en fonction de la fréquence
(spectre du signal). Le domaine de fréquence occupé par son spectre est aussi appelé la largeur de bande du
signal.
AF = Fax — Finin
Généralement on compare aussi la largeur de la bande spectrale du signal au domaine de fréquences dans
lequel se situe cette bande. En considérant la fréquence moyenne.
Finoy = (Fmax + Fiin )/2

*  Pour AF/F oy est petit (Fmax = Fmin), les signaux sont alors a bande étroite.

*  Pour AF/Fpy est grand (Fmax 2 Fin), les signaux sont alors a large bande.
Pour les signaux a bande étroite, il est possible de les classer par le domaine de variation de la fréquence
moyenne F,oy en deux catégories:

v’ Signaux a basses fréquences (BF) : F moy < 300 khz,

v" Signaux hautes fréquences (HF) : Fyoy > 300khz.

)



¢) Classification énergétique
Les signaux peuvent étre a énergie finie ou a puissance moyenne finie
e Les signaux a énergie finie
Ces signaux vérifient la condition :

+00
Es = f |s(0)|?dt < +oo

— 00
Ils sont dits aussi signaux de carré intégrable ou a carré sommables. Tous les signaux transitoires ou a

support borné que ce soient déterministe ou aléatoires sont a énergie finie.

* Les signaux a puissance moyenne finie non nulle

Ce sont les signaux qui satisfont a la condition :

T
|1z ,
0<PS=T11_r>1;1O Tles(t)I dt| < oo
2

Tous les signaux périodiques sont de cette classe. Pour un signal périodique de période Ty, la
puissance moyenne totale se calcule sur une période.
Remarque :
v Un signal a énergie finie posséde une puissance moyenne nulle ( P = 0 ),
v" Un signal a puissance moyenne finie non nulle, posséde une énergie infinie (Eg = o0 ).
d) Classification phénoménologique (typologique)
Cette classification est basée sur 1’évolution du signal en fonction du temps, elle fait apparaitre deux
types fondamentaux.
* Signaux Déterministes ou Certains
Leur évolution en fonction du temps peut étre parfaitement décrite et prédite par un modele
mathématique approprie (formule mathématique). On distingue deux sous classes :
v' Les signaux périodiques
Un signal s(¢), périodique de période T satisfait la relation
s(t) = s(t+kTy)

Ou k est un entier.
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Un cas particulier des signaux périodiques, sont les signaux sinusoidaux.

v’ Les signaux non périodiques.

* Signaux Aléatoires ou incertains (dites aussi probabilistes ou stochastiques)
Ces types de signaux ont un comportement temporel imprévisible et leur description se fait a base
d’observations statistiques (densité de probabilité, moyenne, variance,...).
Exemple : Signaux physiologiques, le bruit affectant un signal, le signal de la parole.
e) Autres classifications

* Signaux causaux

Un signal s(t) est dit causal si s(#) =0 pour t <0
Expérimentalement, tous les signaux sont causaux, et ¢’est par commodité théorique que I’on définit les
signaux sur tout I’axe des temps.
* Signaux pairs et signaux impairs

v Un signal s(t) est dit pair si s(—t) = s(t), Ex : signal rect(t), tri(t), cos (t)

v Un signal s(2) est dit impair si s (—2) = — s(¢), Ex : signal s (2)=sin (¢)

v" Un signal peut étre ni pair ni impair : s(2)= é&".

v" Tout signal réel s(#) peut étre décomposé en une partie paire sy(t) et une partie impaire s; (2).

S8 =sp(2) +5i(2)

Avec sp(t) = S(t)zﬂ et si(t) = w

Remarque :

Les signaux physiques ont les caractéristiques suivantes :

Causals,

- Temps continu,

Amplitude bornée,

Energie bornée,

Spectre borné (tend vers 0 lorsque la fréquence tend vers I’infini).
Mais sur le plan théorique, pour la commodité du calcul et I’étude de certains phénomenes, les signaux sont

généralement représentés par des fonctions :
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- Définies sur I’ensemble des réels (signaux non causals),

A valeurs complexes,

Avec des discontinuités (signal rectangulaire par ex.),

- A énergie théorique infinie,

A spectre infini.

1.3 Signaux élémentaires
Les signaux élémentaires sont des signaux tres utilisés en théorie et traitement du signal
1.3.1 Echelon unité (t)

(1, pourt =0
u(®) = {0, pourt <0

u(t)

Exemple : une tension v(¢) continue de 10 Volts appliquée a un circuit électrique a I’instant t=0
s’écrit :
v(t) = 5.u(t)
1.3.2 Rampe unité

_(t, pourt =0
r(®) = {0, pourt <0

r(at) = a.r(t)

rith
'

ka

r(t) exprime la vitesse de variation de la grandeur considérée.
Exemple : r(t) = 0,5.t peut exprimer la croissance linéaire de la température d’un four.

1.3.3 Fonction signe sgn(t)
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+1, pourt > 0
sgn(t) =10 pourt =20
-1, pour t<0

1
t
-1
On peut également définir sgn(t) par :
t
sgn(t) = T poutt # 0

sgn(at) = sgn(t) va>0
1.3.4 Signal porte ou impulsion rectangulaire

1 pour =Ty /2 <t < Ty/2

PTO (t) = rectr, (t) = {O ailleurs

1 pour |t| < Ty/2

PTo(t) = 7ﬂeCtTo(t) = {0 pour |t| > TO/Z

Exemple : s(t) = rect,(t)

-05 0 05  tem F':s (=)

1.3.5 Signal impulsion triangulaire

Un signal triangulaire de durée T} est donné par 1’expression suivante :

2. |t] -To T,
1-— T pourT <t< ?
trir, (t) = 0
0 ailleurs

La représentation graphique de I’impulsion triangulaire est donnée par la figure suivante :
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1.3.6 Signal sinus cardinal
Il est donnée par:

) sin (t)

sinc(t) = .

Sa valeur a I’origine est égale 1
Il s’annule aux valeurs de ¢ = n.m (ol n est un nombre entier et différent zéro).
Ce signal vérifie les relations suivantes :
1 p+o0 .,
;f_oo sinc(t) =1
1 p+o0 ., 2 _
;f_oo sinc?(t) =1
1 p+oo .
- f_oo a.sinc(at) =1 avec a constante non nulle.

1 sine ft)
1

./_\./ AN f-'“--..f}

T T

1.3.7 Signal sinusoidale
La forme générale d’un signal sinusoidal est donné par :
y = Asin(wt + ¢) = Asin(w(t + O/w)) = Asin(w(t + 1)
avec (0<|p|<2m) et (A € R)
A: U'amplitude du signal,
¢: la phase du signal a ’origine (enrad),

T: décalage temporel (en sec) entrainé par la ph @.




LY Asin(mt+ @)

A sin(d)
A /
Plo | T -
1.3.8 Fonction Impulsion de Dirac
Elle est définie par la relation suivante :
5(t) = { —oo pourt =20
0 ailleurs
Elle est représentée graphiquement par une fleche verticale placée a I’ origine.
3{(t)
0 t

Elle peut étre approximée par une fonction porte d'amplitude % et de largeurt (7 — 0).Cad:

1
6(t) = ‘I[I_I)T(} ;.rectr(t)

* Propriétés de ’impulsion de Dirac
v [PPsdt=1
v [T7s().8(0)dt = s(0)
v T2 s(0)8(t - to)dt = s(to)
vV oa.6(t—1t).b.6(t—t,)=0 sit; #t,
v oa.§(t—t).b.5(t—t,) =a.b.6(t—t)0 sit; =t,
v §(—t) = 6(t) c’estun signal pair.
v s5(t).6(t) =5(0).8(t)
v os(t).6(t —ty) = s(ty).0(t —tp)

Remarque

Il y a une différence entre s(t) = x(0) et s(t) = x(0).5(t).




v §at) =29

la|

v §wt) = sQnft) =9

2nf
1.3.9 Peigne de Dirac 87,(t)
Le signal peigne de Dirac 67, (t) est une suite infinie d’impulsions de Dirac régulierement espacées de
Ty. 1l est défini par : 8r,(t) = Xl 8(t — kT)

C’est la somme des impulsions de Dirac décalées aux instants kT,.
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1.3.10 Quelques relations entre signaux

v’ Relation entre la rampe r(t)et l'echellon u(t) :
t
r(t) = fu(r)dr = t.u(t)
v Relation entre 1’échelon u(t) et I'impulsion de Dirac §(t)
t
u(t) = f 6(t)dr

La dérivée au sens de distribution de u(t) nous donne §(t).

5(t) = d’;it)
u(t) = d:l(tt) pourt # 0

v’ Relation entre sgn(t) et u(t)
sgn(t) = 2u(t) — 1pourt # 0
sgn(t) = u(t) — u(-t) vt

v" Relation entre rect(t) et u(t)

rectr,(t) = u (t +%) —u (t—%)




1.4 Série de Fourier

1.4.1 Série de Fourier trigonométrique

Tous signal périodique (t), de période To, il peut étre développé en une somme de fonctions

réelle

sinusoidales de fréquences f multiple de la fréquence du signal f, = p Cette série est donnée par la
0

relation suivante :

s(t) = ag + i[ .COS (Znnt) +bn.sin( T

n=1

s(t) = ay + [an.cos(ZnnfOt) + b,,. sin(2unfyt)]

n=1

Ou a,, et b, sont les coefficients de la série de Fourier trigonométrique réelle, ils se calculent a partir des

relations suivantes :

To
To
Qo = 7~ s(t). dt—— js(t) dt etb, = 0,V s(t)
O
2
To
TO >
2
a, = N s(t).cos(2nnfyt).dt = o fs(t).cos(ZnnfOt).dt
o) 0
T,
2
To
To
2
b, = N s(t).sin(2nnfyt). dt = — f s(t).sin(2nnfyt).dt
o)

N 1 P . .
oun fy= o est la fréquence fondamentale et nf, les fréquences des harmoniques.

2

a, : La valeur moyenne ou la composante continue du signal.

Exemple d’application
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1.4.2 Série de Fourier Alternative réelle
Elle se déduit de la série trigonométrique réelle. Elle est donnée par la relation suivante :

s(t) = Ay + ZAn.cos(ZnnfOt—gon)

n=1

Ay=ay , A, = /anz + bn2 et @, = arctg(z—")

Remarque : les coefficient A, sont appelés les amplitudes spectrales ; c.a.d. : A, est ’amplitude de la
composante spectrale : A,,.cos(2nnfyt — ¢,) ala fréquence nf; .
1.4.3 Série de Fourier complexe

Elle est donnée par la relation suivante :

s(t) = z C,. eJ?mfot
n=-—oo
Avec

To
To

TO
2

Cr =




Ou C():Clo , an=2xRe{Cn}, bnz—ZXIm{Cn} et an an_z_]bn

Exemples :

1) Soit C, une suite définie par: C;=C_= — et €= 0. si n=(L-1).
Déterminer §(t)?
Solution
+ ot t t
+2m— A 25— —Im= 2t
— . = T 4 Y = b
s(t) = Zr'fne = o [ T € ) = Acos( = )
n=- =

Calculer les coefficients réel et complexe de développement en série de Fourier du signal s (t) de la figure
suivante :

Train dimpulsions carrdes

A -
i Ui_ __________________ —4
—2-'1' i i i -T —TI': —-r‘!'iZ O --Zi?L Til : '11' i i i 2T
temps (s2c)
1 J-T 17/ 18/ A6
Qg = = s(t}df=—[ s(t}df=—[ Adt = —
© Ty * T-—szl T-—ﬁ'fz r
8 g
24 2 2mnt 2417 T . ys2mnty]2 24 | y/nm@
=T ) e mg( T )dfz?[znns”l( T )] o ZESE”( T )
2
. smng
248 Stn (?) 248 neg
Ay = T e = T sinc (?)
T
8 8
24 rz | s2mnt 24 T 2mnty 1z
b, = —f sm( )da‘:— — ms( )]
T _% T T 2mn T _e
b A [ nng N mné 0
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Tapez Bine éqRation ici.
0

C, = ?sinc(nnfoe)
Donc le signal s (t) s’écrit :

o A0 .
s.(t) = Z Tsmc(nnfoe).e’z”"fot

n=—oo

1.4.4 Représentation spectrale

Les coefficients C,, sont les composants du spectre en fréquences S(f) du signal (t), tel que :




S = ). Cd(f = nfy)

n=—oo

Le spectre S(f) est dit bilatérale parce qu’il utilise les fréquences positives et négatives
S(f) est en général complexe, il peut étre écrit :

S(Uf) = IS(N)le/*P)
Avec :
IS(f)| = |C,] : 1e module du spectre appelé spectre d’amplitude.
o(f) = |C, : 'argument de C,, (la phase du spectre) appelé spectre de phase.
v’ Spectre d’amplitude : _
SHI= D 1Cal 8¢ = )

n=-—oo

v Spectre de phase :

n=gco b
p(f) = Z 0, 8(f —nf,), avec B8,=ArglC,] = arctg(—a—“)
n

n=—uo2

—m=6,=m1 VYnelk
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Exemple 2
Si on prend le signal train d’impulsions rectangulaires s, (t) de I’exemple précédent, C,, = gsinc(nn f00).

: 1
avec = 560 . On a aussi f; = i Alors :




Le spectre d’amplitude sera :
A ) m
Cal = ) Ssine (%) 8¢ = nfy)
n=—oo
Les coefficients C,, sont réel, donc le spectre de phase est nul pour C,, = 0 tandisqu’il est égale a m ou -

pour C, <O0.
specire d'amplitude

amplitude
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1.5 Transformée de Fourier
1.5.1 Définitions
a) Transformée de Fourier

On peut considérer la transformée de Fourier des fonctions non-périodiques comme une extension du

. L. . N L. e . . . . 1
développement en série de Fourier au cas ou la période est infinie. Ceci fait tendre la fréquence f; = P
0

vers z€ro et le spectre devient alors une fonction continue de f.
Soit un signal s(t) non périodique, alors la transformée de Fourier de s(t) est notée par S(f), elle est
définie par :

+ oo

S(f) = TF[s(8)] = f s(6). et gt

S(f) : Spectre complexe
|S()|: spectre d'amplitude

Arg[S(f)]: spectre de phase
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b) Transformée de Fourier inverse
On peut reconstruire le signal s(t) a partir de son spectre complexe S(f) en utilisant la transformée de

Fourier inverse, elle est définie par :

+o00

s(t) = TFYS(f)] = f S(f). e*2rt, df

— 00
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1.6 Produit de convolution

Le produit de convolution entre deux signaux s;(t) et s»(t) est définit par la relation suivante :

+00

s1(t) * s,(t) = f 51(1).s,(t —1).d*

Le prduit de convolution est appelé aussi (composition de Schwartz).
1.6.1 Produit de convolution et systeme

Soit le systeme linéaire est invariant dans le temeps définit par le schéma synoptique de la figure suivante :
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6 Elément neutre de la convolution

I’impulsion de Dirac d(¢) représente 1’élément neutre de la convolution. Cad :

s(t) *6(t) = 6(t) *s(t) = s(t)
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On appelle densité spectrale d’énergie la fonction :
o(f) =IS(HI?
v' Propriétél : @(f) = 0Vf
v Proprit€2:  @(f) = ¢(=f)
v' Proprité 3 : la fonction d’autocorrélation R,(7) et la densité spectrale d’énergie @(f)
constituent une paire de la tarnsformée de Fourier. Cad :
TF[Rs(D)] = o(f) = IS(OI?

1.7.3 systéme linéaire de signaux a energle finie
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On appelle ¢, = TF[R;,(7)] densité interspectrale d’énergie (D.LE).
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