Chapitre 3. Principe d'ajustement du modéle

1.1 Introduction :
Soit un ensemble de mesures expérimentales (Yo.....yn), ONn aimerait trouver un modéle
ajustable (une loi affine ““linéaire’’) qui doit suivre (ou reproduire) ces mesures.

modele ajustable x(7)

~ Y

Figure I11.1 Principe d’ajustement du modéle

Les différentes droites Xx(t) (en rouge) sur la figure précédente représentent différents modeles
(lois affines ajustables en ordonnée et en pente), elles sont ajustées au mieux pour suivre les
mesures (points bleu). On constate que la "qualité" de I'ajustement différe d'une droite a l'autre,
ici le critere d'ajustement n'est pas clairement exprimé.

I11.2  Critere d'évaluation de I'erreur de modélisation : ¢‘critére des moindres carrées”’
Il existe plusieurs critéres d’évaluation du modéle ajusté, parmi lesquels, le critére de
I’erreur quadratique cumulée (ou le critere des moindres carrées).

Soient y(ti) les observations faites sur le systeme et x(ti , a1, az,...) les valeurs prises par le
modeles aux instants d'observation. Posons € I’écart (ou I’erreur) entre les mesures et le
modele, alors on peut écrire :

.y('rj) — x(f, ’al’al"') + E.
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L'erreur quadratique cumulée est alors exprimée par :

",

Elay,a,.) = D &

iy
,

Ela,,a,..) = X (y(t,)—x(t,,a,a,..))

N

La minimisation de ce critére constitue 1’objectif a atteindre : plus il est minimal, plus le modele
est parfaitement ajusté et les erreurs de modélisation sont minimes.

1.3 Minimisation du critére des moindres carrées
La figure suivante présente le graphe de I’erreur carrée € par rapport au modéle (a,, a,, ..).
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Figure 111.2 Dépendances quadratique des erreurs par rapport au modele

La Figure I11.2 montre que le modéle présente une dépendance quadratique par rapport au
critere quadratique de I’erreur. Si on suppose qu'il y a indépendance/orthogonalité des
parametres, alors le critere d'erreur présente un minimum aux dérivées de I’erreur par rapport
aux parametres :
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La resolution des équations précédentes nous donne des valeurs du modele dites optimale par
rapport au critere quadratique :

o0& Résolution des & équations

“= =0 = a,,d,...,d,
da,

Et I’obtention du modele le plus proche des mesures :

A

x(t) = x(t,4a,,d,, ... a,)

La résolution de telles équations peut étre plus au moins difficile & mettre en ceuvre, selon le
modéle voulu (linéaire, non linéaire...etc.). Dans ce qui suit, nous n’allons considérer que les
méthodes d’obtention de modeles linéaires.

1.4 Modéle lineaire
Soit un modéle de variable explicative x(t), caractérisé par un jeu de parametres p
{a;, a, ...ay. }. Le modele est linéaire par rapport a ses parameétres s'il vérifie :

X(f,/hpl + Azpz) = /\LX(I:pl) + Azx(t:pz)



Un modeéle linéaire par rapport a ses parametres a une expression du type :

x(t) = a, fi(t)+ a, f,(1) +...
Ou les £1(9), £2(¢)...sont les formants du modele.

Exemples :

x(t) = ay+ a,t +a,t*...  x(t) = Acos(10t) + Bsin(10t)

I11.5 Ajustement des parametres du modeéle linéaire
On dispose de n mesures des sorties (expérimentales) d’un systeme (y(ty), y(t2)... y(ta)). On
désire ajuster les parameétres du modéle linéaire :

x(t) = a, fi(1)+ay fL(1) +..+ a, (1)

pour qu’ils correspondent aux mesures expérimentales.

Ecrivons les expressions du modéle aux instants de mesures : (x(t1), x(t2)... x(tn)), ainsi que le
critere quadratique d'erreur cumulée a optimiser :

n

E(alﬁazw) = Z (y(fi) - x(ti))
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Le tableau suivant résume les données du probléme :

n | abcisse | mesure modele
3 viey) N xtey) = a, file)+ay fLle)++a, [ ()
2 15 vity) Nx(ty) = a, fil) +ay fL() +o+a, f(t,)

n t vit,) Vx(t,) = a, f(t,)+a, f5(t,)+. +a,f.(t)

Nous pouvons donc écrire :
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E = 2 vit) — arfit) — ayfalt,) = = ap fol1)T

i=1

Les dérivees du critere quadratique € sont données par :
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Les parameétres optimaux (d,, d,, ..., dy) sont obtenus en résolvant le probléme :
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1.6 Présentation homogéne du probleme
L’équation de minimisation est présentée comme suit :

alZfT({i) + aszl(ff)fz(ff) + . T akal('ri)fk(ff) = Zfl(ri)y(fi)

alZfl(rf)fZ(fi) + alZfi(fi) + ...+ akZ fz(fi)fk(ff) = Zfl('ri)y(ri)

Avec :
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Les équations de minimisation peuvent donc s’écrire sous la forme matricielle :

RO =0



La résolution de cette équation matricielle donne la solution optimale pour le modele :

0 = R'O

Remarque importante : La matrice R doit étre inversible.

1.7 Ecriture matricielle du probléeme des moindres-carrés

Soit x(t) le modele linéaire par rapport a ses parametres :

x(t) = ay f1(t) + ay folt) +..4 ap fi(1)

Soit X I'ensemble des valeurs prises par le modéle et Y les mesures :

x(2,) a, f(t)+a, fot )+ +a [, (1) v(#)
% = x(1,) _ a, fi(t,)va, fLolt,)+.+a, f(t,) 7 = ¥(t,)
x(t,) alfl('rn)_]—ﬁiifii(rn}—{_ +a, [ (t,) .V.(.I:n)
filt)  faln) filty) a;
Posons: | H = Fi(ty)  falts) Silty) g = |9 - X
Filty) fo(t) Filty) g
L'erreur quadratique cumulée s'écrit :
: |‘51‘I
E = Z(‘y(‘fi)—x(ff))z = ZE:Z E = (tEl &, EH. E2
-1 i=1 ‘E
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Sachantque:e =Y — X etque X = H, I'erreur cumulée s'écrit :

E =(Y-HO)'(Y-HS)

Et la minimisation du critére se fait pour

o€
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La solution optimale sera obtenue pour .
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En remarquant que € est scalaire, on obtient :

o0&

—— = —2H'(Y-H®
0 (Y 0)

Et la solution optimale est donc :

Exercice d'application : Modélisation de 3 mesures successives par un modéle affine de la
forme : x(t) =a + bt.

1) Déterminer les valeurs prises par le modéle pourt=0, 1, 2.

2) Construire le tableau des valeurs prises par le modéle aux instants de mesure, le vecteur
des observations.

3) En déduire les matrices/vecteurs Y, H et 8 = (a, b)”

4) Calculer la solution optimale 8

~Y

0 1 2

Solution : Ona: x(t) =a+ bt =af;(t) + bf,(t),avec: f;(t) = 1et f,(t) =t

fit)  fo(ty) 1
Donc H = [f1(ty) fo(t)| = [1
1(t3)  fo(ts)

1 0
A T ypv—1 g7 N 1 1 1 1 1 1 083

Donc :a=0.83 et b =0.5000.
Ou en utilisant Matlab : >> H=[1 0;1 1;1 2] ; Y=[1,;1;2] ; tetas=inv(H*H)*H™*Y
tetas = [0.8333

0.5000]



