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Correction d’examen probabilités et statistiques

Exercice 0.1. (5 points) Soit (Ax)xex un systéme complet d'événements aléatoires dans €, c'est-a-dire une partition

) : pon . .
de Punivers ©, si on a pour tout k € K, Ay & de probabilités strictement positives, P(Ay) > 0 alors on peut écrire tout
événement. A:

P(A) =Y P(AJAP(AR). - - - - @ (1)
kek
L'événement certain Q peut étre éerit comme:
.

Q=J@) - -- - O

keK
On a alors
A=AUQ=Q=AO<U(Ak)) =JAn4y). . - -- - @

kEK keK

Puisque les Ay sont disjoints, les A N Ay ont également disjoints. Par conséquent, par la propriété d’additivité des
probabilités, on a :

P(A)=Y PANAY.  _ . . .- -
keK

€
Par définition de la probabilité conditionnelle, si P(A;) >0, on a:
P(ANA)=P(A| Ax)-P(Ak). - - - = =~ C )

En remplacant P(A N Ax) dans la somme précédente, on obtient :

P(A)= S P(A|Ay)-P(AK). . _ - ~ - -
keK

Exercice 0.2. (5 points) Le systéme fonctionne donc :
P(S)=P((ANBND)U(ANCND)) =0,168 .-+« ~ - -- - -
P(A)- P(B) - P(D)+ P(A)- P(C)- P(D) - P(A)- P(B)- P(C)- P(D)=0,168
0,5-¢-0,4+0,5-(1-1t)-0,4-(0,5-t-(1~1t)-0,4) =0,2t+0,2 - 0,2t — 0,2t(1 - t)

Alors
0,2t2-0,2t+0,2=0,168 . - - =~

On résout cette équation pour déterminer ¢ :

A = (0,2)? - 4(0,2)(0,032) = 0,0144

e _ —b+VA _ —(-0,2)+00I# _02+012
h=— 7 2(0,2) 0,4 ’
_ —b-vVA _ —(-0,2)- /001 _02-012 _,, _ _ -
=5, % 2(0,2) 0,4 ’

Donct=0,8ett=0,2.
P(ﬁnS)_P(Gn((AanD)u(AnCnD))) o
P(S) P(S)

P(CN(AnBND)) _P(C): P(A)-P(B)-P(D)
= P(S) B P(S)

A

@
)
@9
€9
P(C/S) = ’;./ O




® Pourt =08

. g
PC)=1-P(C)=1-0,2=0,8 ¢t P(C/S)=07619 ©,1>
* Pourt =02 7 [_)
P@)=1-P(C)=1-0,8=02 et PC/s)=00416 . .. O, 7"
Exercice 0.3, (5 points) Unc variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramétre p (X ~ B(p)) si
P(X=1)=p, PX=0=1-p. ., . , .. - M.)
Une variable aléatoire ¥ suit une loi de Bernoulli de parameétre ¢ (Y ~ B(qg)) si :
P(Y=l)=q, P(Y:O):l—q - - - Z == @
Considérons la somme :
S=X+Y.

La variable aléatoire S peut prendre les valeurs suivantes :

* 5=0 (les deux variables valent 0), e d w2 KR

I O\\

e

Calculons les probabilités associées aux différentes valeurs de S :

® S =1 (I'une des variables vaut 1, 'autre vaut 0),

® S =2 (les deux variables valent 1).

P(S=0):
P(S=0)=P(X =0etY=0)=P(X=0)-P(Y=0)=(1-p)1-9). . .. @

P(§=1): Par indépendance :
P§=1)=PX=1Y=0)+P(X=0Y=1)=p(l-¢)+(1-p)g - - - @

P(S=2): ~ 2 £
P(S=2)=P(X=1letY=1)=P(X=1)-PY=1)=p-q. - -

R

Exercice 0.4. (5 points)

1. Détermination de la constante k

La condition pour une densité de probabilité est :

f(z)dzr =1

/.“ f(z) =/;0d:+/0& ke 2%(1 —e*%)dz = 1.

k k 1 1 . /\;
-2 _ —Sul',z___._,,.;- —— =1 . . O
/u ke *** dr [oske dr S k(2a 3) )

Les intégrales sont calculées comrne suit -

T emtargy o ) /x “dargy o 1
¢~ 3o = —, e = —.
-/0 f 2a 0 3a

On trouve : +
k~-6-la=l = k=6a o @

Etona:

Alors :




2. Fonction de répartition F(z)

La fonction de répartition est définie par :

F{al) /_ "

Pourz < 0,on a: .

F(z)=/m 0dt=0. , . (r,\)

Pour z > 0,0n a:
x T
F(r) =/ 0dt+/ Gae (1 = e ™) dt = 3(1 - ¢ 2"7) = 2(1 - ¢~ M),
0

- 00
Alors :
F(z) =1 - 8¢20% 4 2¢~ 3%, poom o E o ( /\>

3. Calcul des probabilités pour a =1
Pour a = 1, la densité devient :
f(z) =6e"2*(1-€7%), z20.

(a) P(-1< X <25) "
P(-1< X <25)=P(0< X <25) = F(2.5) - F(0) = F(2.5) =1 -3¢ + 2 "* =098, (0,

(b) P(1.5 < X <3.75)
P(1.5 < X <3.75) = F(3.75) - F(1.5) = (1 - 3¢~ 4 2¢7"%) — (1 - 3¢™3 + 2¢7%%) = 0.125. - @
Substituons les valeurs numériques pour obtenir le résultat.
(c) P(X > 6)
P(X >6) =1 - F(6).

On calcule : P
F(6) =1-3e"'? + 28 =1 - 99998 ~ 0. “« m T




