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Examen final

La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la note finale.

Exercice 01(Question de cours) :(05pts)
1- Donner la définition de :

(i)- Plongement, forme différentielle alternée, Fibré tangent.
(ii)- Enoncer le théoreme de : Morse et Sard.
(iii)- A?(U Cc R",K) : L’ensemble .....
(iv)- Q0. (U C R"K) : L’ensemble .....
2- Réponder par :(Oui, Non, pas évident)
(i)- Si M est une sous-variété, T,, M est un espace vectoriel, Ym € M ?.
(i))- Sila dim(M)=n, T,, M est de dimension n, Ym € M ?.

(iii)- Si M est une variété différentielle, T,,, M est un espace vectoriel 7.

Exercice 02 : (05pts)

Soit les ensembles suivants

My ={(x,y,2) eR®: 2 +y* + 22 =122+ y* —x =0}.

My ={(z,0)eR? 0<z<1}U{(0,y) eR?, 0<y<1}.

M; =T?= 5" x S!: le tore.

- Est ce que My, M5 et M3 sont des sous-variétés 7, si la réponce oui qu’elle est sa dimension et régularité.

Exercice 03 :(05pts)
1- Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V' de 0 et un voisinage ouvert W de 1, tel que ’ensemble

{(z,y) e Vx W; 1 —ye® +xeY =0}

soit le graphe d’une fonction g de classe C! définie sur V' a valeur de W, vérifiant g(0) = 1.
2- Donner un developpement limité a ’ordre 1 de g en point 0.

Exercice 04 :(05pts)
I- Soit le champ de vecteur ? =e¥ i+ (re¥ — 2y) i

H
(i)- Calculer la divergence div(?) et le rotationnel r—oz)f(ﬁ)

II- Soient wy et wy deux 1-forme différentielle :
wy = e¥dx + (ze¥ — 2y)dy, ws = 2zydr + 2dy

(i)- Calculer dwy, dws, wi Awy et d(wy A ws)

(ii)- Montrer que w; est fermée, calculer sa primitive wy = df

Baréeme :(0.5 x 10) + (2+14+2)+ 44+ 1)+ (054+1405%x4+0.5+1) Bon courage
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Exercice 01(Questions de cours) :(05pts)
1- La définition de : Soit ¢ : O C E — F de classe C* et 2 € O

1.

6.
7.

Définition 1 (Plongement) Soient M une sous-variété de R™ et f : M — RP un C*-difféomorphisme
de M sur f(M). On dit que f est un plongement si, f(M) est une sous-variété de R".

. Définition 2 Soit

fiEXEXFE..xE=FE — K
(21,22, ..., Tp) = fx, 29, ..., 1)

est dite forme linéaire alternée si,
flr1,mo, o, Ty oy Ty o @) = — f(201, T2y ooy Ty ooy Ty oy X)), Vi, =1peti#j
Définition 3 : Soit M une variété de dimension n et de classe C*. On note par

™ = U T,,M

meM

I’ensemble de tous les vecteurs tangents en tout point de M. On appelle T M le fibré tangent.

Théoréme 1 (de Sard)Si f : U C R™ — RY est une immersion en x de classe C*, alors il existe
un voisinage U de x telle que f(U) est une sous-variété de dimension n de R™.

. Théoréme 2 (de Morse)Soit f de classe C* au voisinage de 0 dans R™, on suppose que 0 est un

point critique non dégénéré, alors il existe un difféomorphisme local ¢ de R™ tel que ¢(0) = 0.
Alors Ty = 1d et
f(@) = f(0) + g(p())
avec q une forme quadratique non dégénére.
AP(U c R™,K) : L’ensemble des p-formes linéaires alternée.
Q0. (U € R™,K) : L'ensemble des formes différentielles de degré p et de classe ck

2- La réponce : (Oui, Non, pas évident)

1.
2.
3.

Oui.
Oul.

pas évident (pas toujours).

Exercice 02 : (05pts)

1.

My ={(z,y,2) e R®: 2> +y*+ 22 =1¢et 2* + y* — x = 0}(fenétre de Viviani) :
M n’est pas une sous-variété, car

Posons F(x,y,2) = (22 +y* + 2%, 22 + y* — 1)

F est de classe C>*, M; C R3

F1(1,00=UnM, =R*N M, = M;.

F est submersion ?

2x 2y 2z
V(@,y,2) ER®, dF(uy,) = < 22 —1 2y 0 ) '

1



Soit m—(1,0,0) € M, ms = (0,0,1) € M mais
2 00

dF1,00) = ( 10 0 = rang dF,,, =1

dFp,1) = ( _01 8 g ) = rang dF,,, =2

Alors dF n’est pas sujective = F' n’est pas une submersion = M; n’est une sous-variété.

2. Soit My = {(z,0) e R?, 0 < <1} U{(0,y) e R?, 0 <y < 1}.
D’apres le graphe, M, n’est pas une sous-variété, puisque au point 0 on a deux (02) espaces
tangents.

3. My ="T?=S"x S!:le tore : est un sous-variété
St : est un sous-variété de dimension d = 1 et de classe C*°, d’apres le théoréme (voir le cours :
le produit de deux sous-variétés) M; est une sous-variété de dimension
dim(Ms) = dim(S1) + dim(S') = 1+ 1 = 2 et de régularité (classe) C™(2) = O,

Exercice 03 :(05pts)
1- Soit

(x,y) +— 1—ye* + xe?
- La fonction ¢ est de classe C*.
©(0,1) =0 et g—‘;(m,y) = —e" + xe! = ’g—:’((), 1)‘ =|-1#0= g—i est inversible.
D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un ouvert V' de R contenant 0 et un ouvert W de
R contenant 1, et une application g : V' — W tels que :
a- VxW cU
b-
E=A{(r,y) € VxW; o(z,y) = 0} = {(z,9(x)); ¢(r,y) =0 &y =g(r)}
- p(r,y) =0 &y =g(x), ¢(0,1) =0 = g(0) = L
2- Le developpement limité 'ordre 1 de g au voisinage de 1.
g(x) = g(0) + §'(0) + O(x) 9(0) = 1 et

Exercice 04 : (03pts)
L F =it (ve’ = 29) ] = (Fi, Fy) = (e, ze” = 2y).
La divergence div(F') = 92 + 68—122 = xe¥ — 2.

PGk o R
Le rotationnel @(?) =| 2 a% L1 =(0)i+(0)j+ (¥ —e¥)k =0
F, F, 0

II- Soient wy et wy deux 1-forme différentielle :

wy = e¥dx + (ze¥ — 2y)dy, wsy = 2xydr + xdy



1. dwy = e¥dy N dx + e¥dx A dy + (xe? — 2)dy N dy = —e¥dx A dy + e¥dx A dy =0

dwy = 2ydx N dx + 2xdy A dx + 2zdx A dy = —2zdx A dy + 2xdx N dy =0

wiAwy = (e¥dx + (ze¥ — 2y)dy) A (2zydx + 2 dy)
2zyeldx A dx + x2eVdr A dy + 2zy(xe? — 2y)dy A dx + 2% (xe? — 2y)dy A dy
= (2%e¥ — 22%yeY + day?)dx A dy

. d(w1 A (.Ug) =0
5. wy est fermée, car dw; =0
g . Y Y _of af _ 9 = e¥
. Sa primitive wy = e¥dz + (ve¥ — 2y)dy = Frdv + Grdy S w1 =df < §F _ .
oy -

H=er= flr,y) =we? + Cly)

et

g_Jy‘ =xe¥ — 2y = weV +C'(y) =ae? —2y = C'(y) = -2y = C(y) = =y + cst
alors f(z,y) = ze¥ — y* + cst



