Université Mohamed Boudiaf - M’sila

Faculté de MI 3 ieme année Maths LMD 2015/2016

Département de Mathématiques Module : Géométrie différentielle

Durée :1h et 30 m

Examen final

Exercice 01(Question de cours) :(07pts)
1- Donner la définition de :

(i)- Immersion, submersion et étale.

(ii)- Variété topologique et variété différentielle.
(iii)- D’une forme différentielle de degré p, d’une 1-forme différentielle fermée.
(iv)- Enoncer le théoreme : d’iversion local, de Poincaré et de Green-Riemann.
2- Justifier la répence : (Oui avec un exemple, Non avec un contre exemple)

(i)- Toute sous-variété est une variété différentielle.

(ii)- Toute variété différentielle est une sous-variété.

(iii)- Toute sous-variété est un ouvert.

Exercice 02 : (05pts)
Soit 'ensemble M, défini par :

M, = {(x,y,z) €R3: x2+y2+22:c}

- Si ¢ =1, M; est une sous-variété 7, si la répence oui qu’elle est sa dimension.
- Déterminer 'espace tangent T{o,1)M;.

Exercice 03 :(05pts)
1- Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de point (0,1) dans R? tel que I'ensemble

{(z,9) e U? x3+y3+3xy—120}

soit le graphe d’une fonction g de classe C définie sur un ouvert V de R, vérifiant g(0) =

2- Donner un developpement limité a l'ordre 1 de g en point 0.

Exercice 04 :(03pts)
Solent w; et wy deux 1-forme différentielle :

2 x? 2 o
wy = ?dai - Ed?/a wy = 2wzdr — 2yzdy + (27 — y7)dz

(i)- Calculer dwy, dws et wy A wsy

(ii)- Montrer que w; est fermée, calculer sa primitive f = dw;

Bareme :(0.5 x 13)4+(342)4(342)+(0.5 x 4+1)

1.

Bon courage
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Exercice 01(Question de cours) :(07pts)
1- La définition de : Soit ¢ : O C E — F de classe C* et 2 € O

1.

on dit que ¢ est une immersion en x, si df, est injective.

2. On dit que ¢ est une submersion en x, si df, est surjective.
3.
4

. Variété topologique : 1- est un espace séparé, 2- Pour tout m € M, il existe un ouvert U de M

Sip: O — F est ala fois submersion en x et immersion en x, on dit que ¢ est étale.

contenant m est un homéomorphisme ¢ : U — W C R"™ ou W un ouvert de R"

On appelle variété différentielle M de dimension n est de classe C* la donnée de ’espace topologique
sépare M et d'un systéme de carte de classe C* et de dimension n

On appelle forme différentielle de degré p sur 'ouvert U C E, toute application w de la forme

w:UCFE — AP (U, K)
x — w(x) = > iy @iy vy Qi ATy A dTgy A N dxy,

1<i1 iz,mnyip<n

ol a;,, Ay, ..., a;, sont des fonctions continues.

7. On appelle w 1-forme différentielle fermée si dw = 0.

8. Théoreme 1 :(d’inversion locale)

10.

Soient u et v deur ouverts de E et F et soit ¢ € C*(u,v) une application étale en x € u, alors il
existe un ouvert U et u contenant x tel que ¢|, : U — o(u) C F Soit C*_difféomorphisme de u
dans p( u)

. Théoréme 2 (de Green-Riemann)

Soit Q un ouvert élémentaire de R? et et w est une 1-forme de classe C' sur un ouvert contenant

Q, alors on a
/dw:/ w.
Q o0

On rappelle que si on note w = P(x,y)dr + Q(z,y)dy, on a

oQ OP
dw—// (———)dxd .
/Q g \Odxr 0Oy 4
Théoréme 3 (de Poincaré)

St U est un ouvert étoilé de R™, alors toute forme diférentielle sur U qui est fermé est exacte.

2- Justifier la répence : (c-a-d, Oui avec exemple, Non avec contre exemple)

1.
2.
3.

Oui, par exemple : le cercle
Non; Le caré

Oui, la sphere, un intervalle



Exercice 02 : (05pts)
Soit 'ensemble M, défini par :

M, = {(x,y,z) €R3: x2+y2+22:c}

- Si c =1, M; est une sous-variété, si la répence oui qu’elle est sa dimension.
- Déterminer 'espace tangent T{g,1)M;.
My =5?={(z,y,2) e R 2? +y* + 22 =1}

Ve € My, x = (xo,%0,20) U,z €U

Posons ¢ (z,y,2) = 2? + y* + 2% — 1
@ est de classe C*°, M; C R?

QOil(O) :Uli :RgﬂMl :M1
@ est submersion ?
V(x0, Yo, 20) € R?
df(xoyymZo) = (21:0 2y0 220)

1 zy=y=2#0
rcmgd@—{o To="Yo =20 =0

(0,0,0) ¢ S?
d, :R* — R

Vo € My, rang d, =1 = dimR —> ¢ est submersion.
Alors S% = M, est une sous-variété de dimension d =n — p = 2 et de classe C*°.

Soit §% = {(z,y,2) e R3: 2? +y? + 22 =1}
m = (0,0,1) Calculer T(o,1)S?
Solution :
Soit f:R® — R
(z,y,2) — f(z,y,2) =2 +9y° +2° — 1
ffoO=unM =M \ M=5
f_submersion
Vo € R df, surjective
Ay f = 2r 2y 22)
rang (d(w’z)f) =1=dimR
—> df, est surjective = f est submersion

Alors IT(070’1)S2 = ker(f (0,0,l))
d(()’()’l)f : ]Rg — R

hq hq
ho —> (0 02) ho
hs hs



hy
alors df o1 H = 2hs, H = | hy

hs
5 3 i
T0,01)S° = {(h1,ha, hs) € R 1 df 00,1 hy | = 0}
hs

Exercice 03 :(05pts)
1- Soit
p:R? — R
(r,y) — 2> +y*+32y—1
- La fonction ¢ est de classe C*™.
©(0,1) =0 et g—‘;(x,y) =3y? + 3z = 2—5(0, 1)=3#0= g—“; est inversible.
D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un ouvert V' de R contenant 0 et un ouvert W de
R contenant 1, et une application g : V' — W tels que :

a- VxWcU

b- ¢(r,y) =0y =g(z), 9(0,1) =0 < g(0) = 1.
2- Le developpement limité a l'ordre 1 de g au voisinage de 1.
g(x) = g(0) + $1¢'(0) + O(z) g(0) = 1 et

: 92(0,1) 3
g(0)=-f—""=-—2"=1
%01 3

Exercice 04 : (03pts)
Soient w; et wy deux 1-forme différentielle :

2 x? 2 o
wy = ?dx B ?dya wy = 2wzdr — 2yzdy + (¢ — y7)dz

1. dwy = %dx/\dx—z—ﬁdy/\da:—z—gdx/\dy—i—zy%gdy/\dy: i—mdx/\dy—i—gdx/\dyzo
2. dwy = 2zdx N\ dx 4 2xdz N dx — 2ydz A dy — 2zdy N dy + 2xdx A dz — 2ydy N dz =0
3
2z 2 5 o
wi Awy = (—dz — —dy) A (2zzdr — 2yzdy + (v° — y~)dz)
) Y
3 93 4
= (doz+ x;)d:z: Ady + (i — 2zy)dx Ndz — (:E—2 — %) dy A dz
Y ) Y
4. wq est fermée, car dw; =0
of 2
5. Sa primitive f = dw < { g? Y
y — 2

% = 27”” = f(z,y) = §+C(y) et L — 2 4 O'(y) = C'(y) = 0= Cly) = cst

alors f(z,y) = % + cst



