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Exercice 1 (12pts) 1) Répondre par vrai ou faux et justifier:
1) Soit g(z) = *2%. La fonction g admet un pole en z = 0.

2) Le chemin de Jordan est un chemin ni fermé ni simple.
3) D’aprés le théoréme des résidus, on a

‘AF2@_1iz_$dz:mm&x<@_liz_$gﬁ.

4) La racine complexe est une fonction uniforme.

5) Toute fonction complexe vérifie les C.C.R est holomorphe.

IT) Trouver la fonction holomorphe f(z = x + iy) = P (z,y) +iQ (z,y) tel
que Q (z,y) =22 (1 —y).

I1T) Rappeler le théoréme de Rouché, puis trouver le nombre de racines de
Uéquation 2° + 23 — 42 + 1 =0 dans le dissque |z| < 2.

Exercice 2 (8pts)
I) Calculer fv Zdz sur vy (t) = 2cost + 3isint (avec 0 <t < 27).
II) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer lintégrale suiv-

' dz
ante: f\z—2|:8 m .

II1.1) Trouver les résidus de f(z) en tous ses poles. Puis calculer

I = f(2)d=.
|z|=1
sdut 2 dw
II1.2) Déduire la valeur de J = [" 5-%—.
Exercice 3 (Bonus) (2pts)Calculer [ = 0+°° _(EOj;ﬂ;i)ﬂc _

Bonne chance



Corrigé type d’examen d’analyse complexe

Exercice 4 (1) I) I-faux, car on a lim, o f(z) = 1, donc z = est une
singuilarité apparente de f.(1pt).

2-fauzx, car le chemin de Jordan est un chemin fermé et simple. (1pt).

3- fauz, fz‘ ) (Zl—z3dz = 2mRes<
de |z| =2 et .(1pt)

J-fauz, car \/—1 = "T27) et k € 7, donc elle est multiforme.(1pt)

5-faux, voir le contre exemple qu’on a vu dans le cours.(1pts)

IT) On trouve la fonction holomorphe f(z = x+iy) = P (z,y) +iQ (x,y) tel
que Q (z,y) = 2z (1 —y). Comme la fonction [ est holomorphe, donc elle
vérifie les conditions de Cauchy-Riemann:

oP ) oP 0
%(%y) = 0_22(33,9)7 a_y(x’y) = —a—cj(x,y)

(z— )(Z_3)7 1) , car z = 3 a lexterieur

et on a
0Q
Xay) = 20-)
0Q
8_y(x’y) - 21:7
oP
a—y(ﬂfay) = 2(1-y)
oP
55 (&y) = 20.(1pt)
2 2p
1-On a AP = ?)—P + 88 5 =0, donc P est harmonique (1pt).
2) En utilisant les C.C.R, (g (z,y) = ( ( y) = —Z—Q(x,y) on
x
0Q oP P 0Q B
@ gy ) = grey) =y = Ply) = /a_ /a—y(x,y)dx—
0
P4 () (1pY) et on @ (o) = <5 (e) = W) = -2(1-) =
h(y) = —2 <y— —) +k et k € C, ceci implique que P(x,y) = 2 +

-2 (y——) +k et k € C (1pt).
IV') Pour le rappel du théoréme de Rouché(voir le cours)(1pt).

Pour trouver le nombre de racines de l’équation z° + 2> —4z+1 =0 dans le
dissque |z| < 2. En appliquant le théoréme de Rouché dans le dissque |z| < 2,



onpose f(2) =20 etg(z)=2>—42+1,s12€ C(0,2), ie., |2| =2, on a
1
‘g(z) =234z 4 1| < |23‘+4\z|+1 =17< @—i—l < |f (2)| = 2° = 64(1pt)

conlusion: f(z) = 2° et f(2)+ g(z) = 2° + 2% — 42 + 1 ont le méme nombre

des zems sur D(0;2); et comme zy = 0 est une racine d’ordre 5 de f(z) = 2°,

alors 2° + 23 — 4z + 1 admet cinq racines dans D(0;2).(1pt)

Exercice 5 (2) I) On calcule I = fvzdz sur v (t) = 3cost + i3 sintavec

x(t) y(t)
0<t< 2w, ona

2
[, 7dz = / (3cost —iHsint) (—3sint + 5 cost) dt

= J3 (15 — 16sintcost) dt
= 307 + 4 (2pts)

II) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, on calcule les intégrale

_ dz ; 1 1
suivante: f\z—2|:8 mdz =3 <f|z2:8 mdz — f|272|:8 de) =
27i (f (49) — f (—44)) = 0 avec les singularités sont zg = 41, z1 = —4i, et on
a zo = 4i, z1 = —4i sont a Uextérieur de {z € C' : |z —2| = 8} et 2 est a

Uintérieur de {z € C': |z — 2| =8} = C(2;8), et f(2) = 1 est holomorphe a
Uintérieur de {z € C': |z — 2| = 8} (2pt).
II) 1-On a les singuilarités de f sont les racines de 2> + 4iz — 1, i.e.,

2 . o 20 = \/§—2Z
zZ2+4iz—1=0 & {21:—((\/5—#%)2'

les singuilqrités zget z1sont des poles simples, donc

Rés(f,z0) = lim, ., (2 —20) f(2) = z—2z1 (\f 2)H(\[+2) = ﬁ

Rés(f,z) = lm, .., (z—21) f(2) = 2 =

= ey

En utilisant le théoréme des résidus, pour calculer I = f|z\:1 f(2)dz, donc
I =2miRés (f,2) = \2/—%; car zy a Uinterieur de |z| =1 et z; a Uexterieur de
|z| = 1.(2pts)

2) En Déduire la valeur de J = f 2+Smx . Ona2+sinx #0 surR. On
pose z = €% cos z = 222, dz = izdx, donc J f‘ -1 f(2)dz = 2% (2pts)




Exercice 6 (3-Bonus) I, = J = [ (Cl(ﬁ—ﬁ;@,dx. On a

1 +o0 zxd 1 0 fi:rd 1 +o0 zxd
[__/ e_ﬂizdﬁ_/ e_fﬂzdx__/ e
2 )0 (1+2?) 2 ) o (1+22) 2 ) (1+42?)

Posons f (z) = m avec limy, o f (2) = 0. L'intégrale J = %fj;o f(z)e*dr =
1

2 Zlmzk>0 Rés (f (2) €, 2) = 2miRés (f (z) €, 1) = Z.(2pts)



