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Exercice 1 (12pts) I) Répondre par vrai ou fauz et justifier:
1) La fonction exponentielle complexe est bijective.

2) Tout chemin fermé est simple.

3) D’apreés le théoréme de Cauchy, on a f[o,i} e*dz = 0.

IT) Soit

£(2) zé—i—zRe(z),Vz ec

Calculer g—J_t Est ce que f est holomorphe sur C*? Justifier.
Z

I11) Trouver la fonction holomorphe f(z = x + iy) = P (z,y) +1Q (z,y) tel
que P (z,y) = xy.

IV) Rappeler le théoréme de Rouché, puis trouver le nombre de racines de
Uéquation z* — 5z 4+ 1 =0 dans le dissque |z| < 5.

V) Trouver le développement en série de Laurent, de la fonction f(z) =

dans la couronne C (0,2,3) ={z€ C:2 < |z| < 3}.

(z—3) (2 —2)

Exercice 2 (8pts)
1) Calculer fy (x —iy)dz sur v (t) = 2cost + 3isint (avec 0 <t < 27).
2) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer l'intégrales suiv-

e
ante: f\z—2|:% WCZZ
3) En utilisant le théoréme des résidus, calculer les intégrales suivantes:
+0o0 “+o0o
sin () dx
Il = / - dl’, ]2: /m, Ing‘z|:2tan(z)dz.

Bonne chance
A.Tallab



Corrigé type d’examen d’analyse complexe

Exercice 3 I) I-fauz, car on a e*™ = ¢ = 1, mais 27 # 0 (1pt).
2-fauzx, on peut tracer un lacet fermé mais pas simple. (1pt).
3- fauzx, car [0,i] n’est pas un lacet.(1pt)

II) On a f(z) =1+ zRe(z) = %—i—z#ﬁz e C*, donc % = g # 0, Ce
qui montre que [ n’est pas holomorphe sur C*.(2pts)

IIT) On trouwve la fonction holomorphe f(z = x +1y) = P (x,y) +iQ (z,y)
tel que P (x,y) = zy.

Comme a fonction [ est holomorphe, donc elle vérifie les conditions de
Cauchy-Riemann:l

oP 0 oP 0
%(x,y) = 8_22(:673/)7 8_y($’y) = —a—g(x,y)

et on a

g—f(:c,y) =y

Z—j(%y) =

g—];(x,y) =

%(w,y) =y
1) onanr—2L LT o done P est harmonique (1pt).

ox?  0y?

2) En utilisant les C.C.R, g—i(x,y) = g—g(x,y), g—j(x,y) = —Z—f(m,y) on
a %(%@/) = g—i(w,y) =y = Q,y) = g—];(x’y)dy = %+ h(x) et on
a %(m,y} = —g—j(a:,y) = h(x) = —x = h(z) = _7352 +ketkeC, ceci

2

implique que Q(z,y) = % + Tx +k etkeC (1pt).

IV') Pour le rappel du théoréme de Rouché(voir le cours)(1pt).

Pour trouver le nombre de racines de 'équation z* — 5z +1 = 0 dans le
dissque |z| < }1. En appliquant le théoréme de Rouchédans le dissque |z| < i,
on pose f(z) = —bz et g(z) = 2* + 1 si z est appartient au cercle |z| = 1,
on a

9() =2 1 <[] +1< 5 +1<F ()] = S(ipt)

2



conlusion : f(z) =5z et f(2)+ g(z) = 2* — 52 + 1 ont le meme nombre des
zéros sur D(0;%); et comme zy = 0 est une racine simple de f(z) = 5z ,
alors z* — 5z + 1 admet une racine dans D(0; 3).(1pt)

V) On trouve le développement en série de Laurent, de la fonction f(z) =

1
z—3)(-—2) dans la couronne C (0,2,3) ={2€C:2< 2/ <3}. Ona

1
(z—2) (2—3)

_(zi2>=—z( =——Z( ) , car 2 < |z| .(1pt)

n>0

f(z2) = (1pt)

(zi?)):_g( -y Z——Z< ) , car |z| < 3.(1pt)

Alors, f (z) = —1 (£)" -1 Zn>0 2)", pour 2 < |z| < 3.

n>0

Exercice 4 1) f7 (x —iy)dz sur v (t) = 2cost + i3sint (avec 0 <t < 27),
x(t) y(t)
ona [ (z—iy)dz = fo% (2cost —i3sint) (—2sint 4 3icost)dt = 027T (6i + 5sintcost) dt =

77(rt)

127i.(1.5pts)
2) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, on calcule les intégrales
suwvantes:

e _ RPN -
a) Pour [ 24 50 2)2dz = f‘2_2|:% o 2)2dz = 2mif' (2) avec les sin
gularités sont zo = 0, z1 = 2, et on a zo = 0 est a Uextérieur de {z € C :

|z — 1| =1} et z1 est a Uintérieur de {z € C: |z — 1] =1}, et f(2) = © est
z
holomorphe & Uintérieur de {z € C': |z — 1] = 3} (1.5pt).

3) En utilisant le théoréme des résidus, pour calculer les intégrales donneés:
+oo +o0

I, = /wdﬁ On a /%dm = F (1) (1) et on z = 0 est un pole

—0o0 —00

e’LZ e—’lZ
stmple de — avec Res ( ,0) =1, et
z z

lim f(z)dz=0

R—o0 CR .



—irelt . ; .
et lim,_q fC f(z)dz = ffﬂ c——ire’ =im. D’autre part on a
T

—r R
lim </ +/ > f(z)dz+ lim (2)dz+1lim [ f(2)dz=0
R—o0,r—0 _R r R—o0 Chor r—0 c,

alors
—+oo

/6 dr =
x
Ce qui donne
+oo
L = /M = 7.(2pts)
x
+00

b) I / dx £(2) 1 ] - ‘ /

= [ ———, on pose f(z) = ———,alors zo = —i et z; = 1 son

des pts singuliers de f. En utilisant le théoréme des résidus, on a

—+00

d
I, = /(902——916—1) = 27 Z Res (f,zx) = 2miRes (f,i) =7 (1.5pt).
o Im(z)>0
Avec z; = i est un pole simple, car lim,_; (z — i) f (2) = 5 et Res(f,i) =

Llime; (2 — i) f (2) = &
¢) flz\:2 tan (2) dz = fl snz gy, Sicosz =0, alors z, = (2k + 1) kel

z|=2 cos z
Dans ce cas(|z| = 2) les singularités sont 5 et —%, donc

/|Z|:2tan (2)dz = 2mi <Res <f,g> +Res< ,—g))
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Avec Res (f,3) = ,f,((z)) et g(Z) # 0,h (%) = 0,mais k' (3) # 0 telles que

g(z) =sinz et h(z) = cos z.




