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Exercice 1 (12pts) I) Répondre par vrai ou fauz et justifier:
1) La fonction exponentielle complexe est bijective.

2) Tout chemin fermé est simple.

3) D’apreés le théoréme de Cauchy, on a f[o,i} e*dz = 0.

IT) Soit

£(2) zé—i—zRe(z),Vz ec

Calculer g—J_t Est ce que f est holomorphe sur C*? Justifier.
Z

I11) Trouver la fonction holomorphe f(z = x + iy) = P (z,y) +1Q (z,y) tel
que P (z,y) = xy.

IV) Rappeler le théoréme de Rouché, puis trouver le nombre de racines de
Uéquation z* — 5z 4+ 1 =0 dans le dissque |z| < 5.

V) Trouver le développement en série de Laurent, de la fonction f(z) =

dans la couronne C (0,2,3) ={z€ C:2 < |z| < 3}.

(z—3) (2 —2)

Exercice 2 (8pts)
1) Calculer fy (x —iy)dz sur v (t) = 2cost + 3isint (avec 0 <t < 27).
2) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer l'intégrales suiv-

e
ante: f\z—2|:% WCZZ
3) En utilisant le théoréme des résidus, calculer les intégrales suivantes:
+0o0 “+o0o
sin () dx
L= / " de, Iy = /xz—H, Ing‘z|:2tan(z) dz.
Bonne chance A.Tallab



Corrigé type d’examen d’analyse complexe

Exercice 3 1) Voir le cours (1pt 4+ 1pt + 1pt + 1pt).
2) On a Log(2") # nLog(z), car on a

Log(i—1)° = Log(—2i)
= In|-2i| +iArg(—2i)
2+ i
2Log (i — 1) =2(In|i — 1| +iArg (i — 1))
2 <1n\/§+ %ﬂ)

3
= In2+ ;i.(Zpts)

Ol

Exercice 4 I) Soit z =x + iy ou x,y € R et soit
f(z) = ax + iy +ie®
1) On écrit f(z) sous la forme P(x,y) +iQ(x,y). On a

flz +iy) = aw+iy+ie*™W
= ax+iy+ie” (cosy + isiny)
ax — e"siny + i(y + e cosy). (1.5pt)

-~

P(z,y) Q(z,y)

2) La fonction f est holomorphe, donc elle vérifie les conditions de Cauchy-

Riemann: 5p 90 5P 90
%(1‘,'3/) = a_y(w7y)v a_y(ﬁay) = _%Cﬁ,y)

et on a

oP .
—(z,y) = a—e€"siny

ox

%('xay) = 1-¢" Sinya

oP
S-(z,y) = —e'cosy

Oy

X le) = eeo
o (DY) = e"cosy.

Ceci implique que o = 1, car f elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann
(1.5pt).



0*P  0*P ,
II) 1) On a AP = W—kﬁ 6x —6x = 0, donc P est harmonique (1pt).
8P 0Q oP oQ
E - - _’%
2) En utilisant les C.C.R, e —(z,y) = o —(z,v), o5 (z,y) e (r,y) on

Y
0Q oP ) /8P )
7 _ — 32— 2 - | == = -

a o (x,y) o (z,y) = 32° = 3y* +2 = Q(z,vy) e (x,y)dy = 3z?y

0 P
2 h () et on a G (e, y) = <5 (0) = 6+ () = - (~62) =

B () =0= h(z) =k etk € R, ceci implique que Q(z,y) = 3z°y—y>+2y+k
et k € R (2pts).

Exercice 5 1) f[o liisz YAz = f[o ydz + f 19 Ydz pour f[o ydz on pose

2(t) = xz(t) +iy(t) = it = dz = idt avec 0 < t < 1, doncf ydz =
1

/t(idt) _ i

0
Et on a pour f[“H]ydz, on pose z(t) = x(t) +iy(t) =t +1i = dz = dt
2

avec 0 < t < 2 et [, ydz = /dt =2, alors [0 iiio ¥z = [qydz +

0
f[i,z’+2] ydz = 5 +2 (1pt).

d . :
Pour ﬁz|:2 —j on pose z (t) = 2e" = dz = 2ie"dt avec 0 < t < 27, alors
2 22€tht

o i = Jy" jedt = [ ] (1pt).

2) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, on calcule les intégrales
suivantes:

z
z €
e =

a) Pour [y mdz = Jims ( = 1)

larités sont zg = 0, z1 = 1, et on a z9 = 0 est a Uextérieur de {z € C :
z

|z — 1| = 3} et est a Uintérieur de {z € C : |z —1| = 3}, f(2) = C est
z
holomorphe & Uintérieur de {z € C': |z — 1| = 3} (1.5pt).

dz s en
A -\ 2 1 _ .
b) De la méme maniére nous avons flz\: = 207() _ =1 qvec

1 123 (2 —4) 2! 32

3) En utilisant le théoréme des résidus, on calcule les intégrales suivantes:
21

d ™
I = /ﬁi@) sous la forme /ﬂR(cos x,sinx)dz et 2+sin () ne s’annule

dz = 2mif (1) avec les singu-

(1.5pt) .

0



2 2
_ -1 d
pas dans R, donc on pose sinr = Tz = [; = /—x =
2 2 + sin ()
dz 0
dx = —
1z

2dz

f|z|:1 22+ 4iz—1 et on a

. =z0= (V3 —2)14;]2] <1
2 diy —1 = z 20 (\/_ s | <0
24+ 4z O:>{2221:_(\/§+2)Z,;|21|>1,alors
I = omiRes (f, ) oi [ (2) =
1= 2miRés (f,20) ot f(2) = 57
1
2 est un pole simple, car lim,_,,, (z — 20) f (2) = —= = Rés (f, z9) . Alors
\V/3i
2m
I = — (1.5pt).
+oo
D) I / dx £2) 1 ] ot  sont
= | ——, onpose f(z) = ————,alors zo = —i et z; =i son
2 (@ + 1)2 p (2 1 1)2 0 1

des pts singuliers de f. En utilisant le théoréme des résidus, on a

+o0o
dz ™
I, = /—2 = 27 Z Res (f,z) = 2miRes (f,i) = = (1.5pt).
— oo (:62 T 1) Im(zx)>0 2
Avec z = i est un pole double, car lim,_; (z —i)* f (z) = = et Res(f,i) =

% lim,_.; [(z — i)2 f (z)}/ = ﬁ.



