INTROD. PROBL. IVEVOLUTION (M1, MASTER EDF) 4

3. TD : EQUATION DES ONDES

Exercice 3.1. Soit Q1 un domaine régulier de B ef o > 0 est une constante. Considérons le

probléme suivant.
du — Au+ou = f, dans [0, T = 1,
u =0, sur |0,T[ = T, (*i
u(0) = u’, u' (0) = ul.

ouu’ € HY (), ul € L2(Q) et f € L? (0, T; L% (1)) .

{1} Suppasons qu'il cxiste deur solutions uy et vy de ce probléme, Quelle est 'éguation vérifid
par w = uy — Ug.

(2) Pour tous s € |0,T], on définie les fonctions swivantes

w () der, 0=t
Y (t) = -[ o)
0, g =<t
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T
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a) Caleuler ¢ (8), 4 (0) et o (1)
b} Prener ¢ comme fonction test de I'équation satisfait par w, intégrer sur (0.7, et déduire

que la solution du probléme (%) est unique.

Exercice 3.2. Sott T = 0.8 = 0 et 8 un domaine régulicr de B". On considére le probléme

suivant
Uy — Au _Sf wpdr = (0, (z.t) e 2 x (0, T,
}]

w=10 sur 98 = (0,T),

0w (z,0) = ul dans 0.

ulz.0)=u
et on suppose qu’il admet une solution régulitre, i.e. u € C2 {E_E X [0:T7)
. . 1 : . .
(o) Démontrer que U'énergie E (t) = 5 (up}z + {ur}2 da est une fonction décroissante
LY
en f.

(b} Déduire que cette solution est unigue.
Exercice 3.3. Soit o > () et g : B — B une fonction continue satisfaisant
lg (2)] < alz] ¥z ER.
On considére Udguation d'ondes suivante
Uy — Uz + g (u) =0, pour {z,t) €]0.1] = 0, T,

w(0,t) = u(l,1) =0, pour t €10, T, ()
u(z.0) =0, wu(z,0)=1 pour r € |0, 1].

et on définie Uénergie de ln solution de (%) par
E(t)= %[: g (8, 2)|% + |uz (8, 2)|? da.
(1) Démontrer que E () satisfait
E(t) < %e"’". vt € [0,7].

(2) Améliorer cette inégalité, i.e. remplacer €7 /2 par une valeur plus petite.



