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F.M.I, Départ. de Math. TD : Introd. Probl. Evolution
(M1-81)

2. TD : EquaTtions PARABOLIQUES

Exercice 2.1. Soit u” € L? (Q) ef f € L*(0,T; L* (1)) ef notons u Uunique solution du probléme

w—Au=f dans (0,T) x
w="0sur (0,T) xT,
u{{}) 3 .Ml‘.l_

i) Vérifier que la fonction w = e Mu et sa dérivée est dans les mémes espaces de u et u'.

it} Vérifier que w est solution d'une EDP q déterminer.

Exercice 2.2. Soit u(x,t) la tempurature en temps t aupointx, —L <z < L et p € L2(—L,L).
On suppose quelle satisfait Vequation de {o chaleur

Up — Upy =0, —L<x<L, t>0,
u(—L.t) = u(L,t) =0, (*)
u(z,0) = p(x), t>0.

(1) Démontrer que E(t) := % I __LL u?(x, ) dx est une fonction décroissante en .

(2) Soit f et g sont des fonction donnée, Utiliser le resultat precedent pour démontrer 'unicité
de la solution de Neguation

U — U =0, —L<z<L, t=0,
(=L, = f{t), v(l,=g(t). t>0, (*)
v(x,0) = plx), —L<zx<L.

(3) Déduire aussi que si @(x) est une fonction paire et w(—L.t) = u(L,t), alors la temperature

wlx, ) est aussi une fonetion paire en &, % = 0.

Exercice 2.3. Soit { = ) un nombre positif. Soit Q = (0, 4+0c) x (0.£), et soit u(t) =u(t,-) la
solution (réquliére | du probléme
ey — e =0, (t,x) € O,
u(0,x) = ;L-zr (f—ux), x e (0,£)
w(t,0) =u(t ) =10, t € (0,400).
Le but de cet erercice et de démontrer que la solution décroit exponenticllerment en t, sans résoudre
I'EDP.
(1} Caleuler ||u(0)|] p2¢q. -
(2) Démontrer que

d ; ) ;
= (le®lE20) = ~210:0 @320, -
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(3} Démontrer que |u ()| < VI ||du (t)| 26y €t déduire que
et () 132 0,8 < € 10w (B)]|72 (0.4 -

{4) En utilisant les résultats précédents, déduire que

d : 2 :
= (||w. {f.}||ig{0.f}) S -—gl ()220,

£ _
llee () 2oy = 30° t, vt = 0.

Exercice 2.4. Soit T > (0. On considére w(t,x) € C?([0,T] x [0,1]), la solution de l'équation

suivante

el finalement que

p — I{l -+ rrz} Uyy + LUy = sin 27T, e (0, 1),te (0,1,
u(t,0) = u(t, 1) = 0, vt € (0,T), *)
w(0,x) =0, ze(0,1).

oih wy el wye note les dérivées en t et a.

{1} Donner lo formulation variationnelle du probléme ().

(2} Démontrer que

1
[ sin (2rz) v dx| < Z—VEHUIHLEH,,”. Yo € Hi (]0,1]).
40

(3} Vérifier que Uopératenr A définie par
v Alv)=—(1+ :1:2:} Uy + Ll

est coercive sur HJ (|0, 1]), précisément démontrer que

1 4 4
-/ﬂ. A{'!.?}-Udﬂ: 2 (1 = ﬁ) ”'“-C”i'-*[[i.l]l 1 Y = Hl% {]ﬂn 1[}.

{4) Démontrer que

! 3
[ A@wdo < (24 2) fosllagon luslliany . Voo € B (0.1).

(5} Démontrer que la solution de (+) satisfoit

T
2
sup ”’H “}”Lﬂ[n‘]} = l'-f-:‘l et f ”'H;r (S}ll;ﬂji”‘]} ds < Gg
te]0, 7] 0

ow O est Oy sont des constantes indépendante de ¢,

1 . .
Aide : La constante de Poincaré est — et 2ab < o + b
m

Exercice 2.5. Soit g € L?(Q). On considére le probleme d'évolution suivante
hu — Opzut + u? = 0, (x,%) € ]0,1[ x [0, +00[,
u(0,8) =u(l,t) =0, Wi =0,
u(zx,0)=glz), Yre]0,1]
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1)} Donner une formadation faible de ce probléme, en précisant les espaces de u el dyu.
(1)
2) On note P (1) = ||u(®)]?2 el on veul oblenir de estimalion de plus en plus fine pour
L2(0,1)
Pit).
(a) Démontrer que P'(t) < 0 et déduire que
2
P(t) < ||§||L2{1}:1} = 0.

(b) En utilisant 'inégalité de Poincaré (La constante de Poincaré est %} démaontrer que

1
Pty < —27P (1) —Ef wl (1) da

0
et déduire que P(t) < P(0)e 27"t
{c) En utilisant I'inégalité de Holder pour estimer _fﬂl u! (t) dx, démontrer que

P'(t) < —20P(t) - 2P (t) (*)

et déduire que

72P (0) _an2
P (1?2+P{m{l—e‘2“2ff}) PR

Aide : Avee le changement de variable Z (t) = #llfﬁ‘ VEDO (=) devient lindaire.

Exercice 2.6. On considére Uéguation de lo chalewr suivante

e — Yz + f()y =10, pour (z,t) € ]0,1] % )0, T,
y(0,8) =y (1,t) =0, pourt € 0,77, (*)
y (x,0) = sin (7x) , pour x € |0, 1],

ot {1 — B une fonction continue. On définie Uénergie de la solution par

1
H(t) = % £ liy (£, )| die.
(1) On suppose f(f) =1t.

(a) Démontrer que éi—.H (t) < 0 et déduire I'unicité de la solution.
(b) Démontrer que H (1} < H (0) e, (Il faut calculer H (0)).
(2) On suppose maintenant f (t) = —t2.

Démontrer qu'il existe un instant Ty = 0 tel que é‘%H (t) < 0 pour t € [0,T1], (Il faut
préciser la valeur de 7).



