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La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction seront prises en compte à la correction. Les résultats
�naux devront être encadrés.

� Soit T > 0: Dans les exercices 2 et 3 on suppose que les solutions existent et quelle sont
regulières, i.e. dans C2 ([0; T ] ;H1

0 (]0; 1[)) :

� On rappel que la constante de Poincaré est 1
�
sur [0; 1] :

Exercice 1 a) Rappeler la dé�nition de H1 (0; T ;H1
0 (]0; 1[)) et de sa norm.

b) Rappeler l�inégalité de Poincaré sur H1
0 (]0; 1[).

Exercice 2 On considère l�équation de la chaleur suivante8<:
yt � yxx + f (t) y = 0; pour (x; t) 2 ]0; 1[� ]0; T [ ;
y (0; t) = y (1; t) = 0; pour t 2 ]0; T [ ;
y (x; 0) = sin (�x) ; pour x 2 ]0; 1[ ;

(*)

où f : R! R une fonction continue. On dé�nie l�énergie de la solution par

H (t) =
1

2

Z 1

0

jy (t; x)j2 dx:

1. Donner la formulation faible de (�):

2. On suppose f (t) = t:

(a) Démontrer que d
dt
H (t) � 0 et déduire l�unicité de la solution.

(b) Démontrer que H (t) � H (0) e�t2 ; (Il faut calculer H (0)):

3. On suppose maintenant f (t) = �t2:
Démontrer qu�il existe un instant T1 > 0 tel que d

dt
H (t) � 0 pour t 2 [0; T1] ; (Il faut

préciser la valeur de T1):

4. (Question Bonus) On suppose maintenant f (t) = �T 21 : Résoudre (�) :

Exercice 3 Soit � > 0 et g : R! R une fonction continue satisfaisant

jg (z)j � � jzj ;8z 2 R:
On considère l�équation d�ondes suivante8<:

utt � uxx + g (u) = 0; pour (x; t) 2 ]0; 1[� ]0; T [ ;
u(0; t) = u(1; t) = 0; pour t 2 ]0; T [ ;
u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 1 pour x 2 ]0; 1[ :

(**)

et on dé�nie l�énergie de la solution de (��) par

E (t) =
1

2

Z 1

0

jut (t; x)j2 + jux (t; x)j2 dx:

1. Donner la formulation faible de (�):

2. Véri�er que tous le intégrales dans la formulation faible ont un sens.

3. Démontrer que E (t) satisfait

E (t) � 1

2
e�T ; 8t 2 [0; T ] :

4. Améliorer cette inégalité, i.e. remplacer e�T=2 par une valeur plus petite.

A. Sengouga.










