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Exercice 1 (Examen final : 2020/2021). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes sui-

vant :
) min f (z,y)
F { B

ou f : R? — R est une fonction définie par f (z,y) = 2>+ y* et C = {(z,y) e R?* : x + y = 1}.
1. Montrer que le probléme (@) possede une unique solution.
2. Donner la fonction de Lagrange associé au probleme (Q).
3. Fcrire L'algorithme d’Uzawa associé au probleme (Q).
4. Avec un pas p = 1, calculer la solution du probleme (Q).

Exercice 2 (Examen final : 2021/2022). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes sui-
vant :

(P) : min (z,y,2) = 2% +y* + 2% — 4z + 4,
| (z,y,2) €C,

ou C = {(z,y,2) € R®: 2 +y = z}. On suppose que le probleme (P) admet une solution
unique.

1. Donner la condition de Lagrange associée au probleme (P).

2. Fcrire l'algorithme d’Uzawa associé au probleme (P) qui permet de calculer pour

tout n € N, la suite (z,,, yn, zn)T et le multiplicateur de Lagrange \,, avec p > 0 un pas
fixe.

3. Montrer la relation suivante :
3
Vn €N, A\ = (1 - 7") Ay — 2.
4. Montrer par récurrence :

3p\" 4 4
A =(1-—= M+-=]—=.
Vn e N ( 2) <o+3> 3

5. Si0 < p < 2/3, déduire la solution du probleme (P).

Exercice 3 (Examen final : 2022/2023). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes sui-
vant :

(P): {minwx,y) =ty -1,
(z,y) €,

ou ) = {(z,y) € R?: y = x}. On suppose que le probléme (P) admet une solution unique.
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1. Donner la condition de Lagrange associée au probleme (P).

2. Ecrire 'algorithme d’Uzawa associé au probleme (P) qui permet de calculer pour

tout n € N, la suite (,,,)" et le multiplicateur de Lagrange ), avec p > 0 un pas
fixe.

3. Montrer la relation suivante :
VneN, \,=(1—p)"(X—1)+1.

4. Si0 < p < 1, calculer la solution du probleme (P).

Responsable: B. NOUIRI 2 27 avril 2026



1" Année Master TD N® : Corrigé-Type

Option : AMN P Chapitre 3 : Méthode d’'Uzawa
Semestre : 2 e o S Année universitaire : 2025/2026

Corrigé d’exercice 1: 1. la fonction f est continue sur R? et f (x, y) W) ~+o00, donc
x,Y)||——+0o0

f est coercive et C est un sous-ensemble de R? fermé et convexe. D’autre part, la
matrice hessienne de f est donnée par :

Vi (z,y) = [(2) (2)1

D’ou f est strictement convexe. Le probleme () admet une solution unique.

2. La fonction de Lagrange associé au probleme (Q)) est donnée par :
L,y N)=2+y*+A(xz+y—1).
3. L’algorithme d’Uzawa associé au probleme (()) est donné par :

(wo,10) €C, Mg € Retp >0,
, €eC, MpeRetp>0,
(%0, Y0) 0 P 22 + A = 0,

Vi (weyk) + MVh(zp,ye) =0, & (1)
A N + ph (2, 5) = 0 29+ A =0,

— xr y = .
wH kPR Uk Me1 = A +p (o +yp — 1)

4. Avecl'algorithme de Uzawa (I)), on obtient :

A
zk:yk:_7ket>\k+1:(1_p)>\k_p-

Sip =1, alors A\p+1 = —1 pour tout £ € N. D’autre part, nous avons :

1

Ikzyk=§>

d’out (1/2,1/2) est la solution du probleme (Q).

Corrigé d’exercice 2: 1. Onpose h (z,y,z) = x4y — z. La fonction de Lagrange donnée
par:

L(x,y,z,\) =¢(x,y,z) + M (z,y, 2).

La condition de Lagrange donnée par :

2 + A =0,
2y+ A =0,
22 —4—X=0,
r4+y—2z=0.
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2. L'algorithme d’Uzawa associé au probleme (P) donné par :

2, + A\, =0, (2)
2Yp + A =0, 3)
2z, —4— X\, =0, 4)
At = A+ 0 (T + Y — 2n) - )

3. En remplagant (6)-(8) dans (5), on obtient :

>‘n+1 = (1 - %) )\n - 2p

4. Pour n = 0, nous avons Ay = \g. On suppose que A, = (1 — )" (A + 1) — 4. Nous
avons :
3p
A1 = 1—7 A —2p

_ 3p 3p\" 4 4

()0 (o) s
3)0 n+1 4 4

= 1 _—— —_— —_— —.

(=3) (ves) s

5.8 0 < p < 2/3, nous avons \, — —3. Alors, la solution du probleme (P) est
n—-+0oo
(2/3,2/3,4/3).
Corrigé d’exercice 3: 1. On pose h (z,y) = y — x. La fonction de Lagrange donnée par :
L(z,y,A) =4 (2,y) + M (z,y).

La condition de Lagrange donnée par :

2 — A =0,
20—1)+A=0,
y—ax=0.

2. L’algorithme d’Uzawa associé au probleme (P) donné par :

2@, — A\, =0, (6)
2(yn — 1) + A =0, )
>\n+1 = >\n + 1Y (yn - xn) . (8)

En remplagant (6)-(7) dans (8), on obtient :
Tn = 55,
Yn = _)\Tn + 17
A1 = (1= p) A+ p.
3. Pour n = 0, nous avons Ay = A¢. On suppose que A, = (1 —p)" (Ao — 1) + 1. Nous
avons :
Ang1 = (1 —=p)Ap +p
=(1=p)[A=p)" Ao=1)+1+p
=(1=p) """ N—-1)+1.

4. Si0 < p < 1,nous avons A, — 1. Alors, la solution du probleme (P) est (1/2,1/2).

n—-+o00

1
1
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