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Exercice 1 (Examen final 2023/2024). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes sui-
vant :

min f (z,y) = 22 + v, )
(z,y) € D,

ou D = {(z,y) € R? : 2% + 2zy + 9 = 2}.
1. Montrer que le probléme (3) admet au moins une solution global.

2. Pour tout v > 0, on considére le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

{ min ., (x,2y) = f(z,y) + 3 (h(z, ), (2)
(x,y) € R*.

ouh(z,y) =a?+2zy +y* — 2.

(a) Montrer que le probléme (4) admet au moins une solution global.

(b) Ecrire la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre du probleme (@).
(c) Résoudre le probleme (4).

(d) Déduire les solutions du probleme (3).

Exercice 2 (Examen final 2023/2024). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes sui-
vant :

(P) - min f (z,y) = 322 + 2y°
lr+ry>1

On considere le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P : { min gy, (z,y) = f (z,y) + v (¢ (z,9))*
(z,y) € R?

avec g (r,y) =1 — z — y et la suite y, > 0 et m—l—oo,et

0 sig(z,y) <0,

g7 (z,y) =max{0,g (z,y)} = {g(x,y) sig(z,y) >0,

On note (xy,yx) la solution de probleme (P;). On admettra que la fonction ¢ (x,y) est
convexe. On rappelle que le gradient de (g*)* est donné par V (¢7)° = 29 V.
1. Ecrire la condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier ordre du probleme
(P)-
2. Calculer la solution du probleme (P;) pour v, = k.

3. Déduire la solution du probleme (P).
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4. On considere I"approximation du multiplicateur de KKT p;, = 2,97 (2, yi).
(a) Calculer .
(b) En déduire le multiplicateur de KKT associé a la contrainte g (z,y) < 0.

Exercice 3 (Examen final 2024 /2025). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes sui-
vant :

min f (z,y) = 2% + y? + 2y — 2y, 3)
(z,y) € D,

ouD = {(z,y) eR?: x+y =2}
1. Montrer que le probleme (3) admet au moins une solution globale notée par (z*, y*).
2. Pour tout v > 0, on considere le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

{minc,p,Y (,y) = f(z,y) +3(h (z,9))*,

(z,y) € R @

ouh(x,y)=x+y—2.
(a) Montrer que le probleme (#) admet au moins une solution globale notée par (%, ).
(b) Ecrire la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre du probleme (@).
(c) Résoudre le probleme (4).
(d) En déduire la solution du probleme (3).
Exercice 4 (Examen final 2024/2025). Soit (P) le probleme d’optimisation avec contraintes
suivant :

min f (z,y) = 32® +y?> + 2y — x

(P): S x+y<0
z>1

On considere le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P { min @ (2,9) = f (v,y) + k| (o (2,9))" + (95 (,9))’]
(z,y) € R?,
ot gy (z,y) = a+y, g2 (v,9) = 1=z, 9i (w,y) = max{0, g1 (,y)} et gy (w,y) = max{0, 5 (,y)}.
On admettra que la fonction @, (z, y) est strictement convexe. On rappelle que les gradients
de (g{“)2 et (93)2 sont donnés par V (gfr)2 =2¢g/Vg etV (93)2 =295 Vgs.
1. Ecrire la condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier ordre du probléme
(P)-
2. En supposant que x +y > 0 et 1 — = > 0, donner (xy, yx) la solution du probleme (F)
en fonction de k.

3. Vérifier que pour tout k € N*ona:xz, +y, > 0etl—x; > 0.
4. En déduire une solution du probleme (P).
5. On considére I'approximation du vecteur des multiplicateurs de K.K.T tels que

ik = 2kt (2, u) et il = 2kgs (w0, us).

(a) Calculer p} et 3.
(b) En déduire les multiplicateurs de K.K.T associés aux contraintes ¢, (z,y) < 0 et
g2 (z,y) <0.
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Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons::

lim  f(x,y) = o0 = f est coercive.
Il ()| =00

D’autre part, soit (z, yx) € D telle que (z, yx) P (z,7). Alors,
—+00

(2, yk) € D = ajp + 2wpys + yi = 2,
4255470 =2,
= (z,9) € D,
d’ot1, D est fermé. Alors, le probleme (3) admet au moins une solution global.

2. Soity > 0eth(z,y) = 2%+ 2zy + y? — 2.
(@) On pose x = rcosf ety = rsinf. Nous avons :

2
lim ¢, (z,y) = lim 7r? [1 + (1 + sin 20 — —2>} = 400 = ¢, est coercive.
T

Il (@)l =+o0 r—=+o0

Alors, le probleme (@) admet au moins une solution global.
(b) La condition nécessaire d’optimalité de premier ordre du probleme () :

x+2y (2 + 20y +y° - 2) (z+y) =0,
y+2y (@ +2zy+y* —2)(z+y) =0.

(c) Les solutions du probleme (4) sont (\/%—ﬁ, __ﬁ) < - 167’ —\/3— 167)

1

(d) Les solutions du probleme (3) sont (3, 1) et (—3,—1).

Corrigé d’exercice 2: 1. La condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier
ordre du probleme (F;) :

3z — Mgt (Tr, k) = 0,
2y — 9" (Tr, i) = 0.

2. On pose 7, = k.
— Sig* (z, %) = 0, alors z, = y, (impossible).
— Si gt (zg, yx) = g (zk, yx) > 0, nous avons :

{3%—]9(1—9%—%):07

3
= Yk = 5Tk-
2yk—k(1—xk—yk)20. 2

3k
Alors, 21, = 3+5k et yr = 375

3. Nous avons : 2, — 2 ety, — 2.
k—+oo k—+oo
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4. On pose fu, = 299" (T, Y-
(a) Nous avons :

6k
=2y.9" =2k(1 — 2 — = .
tr = 27k9" (Tk, Y) (1 — % — k) 315k
(b) Nous avons : j, — £.
k—+o00
Corrigé d’exercice 3: 1. Onpose x = rcost et y = rsin¢. Nous avons :

94
lim  f(z,y) = lim r? (1+sin9cos€— sm@)

[l(@,y)[| =00 r—+00 r
o ( sin20  2sin 0)
= lim » 1+ — = 400,
r—-+o00 2 r

d’ou f est coercive. D’autre part, soit (z,,y,) € D telle que (z,,y,) —— (Z,7).

Alors,

n—+400

(T, Yn) ED =+ yp =2 —— T +7y =2,

d’ott D est fermé. Dong, le probleme (3) admet au moins une solution globale notée
par (z7, y*)-

2. Soit v > 0. Nous avons :
(@) Onpose x =rcosfety =rsinf,ona:

sin20 2sinf

2 -

2\ 2
+ (cos@—i—sin&— —)
r

ll(@,y)l|—=+o0 T—++00

lim ¢, (v,y) = lim 7? [1 +

d’ott ¢, (z,y) est coercive. Donc, le probleme () admet au moins une solution
globale notée par (z%, y%).

(b) La condition nécessaire d’optimalité du premier ordre du probleme (4) est donnée
par:

2at +yh +y (¢ +yr —2) =0,

Vo, (z5,47) =0
o (43,47) ©{2y;+xi;—2+7(x;+y;—2):o

{(2+7)x2+(1+7)y$=2%
I+ +2+7)y; =2+27.

(c) Nous avons :

24+ 1479y
det = =3+2 0.
c ‘1+7 2+7‘ t2 7
et

2y 1+~ 24y 2y
L 242y 244 —2 . |14y 242y 444y
€Tr. = = . = = .
g 3+ 2y 312, 3+ 2y 3+ 2y

(d) Nous avons :
p S =0y Syt =2,

alors, (0, 2) est une solution globale du probleme (3).
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Corrigé d’exercice 4: 1. La condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier
ordre du probleme (F;) est donnée par :

6z +y — 1+ 2k [gi (z,y) — g5 (z,y)] =0,

Vo, (z,y) =0«
() {2y+x+2kgfr(x,y):0.

2. En supposantquez +y > 0et1 —x > 0. Alors,on a:
g (@y)=g@y)=r+yet g (v.y)=g(ry =1-z
dong,

6r+y—1+2k2x+y—1] =0, o (6+4k)x+ (1+2k)y=1+2k,
2y +x+2k(x+y)=0. (1+2k)x+ (2+2k)y=0.

Nous avons :

C|6+4k 142K,
det—‘1+2k 2+2k‘_4k + 16k + 13 # 0,
et
14+ 2k 142k
0 2+2k 4k? + 6k + 2
T = =
FTU4R2 116k + 13 4k2 + 16k + 13’
et
6+ 4k 14+ 2k
1 +2k 0 ] 4R +4k+1
= 2 16k + 13 4k2 + 16k + 13
3. Nous avons :
4k? 4+ 6k + 2 4k? + 4k + 1 2k + 12

T+ Yp = 0

U2+ 16k+13 421 16k+13 42+ 16k+13
et

4k* + 6k + 2

=> 0.
4k? + 16k + 13

1—[Ek:1—

4. Nous avons :

k 00
(xknyk) L) (17 _]') )
d’out (1, —1) est une solution du probleme (P).
5. Nous avons :
2k(2k+12 2k(10k+11
(@) ph = 2kg! (2,y) = gaiats et uf = 2kgd (2n,y0) = Fatie s
(b) Nous avons :

i P =1 et 2 Sy =5,
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