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Exercice 1. Soient € un sous-ensemble convexe fermé non vide de R” f : 2 — R une fonction
de classe C'. On suppose que

1= f est fortement convexe c’est a dire
Ja >0, Va,y € Q.(Vf(z) = Vf(y),o —y) = allz -yl
1= ['application V f est lipschitzienne c’est a dire
M >0, ¥a,y € Q, [Vf (@) = VF ) < Mo -yl

On considere le probleme d’optimisation suivant :

P) {mlnf(x)

r €

1. Montrer que le probleme (P) admet une solution globale unique notée par z*.

2. Soit (zy) la suite de la méthode du gradient projeté donnée par :

Zo € Q, (1)
Tpt1 = Pa e — apVf (zx)], Yk €N,

ou Pg désigne l'opérateur de projection orthogonal sur €. S'il existe deux réels a
et b tels que oy, satisfasse 0 < a < ap < b < 2a/M 2 pour tout £ € N, montrer
que la méthode du gradient définie par (1) converge pour tout choix de z,, de facon
géométrique, autrement dit

38 € 10,1, [logsr — 2| < B [lwo — 27|
Exercice 2 (Examen final, 2019/2020). On considere le probleme d’optimisation avec contraintes

d’égalités suivant :

()

min f (z) = 127 Ax
r e

ot A est une matrice carrée d’ordre n, symétrique et définie positiveet 2 = {x € R" : ||z| = 2}.
Nous appliquons a ce probleme I'algorithme de gradient projeté a pas fixe suivant :

2 € R,
{ " = Pg [27 — aV f (2F)], ©)

ol @ > 0 et P, est 'opérateur orthogonal de projection sur €.

1. Ecrire P, () en fonction de z.
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2. Onpose:

2 0
=l
(a) Résoudre le probleme (2).
(b) Soit y* = z¥/z%. Montrer que (y*) est une suite géométrique.
(c) On suppose que 29 # 0. Montrer que la suite (2*) définie par (3) converge vers
une solution optimale de probleme (2).

Exercice 3 (Examen final, 2021/2022). Soit le probléeme d’optimisation avec contraintes d’éga-
lités suivant :

{j;n:f éac) = 5(Qx,z) — (c, 1) )

ou () est une matrice carré d’ordre n symétrique et définie positive, ¢ € R" et A est une
matrice rectangulaire de taille m x n avec m < n et rang (A) = m. Soit (2*) la suite de la
méthode de gradient projeté a pas optimal définie par :

20 € Q,

"t =Pq (2% — qVf (a%)] = 2% — PV f (a%), VE €N,
ay, est le point de minimum global de la fonction ¢ (a) = f [zF — aPV f (2¥)].

ou P=1— AT (AAT) " A.
1. Monter que la suite (z*) est donnée par :
T
k41 ke 9 P9r
P = gt — Py,
98 PQPy:
ougy,=Vf (:r;k) = Q2" —c.
2. Montrer que g, Pg;, = 0 pour tout & € N.
3. Montrer que le vecteur 2" — z* est orthogonal sur le vecteur 2% — z**1.
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Corrigé d’exercice 1: 1. Onpose g(t) = f[z+t(y — z)] pour tout z,y € Qett € [0,1].
Nous avons :

1

(Vi(w+tly—x) =Vf(x),y—x)dt

1
a/ tlly — |2 dt
0

> 2y — )%,
—lly—=
5 )

fy) = f@) = (Vf(2),y—=) =

S—

F) = f @)+ (Vf @)y =)+ 5 ly— .

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

a
Fy) =z @) =V @)y ==l + 5y - x|
On fixe x = 7 € (2, on obtient

lim (7 (@0) = 197 @l Iy = woll + 5 ly = woll?] = +00 = tim_f(y) = +o0,

ly=zoll—>-+o0 lyll—-+00

d’ot, la fonction f est coercive et 2 fermé, donc le probleme (P) admet au moins un
point de minimum global, mais la fonction f est fortement convexe et (2 est convexe
c’est a dire 'unicité de la solution globale notée par z*.

2. Nous avons :
|zhe1 — 2%))* = | Pa (21, — axV f (z1)) — P (2" — iV f (7))
< g — 2" — o (Vf () — Vf (27))||?
< e — 2*|* = 200 (V f (ax) = Vf (&%), 26 — 27) + 0} |V f () — Vf ()]
< (1 —2aay, + M?a3) ||z, — || .

Donc,on a:

lxper —2*|| < B ||lxgp — 27|, o = max{\/l —2aa + M2a2,v/1 — 2ab + M2b2} :
Nous avons :

ey — 2™} < Bllwo — 2]
[z = 2%|| < Bllzy — 27|

21 = 27| < Bz — 27|

lox — 27| < B llog — 27,
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Par multiplication, on obtient :
s — [} < B* [lao — 2]
D’autre part,

O<1—2aa—|—M2a2<1et0<1—204b—|—M2b2<1:>O<5<1:>wkk—>x*.
—+00

Corrigé d’exercice 2: 1. L'opérateur de projection orthogonal P, est donné par :
r si x €
P = ’
a(2) {273“"" si 1¢Q, x#0.

2. Soit z = (1, xg)T. Nous avons :
(a) La fonction de Lagrange de (2) est donnée par :

2

L(x,A):f(:c)+A(|y:c||2—4):x§+%+>\(:c§+x§—4),

d’ot1 la condition de Lagrange est donnée par :

2&71 + 2)\[E1 = O, (1 + )\) T = 0,
To + 2)\.]72 = 0, = (1 + 2)\) Ty = O,
i +2i=4. 3+ 23 = 4.

i. Si A = —1, alors z, = 0 et z; = £2, les points sont (2,0) et (—2,0).
ii. Si A = —1/2, alors z; = 0 et o = £2, les points sont (0, 2) et (0, —2).

D’autre part, nous avons :
d’out (0, 2) et (0, —2) sont solutions optimales de (2).
(b) On pose z* = (z}, xlg)T Nous avons :
_aF 4 aVf (k)
et +aVE @)

" =Py [2F — aV f (2F)] =28, (I — aA) 2,

oupfr =1/ H (I —aA)z* || Dans le cas particulier de A, nous avons :

k+1 k k+1
=206 (1 — 2« 1 -2«
{% k‘( )xl, yk+1 Ly ( ) yk'

5t =26, (1 —a) b, ST T \T-a

Dong, pour tout k € N, nous avons :

yk+1 ]. - 20[ k . 2 2 .
=7 = (y ) est une suite geometrique.

(c) On suppose que 25 # 0. Nous avons :

1—2a\"
Vk € N, yk:< O‘) 0.

1l -«
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Do, a > 0et (1 —2a) /(1 —a) < 1,donc y* —— 0. D’autre part, nous avons :

h—-+o0
2= [|e"]l = v/ (4)" + (méf
= [@5] /1 +(
Do,
|25 = 2.

/1+(yk)2 k——+o0

5 ——2 ou 2§ —— -2

c’est a dire

k—+o00 k—+o0
Alors,
Tk
yk = —]t — 0= Il — 0.
Ty k—+o00 k—4o00

D’oty, la suite converge vers (0, 2) ou (0, —2) solutions optimales du probleme (2).

Corrigé d’exercice 3: 1. Soit z* la suite de la méthode de gradient projeté a pas optimal
pour le probleme (4) définie par :
= Pq [a; —aiVf (xk)] =gk — OszVf( )

ol ay, est le point de minimum global de la fonction ¢ (o) = f (2% — aPVf (2¥)).
Nous avons :

g =Vf (:z:k) =QzF —c.
D’autre part, on a:
ola)=f [xk — aPgr] = ¢ () = (Vf (:L‘k — axPgi) , Pgi) =0
= <Q (xk — oszgk) —c, ng> =0,
= <ka —c, ng> — o (QPgr, Pgr) =0,
= (9r: Pgr) = i (QP gy, Pyy) ,

(gr, Par) _ gL Py
(QPgi, Pgr) gt PQPgy

D’ot, la suite de la méthode de gradient projeté a pas optimal est donnée par :

= =

rp
e S
kPQng

2. Nous avons :

1 + 9 1 g
k+14" 9k <Ql’ &) gk> Q T TPQP 9k G, I"gk

ng
= (gr, Pgr) _gkpgk —0-
3. Nous avons :

k2 kbl kbl R\ _ T _
(@2 — PP — 2Py — apons (P, Pgr) = ooneiagry Por = 0.
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