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Exercice 1 (07 pts). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes suivant :

min f (z,y) =z + ¥, )
(z,y) € D,

ou D = {('zz,y) c R2: 2% 4+ 9y = 2}.
1. Montrer que le probleme (1) admet au moins une solution globale notée par (z*, y*).

2. Pour tout v > 0, on considere le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

{ min ¢ (z,y) = f (z,y) + 3 (h (fray))z ? (2)
2
(l’:y) = R '

ou h(z,y) = 22 +y* — 2.
(a) Montrer que le probléme (2) admet au moins une solution globale notée par (:z:i*;} y,’;)

(b) Ecrire la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre du probleme (2).

(c) Montrer que z7 verifiant |’équation algébrique d’ordre trois suivante :

4y (z2)° — 4yz5 +1=0.

(d) En déduire la solution du probleme (1).

Exercice 2 (07 pts). Soit (P) le probleéme d’optimisation avec contraintes suivant :

minf(:z:,y)-——$2+y2—4(m y) + 8
(P):{ z4+y=2
y<zw

On considere le probléeme d’optimisation sans contraintes suivant :

_ { min (I)k ('E,'q) = f (;E?y) + k F(h (.,Ejy))Z L (g+ (’B y))g-
(Pr) : h _

(z,y) € R,

onh(z,y)=z+y—29(,y) =y -z, g (z,y) = max {0, g (z,y)}. On admettra que la fonction Py (x,y) est
strictement convexe. On rappelle que le gradient de ( g™)? sont donnés par V ( gt)? =2¢*Vy.

1 Ferire la condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier ordre du probleme (Pg).
En supposant que y > z. Donner (z, y;) la solution du probléme (P%) en fonction de .
Vérifier que pour tout k € Nona: xx + Yk +2etyrx — T = 0. |

Déduire la solution du probleme (P).

On considere 1’approximation des vecteurs de multiplicateur de K.K.T et de Lagrange tels que

o

\e = 2kh (T, yk) et pk = 2kg™ (T, Yk) -

(a) Calculer A\ et L.
(b) Déduire les multiplicateurs de K.K.T et de Lagrange associés aux contraintes h (z,y) = 0etg (z,y) < 0.
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Exercice 3 (06 pts). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes suivant :

Q) min 1 (z,y) = 22 + 2y* + 2% — 4z — 6z,
| (z,9,2) € Q,

out Q = {(z,y) € R? : z + y + 2z = 6 }. On suppose que le probleme (Q) admet une solution unique.

|. Donner la condition de Lagrange associée au probleme (Q).

2. EBcrire 1’algorithme d’Uzawa associé au probleme (QQ) qui permet de calculer pour tout . € N, la suite
(Zns Unss 2n)" et le multiplicateur de Lagrange A, avec p > 0 un pas fixe.
3. Montrer la relation suivante :
3
Vn € N, Apt1 = (1 4P> An — P
4. Montrer par récurrence :
50\ 4 4
\Y N, \p=1{1 M+-=1]—=.
penne (1-2) (v )2
5. Si0 < p < 1, calculer la solution du probleme (Q).
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