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Semestre : 2 p— 4 Examen final
o . c ol - aludg) 2030 daoly . ;
Matiere : Ana. Matri. et optimisation 2 Unveraits Mohamed Eouda - i Durée : 1 : 30Min

Exercice 1 (4 pts). Soient 2 un sous-ensemble convexe fermé non vide de R” et z € R™. On considere le probleme

suivant :

. 2
min ¢ (y) = ||y — z|| 0
y € Q

1. Montrer que le probléme (I]) admet une solution unique notée par z = Pgq (z) ou Pg, est I’opérateur de projec-
tion orthogonale de x sur {2.

2. Montrer I’'inégalité suivante :

(z —2)" (y—2) <0, pourtouty e Q.
Exercice 2 (10 pts). Soit le probleme d’optimisation avec contraintes suivant :

(P) - min f (z,y) =y
2+ y2 <1
On considere le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :
: 2
() - | i (z,y) =y + (9" (z,9))
(z,y) € R?

avec g (x,7y) = 22 + 3% — 1 et la suite v, > 0 et 7, —— o0, et
k——+o0

Y
)

0 sig(

T <0,
g(x,y) sig(z,y) >0,
(

)
9" (z,y) = max {0, 9 (z,y)} = {
On note (z, yx) la solution de probleme (P ). On admettra que la fonction gy, (z, y) est convexe. On rappelle que le
gradient de (gT)? est donné par V (¢7)* = 29+ V.
1. Ecrire la condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier ordre du probleme (P}).

2. Montrer que x; = 0 pour tout k € N.

3. On considere maintenant v = 11/ 1 - avec k > 2.

kl/3 kK

(a) Ecrire I’équation permettant de trouver la deuxiéme coordonnées ;. Cette équation admet trois racines.
(b) Calculer ces racines. Indication : on remarquera que 1I’équation admet kl—l/g comme racine évidente.
(c) Laquelle des trois racines précédentes est valide ?
(d) En déduire la solution du probleme (P).
(e) On considere I’approximation du multiplicateur de KKT px = 2v,g™ (2, y )

i. Calculer py.

ii. En déduire le multiplicateur de KKT associé a la contrainte ¢ (z,y) < 0.

Exercice 3 (6 pts). Soit le probléme d’optimisation avec contraintes suivant :

) min f (z,y)
@ {(w) -

ot f : R? — R est une fonction définie par f (z,y) = 22 + y? et C = {(ﬁ,y) eER?:z+y= 1}.
1. Montrer que le probleme ((Q) posséde une unique solution.
2. Donner la fonction de Lagrange associé au probleme (Q)).
3. Ecrire L’ algorithme d’Uzawa associé au probleme (Q).

4. Avec un pas p = 1, calculer la solution du probleme (Q).
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1. On note A = [ matrice unitaire d’ordre 1. Alors, nous avons :

Corrigé d’exercice 1:
o (y) = Ay — 2> = 2" Ay — 22" Ay + || ®

est une fonction quadratique strictement convexe car A est définie positive. D’autre part, on a :
(y) = +o0.

lim
llyll—+o0
D’ou ¢ est coercive. Donc, le probleme (1)) admet une solution unique.

2. Par convexité de €2, nous avons :
VAe[0,1], 1=XNz+dy=z+A(y—2) €,

donc,on a:
p(z+A(y—=2)) —¢(z) 0.

On divise ensuite par A > 0 et on fait tendre \ tend vers 0T, on obtient :
plz+A(y—2)—p(z
CAA D206 9y ),y -2 20

lim
A—0t A

Mais, Vo (2) = 2(z — x). Done, (z —z,y —2) = (. —2)" (y—2) <0
1. La condition nécessaire est suffisante du premier ordre est donnée par :
2)

7kg+ (Ika yk) T = 07

Corrigé d’exercice 2:
1+ 4veg™ (ks yk) yr = 0.

Vai (@r, yk) = VI (@k, yk) + 279" (@r, yk) Vg (@k, yx) = 0 & {

2. Nous avons :
— Si gt (g, yr) = 0, alors le deuxieme équation de (2)) devient 1 = 0, ce qui est impossible.
— Sig" (zg,yk) = g (zg, yr) > 0, alors la premiere équation de (2)) devient :
Vg (T, yk) 2 = 0 = 2 = 0,Vk € N.

(yz — 1) yx = 0. Soit encore

3. Soit v, = 11/4 - avec k > 2.
K3 R
(a) Le deuxieme équation de (I]) devient : 1 + m
. 1 1
iUkt T =0 3)
On voit bien que y;, = ﬁ, alors yg = % et que kl—l/g) est une racine de 1’équation (3).
(b) L’équation (3)) se met donc sous la forme (on remplace yj, par y pour alléger)
1 2 _ .3 2 Y oy p
<y— k1/3> (V* +ay+B) =y’ +ay + 6 - E1/3  p1/3 p1/3
— 3 2 o p
=yt (O‘_ k1/3> Yo < - k1/3> SVER
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donc,on a:

= %13 o = 1/
B _ o _ _1’ = [SYER
M T B=-1+pnm
TR TR Tk
On résoudre I’équation du second ordre suivante :
! -1=0 4
y + kl/& T £2/3 o )

Nous avons : A = k2/3 -4 (# — 1) =4 - ICQ% > 0 pour tout k& > 2. L’équation (@) admet deux

—1
EL/3 + \/ 4— kz/s

2

racines différentes :

y:

(c) Nous devons avoir g* (zg, yx) > 0 c’est a dire g (g, yx) > 0. Nous avons :
— Pour zj, = 0 et Y, = 775, donc g (x1,41) = 2} + y§ — 1 > 0 devient 7275 > 1, ce qui est faux.

1 3
YRR AmeyE:

— Pour xp = O et yp, = ~———5———, alors xi + y,% devient :

2
1 1 3 1 2
- [— +4/4— ] > 1 (\/41) =1, donc x} + yi > 1 est faux.

4 k1/3 k2/3
=1 _ 43
- Pourxkzoetyk:M,alors z3 + yi devient :
2 -
1 1 3 1 1 3 2 3
1 wﬂ/‘*‘w] =1 m*‘l‘m*w\/‘*‘w]
1 2 2 3
Syt st e\t e
———
i >1, (k>2)
1 2 2
>Z 4_W+W >1
—_——
>0 (k>2)

Dongc, racine valide est (z, yi) = 3 (kj—}?, — /4 - %) converge vers la limite (0, —1).
(d) La solution du probleme (P) est (0, —1).
(e) Soit I’approximation du multiplicateur de KKT jx = 27v,g" (2k, yx ). Nous avons :

. . 1/4 1 2 2 3 1/4 1 1 3
L Mg = 2,(1/3,]{—1 [Z (4 — w2t sy 4 - kz/:s) - 1} —1/3_p—1 [_kz/g RasVE 4 - %273

ii. Nous avons :
1/4 1 1 3
lim pp = lim / = [— + 4 — ]

k—-+00 k—+oo k—1/3 — k2/3 k13 k2/3

oy 1 1 N 1 /4_ 3\ 1
T oieed \ KB 13 T 1 j2/3 K23 ) 92

Corrigé d’exercice 3: 1. la fonction f est continue sur R? et f (x,y) ————— +o0, donc f est coercive et C

Il ()| =00
est un sous-ensemble de R? fermé et convexe. D’autre part, la matrice hessienne de f est donnée par :

LV

D’ou f est strictement convexe. Le probleme (()) admet une solution unique.
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2. La fonction de Lagrange associé au probleme (Q)) est donnée par :

L(z,y )=z +y* +A(z+y—1).
3. Lalgorithme d’Uzawa associé au probleme (@) est donné par :
0, €C, g€ Retp>0,
(anyO)ECa )\OERetP>07 ;Oiyi_oi\ 00 P

Tk k=Y

VI (@kyk) + MVh(zg,y6) =0, < ®)
Nes1 = M ph (2, y) = 0 5+ M =0,
k+1 = Akt PR (Tg, Yk) = V.
M1 =+ p(xp+yp—1).

4. Avec I’algorithme de Uzawa (9)), on obtient :

A
Th =y = — 2 et M1 = (1= p) A — p.

2
Si p =1, alors A\y41 = —1 pour tout k € N. D’autre part, nous avons :
Tk =Yk =

55
d’ou (1/2,1/2) est la solution du probleme (Q).
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